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Kapitel 1

Einleitung

Die Begriffe formale Sprachen und Komplexitat stehen fiir Gebiete der theo-
retischen Informatik.

Die theoretische Informatik beschaftigt sich mit grundlegenden Ideen und
Modellen, die Berechnungen zugrunde liegen.

Es besteht ein enger Zusammenhang zur praktischen Informatik, z.B. zum
Compilerbau, zur logische Programmierung u.a..

Im Bereich der Sprachen sind z.B. fiir den Compilerbau zwei Klassen
interessant, die durch endliche Automaten und durch Kellerautomaten
reprasentiert werden konnen.

Formale Sprachen (z.B. Programmiersprachen) konnen durch ,Automaten®
im allgemeinsten Sinne oder durch Grammatiken beschrieben werden.
Wahrend Grammatiken Worter der Sprache erzeugen, konnen Automaten
bei vorgegebenem Wort feststellen, ob dieses zur Sprache gehort oder nicht
(Automat = Akzeptor).

Eine spezielle Sprachklasse kann auflerdem durch Ausdriicke beschrieben
werden, die regulare Ausdriicke genannt werden.

In dieser Vorlesung werden wir uns auch mit diesen Darstellungsmoglichkei-
ten flir Sprachen befassen.

Das Ziel der Vorlesung besteht darin, Ihnen ausgewahlte Grundlagen der
theoretischen Informatik zu vermitteln.



Kapitel 2

Algorithmus

2.1 Algorithmenbegriff

(als zentraler Begriff der theoretischen Informatik)

Unter dem Begriff Algorithmus versteht man in der Informatik eine
Vorschrift zur schrittweisen Verarbeitung von Eingabeobjekten in
Ausgabeobjekte mit folgenden Eigenschaften:

- Ein Algorithmus gilt fiir eine Klasse von Objekten.
(Ein Algorithmus lost eine Klasse von Problemen.)

- Ein Algorithmus heif3t determiniert, wenn er bei demselben Eingabe-
wert und derselben Startbedingung stets dasselbe Ergebnis liefert
(T Determiniertheit), bei unterschiedlichen Ergebnissen (, auch falschen)
nichtdeterminiert.

- Ein Algorithmus heil$t deterministisch, wenn er zu jedem Zeitpunkt
seiner Ausfiihrung hochstens eine Moglichkeit der Fortsetzung besitzt.
(T Determinismus), ansonsten nichtdeterministisch.

Ein nichtdeterministischer Algorithmus kann determiniert
(z.B. Quicksort) oder nichtdeterminiert sein.

Nichtdeterminismus spielt in der Komplexitatstheorie eine grofe Rolle.
Er ist ein wichtiges Konzept z.B. bei der Untersuchung der Laufzeit von
Algorithmen (] NP) oder bei der Beschreibung der Grofe von Prozessen.

- Ein Algorithmus terminiert, wenn er nach endlich vielen Schritten ein
Resultat liefert und anhalt.

- Die Beschreibung eines Algorithmus besitzt endliche Lange
(statische Finitheit).

- Der Algorithmus belegt bei der Abarbeitung zu jedem Zeitpunkt
endlich viel Platz (dynamische Finitheit).
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2.2 Beispiel Kreuztisch

2.2.1 Aufgabenstellung

°|
Kreuztisch
L | | R ol Ul Rl L
l l l Yi1Yel Yol Yu
P
Steuerung  (Automat) -— S
U

Bild 2.1: Kreuztisch

Algorithmus:

Nach Driicken der Starttaste S bewegt sich der Punkt P nach rechts.

Nach Erreichen der rechten Kante (R) bewegt sich der Punkt P nach oben.
Nach Erreichen der oberen Kante (O) bewegt sich der Punkt P nach links.
Nach Erreichen der linken Kante (L) bewegt sich der Punkt P nach unten.
Nach Erreichen der unteren Kante (U) halt der Punkt P an.

Der Vorgang kann erst erneut gestartet werden, wenn die Starttaste S nicht
gedrickt ist.

= (abbrechender) determinierter Algorithmus

Bild 2.2: Kreuztisch-Algorithmus

- - - : Die Bedingung, dass die Starttaste S vor erneutem Start losgelassen
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wird, ist entfallen. Der Algorithmus ist nicht abbrechend, falls die Start-
taste S gedriickt bleibt.

... : Der Algorithmus ist nicht abbrechend.

= im praktischen Sinne ist beides unerwiinscht

2.2.2 Interpretation im Sinne der theoretischen Informatik, genauer
im Sinne der Automatentheorie

Ich interpretiere die Belegungen als Buchstaben eines Alphabetes:

- Eingabealphabet © = {S, S, R,R,L,L, U, U, 0,0}

z.B. kann U (unten) bedeuten: unten links, unten rechts usw.
- Ausgabealphabet I' = {Y,, Y}, Yy, Y,, Y}
- Zustandsalphabet Q) = {Zy, Z1, Z5, Z3, Zy, Z5 }

- dazu kommt eine Uberfiihrungsfunktion 6 : Q x ¥ — @, die angibt,
welchen Zustand Z; € () die Steuerung (der Automat) einnimmt, wenn
sie sich in einem Zustand Z; € () befunden hat und in diesem eine
Eingabe = € ¥ erfolgte.

- dazu kommt eine Ausgabefunktion )\, die angibt, welche Ausgabe
y € I der Automat liefert A : Q x ¥ — T

Wird der Algorithmus unserer Aufgabenstellung in eine Schaltung
umgesetzt, erhalten wir einen im weitesten Sinne deterministischen
endlichen Automaten als Gerit. (Siehe technische Informatik)



Kapitel 3

Endlicher Automat

3.1 Verbale Beschreibung

Formal ist ein endlicher Automat ein mathematisches Modell fiir ein Gerét,
das Informationen endlicher Linge Zeichen fiir Zeichen einliest, das eingele-
sene Zeichen sofort verarbeitet (, eine Ausgabe erzeugt) und nach kompletter
Eingabe der Information in einem Zustand liegenbleibt.

Die Anzahl der Zustande ist endlich.

3.2 Deterministischer endlicher Automat (DFA)

Def. 3.1: Ein deterministischer endlicher Automat (im Sinne der techni-
schen Informatik) ist ein 6-Tupel M = (3,1, Q, §, A, qy) mit

3 Eingabealphabet

I Ausgabealphabet

Q: Zustandsalphabet mit
qQ € Q Initialzustand

0 : Q x ¥ — (@ Zustandsiiberfithrungsfunktion
A @ x Y — T (Mealy-)Ausgabefunktion
Spezialfall der Ausgabefunktion:

pw:Q —7T Moore-Ausgabefunktion mit

AMai, ve) = (g, z1)) = plg;) = v

M, = (£,T,Q,06, 1, q) heilst Moore-Automat, der oben definierte Automat
heil3t Mealy-Automat.
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1 |
- 5 Al ) b
X v y
Bild 3.1: Mealy-Automat
5
9 q
] % Tl K

Bild 3.2: Moore-Automat

Die Unterscheidung in Moore- und Mealy-Automat ist fiir den Techniker in-
teressant, fiir den Theoretiker weniger, da diesen die Ausgabefunktion im
Allgemeinen nicht interessiert. (Siehe technische Informatik)

3.3 Aquivalenzbetrachtungen

3.3.1 Zustandsaquivalenz (~)
Def. 3.2 Zustande ¢;, ¢; sind aquivalent, wenn gilt: ¢; ~ ¢; <

R ([8(qs, 21) = 8(gz, 2)] V [8(a5, 21) = 8(gz, 20)]) A[Mais 1) = Maz, )]} dhs
gleiche Eingabefolgen liefern fiir ¢; und ¢; gleiche Ausgabefolgen.

= Algorithmus zur Bestimmung von Aquivalenzklassen,
Ersetzung der Klassen durch einen Reprasentanten.

= z.B. Verfahren nach Aufenkamp und Hohn

3.3.2 Automatendquivalenz
Satz 3.1: Zwei Automaten M; und M; mit Eingabealphabeten ¥, = ¥; und
Ausgabealphabeten I'; = I'; sind dquivalent, wenn zu jedem Zustand ¢; von

M, mindestens ein ihm dquivalenter Zustand ¢; von ); existiert und umge-
kehrt.

Satz 3.2: Fiir alle d4quivalenten Automaten gibt es einen Automaten M,,,;,,
auf den sich alle Automaten zustandshomomorph abbilden lassen, d.h.
M, ~ M; < M; . und M, . sind eineindeutig aufeinander abbildbar.
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3.4 Mealy-Moore-Aquivalenz

Der Moore-Automat kann als Spezialfall des Mealy-Automaten betrachtet
werden.

Satz 3.3: Zu jedem Mealy-Automaten M gibt es einen ihm &dquivalenten
Moore-Automaten M ,:

Es existieren 2 mogliche Konstruktionsverfahren:
1. Aus der Menge () x I' des Mealy-Automaten folgt die Zustandsmenge (),,.
2. Aus der Menge () x X des Mealy-Automaten folgt die Zustandsmenge Q).

Das Modell des endlichen Automaten soll als Darstellungsmittel fiir formale
Sprachen genutzt werden.



Kapitel 4

Regulare Sprache, endlicher Automat

4.1 Grundlegende Begriffe

Grundbegriff Zeichen - wird nicht weiter definiert.
Ein Alphabet ist eine nichtleere, endliche Menge von Zeichen.

Ohne Zwischenraum aneinander gereihte Zeichen nennt man Wort
(synonym: Zeichenkette oder Zeichenreihe oder String).

Sei > = {a, b, c} ein Alphabet, so sind z.B. a, ab, bcbc Worter.

Die Lange eines Wortes z, 1gth(z) oder |z|, ist die Anzahl der Zeichen, aus
denen es besteht, z.B. Igth(a) = 1, lgth(caba) = 4.

Das leere Wort (es hat die Lange 0) wird mit ¢ bezeichnet.

Die Menge aller bildbaren Worter (einschliel3lich des leeren Wortes) tiber
einem gegebenen Alphabet ¥ wird als ¥* bezeichnet.

Def. 4.1: Die KLEENEsche Hiille von ¥ ist die Menge ¥* = |J X'
i=0
S =Y0USlU.. US"U... mit 2" =YY = {ab|ae I Ab e X

Das direkte Hintereinanderschreiben zweier Worter w,v € X* nennt man
Verkettung (oder Konkatenation) ® : ¥* x ¥* — ¥* (¢ neutrales Element).

Fiir ®(v, w) = v ® w schreiben wir auch kurz v w.

Def. 4.2: Die positive Hiille von X ist X" = |J X' = 2* — {¢}.
i=1

Seien > = {0,1} und ¥, = {a, b, c,d} zwei Alphabete.
Dann ist
st ={e 0, 1,00, 01,10, 11,000,001,010,011, 100, 101, 110, ...},

Y5={e a, b, c,d, aa, ab, ac, ad, ba, bb, bc, bd, ca, cb, cc, cd, da, ...

.
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Def. 4.3: Die n-te Potenz eines Wortes = € Y* ist eine Abbildung der Form
Pot : ¥* x IN — ¥*, die wie folgt definiert wird:

(i) Pot(z,0) = 2" =¢;

(ii) Pot(x,n) = 2" = 2" 1z,

Eine formale Sprache L ist nun zunachst eine Teilmenge aller Worter tiber
einem vorgegebenen Alphabet 3 : L. C %,

Bem.: Die Sprachen (), {¢} und ¥* sind trivial und fiir praktische Zwecke un-
interessant. I. Allg. werden uns nur echte Teilmengen interessieren. Somit ist
P(¥*) die Menge aller formalen Sprachen tiber dem Alphabet 3.

Wir erweitern die bekannten Operationen auf Sprachen wie folgt:
Verkettung ® : P(X*) x P(X*) — P(X*).

Es sei ¥ ein Alphabet und es seien L, Ly C ¥* Sprachen.
Dannist: @(Ly, Lo) = L1 @ Lo =L1 Lo ={xy|x € L1 Ny € Lo},

d.h. L, L, ist die Menge aller moglichen Verkettungen jeweils eines Wortes z
aus L, mit einem Wort y aus Ls.

Potenz Pot : P(¥*) x IN — P(¥%).

Sei Y ein Alphabet und L C >* ein Sprache. Dann ist
(i) Pot(L,0) = L° = {e};

(ii) Pot(L,n) = L™ = L"'L.

Die Kleenesche Hiille von L ist die Menge L* = | J L.
i=0

Die positive Hiille von L ist die Menge L™ = |J L' = L*L.
i=1

Sei L, ={10,1}und L, ={011, 11}. L.Ly =7 und L4L. =7.

Beispiel 4.1: L, = {c,a,aa,aaaa,a% a'® ...} £ Aufzihlen aller Worter.
Ly ={a" | n=2% k€ IN}U{e} wird iiber ein Pridikat definiert.

Wenn das Pradikat berechenbar ist, dann ist die Sprache entscheidbar.
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Beispiel 4.2: Rekursive Definition der Sprache L,
(1) € € Ly, a € Lo,
(i) x € Ly = x x € Lo,
(iii) andere Elemente als die nach (i) und (ii) enthalt L, nicht.

Diese rekursive Definition hat generativen Charakter.

Bemerkung: L; = Ls.

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Problemstellung, eine Verbindung
zwischen analysierenden und generativen Sprachdefinitionen herzustellen
und die Aquivalenz verschiedener Sprachdefinitionen bzw. die Gleichheit
zweier Sprachen festzustellen.

Dies soll nun am Beispiel einer relativ einfachen Sprachklasse erlautert
werden.

4.2 Regulare Ausdriicke und regulare Sprachen

Die Darstellung von Sprachen ist fiir eine bestimmte Klasse von Sprachen
mitunter einfacher iiber Ausdriicke anzugeben als iiber Mengen

=-Regulare Ausdriticke tiber ¥..

Def. 4.4: ¥ sei ein Alphabet.

Reguldre Ausdriicke (rA) werden dann wie folgt definiert:

(i) 0, e und a € ¥ sind rA iiber .
(i) Wenn r und s rA iber ¥ dann auch (r + s), (r-s) = (rs) und (r*).

(iii) Weitere reguldare Ausdriicke existieren nicht.
Bem.: (r*) = (r*) - (r) = (r) - (r*) erlaubt.

Wir wollen nun reguldare Ausdriicke zur Beschreibung von Sprachen
verwenden und ordnen dazu jedem reguldren Ausdruck p in eindeutiger
Weise induktiv eine Sprache L(p) zu:
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(i) Falls p =), soist L(p) = 0.
Falls p = ¢, so ist L(p) = {e}.
Falls p = a mita € ¥, so ist L(a) = {a}.

(ii) Falls p = (rs), wobei r und s rA sind, so ist L(p) = L(r)L(s).
Falls p = (r + s), wobei r und s rA sind, so ist L(p) = L(r) U L(s).
Falls p = (%), wobei r rA ist, so ist L(p) = L(r)*.

Bem.: L(r*) = L*(r) = (L(r)")

Die Klammern konnen entfallen, wenn dadurch keine Fehler entstehen.
Zur Klammerersparnis in reguldaren Ausdriicken kann die Operatorprioritat
genutzt werden: * bindet starker als - und - wiederum starker als +.

Bem.: Durch reguldre Ausdriicke werden Sprachen generativ definiert.

Satz 4.1: Sprachen, die durch reguldre Ausdriicke definierbar sind, heif3en
regulare Sprachen.

Jede regulare Sprache ist offenbar eine formale Sprache. Dies gilt jedoch
nicht umgekehrt.

Beispiel 4.3: Reguldare Sprachen, die in der Compilertechnik bei der
Lexikanalyse eine Rolle spielen:

- Menge von Operatoren: Lo, = { :, <, =, >, <=, >=, 1=, %, *x, +, —, /, }
TLoy =+ <+ =+>+<=+>=+=+x+xx+++—+/),

- Menge von Bezeichnern:

Die Worter der Sprache L4 iiber dem Alphabet ¥ = {a, ...,z, 1, ... ,0}
beginnen mit einem Buchstaben und es folgen beliebig viele Zeichen,
bestehend aus Buchstaben oder Ziffern.

(In Programmiersprachen werden so Bezeichner gebildet.)

Ly={a,b,c,...,z}{a,b,c,...,z, 0,1,2,... ,9}*
rp, =((@+b+c+...+z)(a+b+c+...+z+0+1+2+...+9)"

- Menge von Schliisselwortern:
Lsw = { AND, OR, BEGIN, END, ..., ARRAY }
rrew = { AND + OR + BEGIN + END + ...+ ARRAY }
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4.3 Endlicher Automat/Akzeptor

Wie kann aber festgestellt werden, ob ein gegebenes Wort Element einer
bestimmten Sprache ist?

Man kann versuchen, das Wort Zeichen fiir Zeichen zu lesen und nach je-
dem Zeichen entscheiden, ob das Wort ausscheidet oder wie bei der weiteren
Priifung zu verfahren ist.

Das kann fiir regulidre Sprachen mit einem endlichen Automaten realisiert
werden, der auch (endlicher) Akzeptor genannt wird. Die unterschiedli-
chen Entscheidungsmuster werden als Zustande bezeichnet.

Der endliche Automat startet in einem Anfangszustand und geht nach
jedem gelesenen Zeichen in einen neuen Zustand iiber und landet in einem
(akzeptierenden) Endzustand, falls das Wort zur Sprache gehort.

Def. 4.5: Ein deterministischer endlicher Automat [DFA] ist ein
Tupel M = (Q, %, 9, qo, F') mit

() endliche nichtleere Menge von Zustdanden,

Y. Eingabealphabet,

) : (@ x ¥ — () Zustandsiiberfithrungsfunktion,

qo € @ Initialzustand (auch Anfangs- oder Startzustand),

F C Q Menge von (akzeptierenden) Endzustinden.

Ein DFA M erkennt (akzeptiert) ein Wort z = a; ... a, € Ly; C X%,

indem er bei seinem ,Lesen” eine Folge von Zustdnden ¢, ¢; ¢» . . . ¢, durchlauft,
deren erster (qy) der Startzustand und deren letzter (g,,) ein (akzeptierender)
Endzustand ist.

Dabei muss gelten: Vi € {1,2,...,n} : 8(q;i_1, a;) = ¢.

Die von einem endlichen Automaten M akzeptierte Sprache L, C X* ist
genau dann die Menge aller durch den Automaten akzeptierten Worter.

Die Zustandsiiberfiihrungsfunktion ¢ wird wie folgt fiir Worter
erweitert: § : Q x X" — (@), dann gilt

M = (Q,%,9, q, F) akzeptiert = < §(qp, x) € F
= Ly={x2] 6(q0.2) € F}.
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Beispiel 4.4: Lo, und Lj4 seien die in Beispiel 4.3 gegeben Sprachen:
LOp: { <G = >, <=y 2=, =, ok k% +7 ) /7 }
Liy={a,b,c,...,z}{a,b,c,...,z 0,1,2,... 9}*

Dann konnten diese reguldren Sprachen von folgenden endlichen Automa-
ten, die bei der Lexikanalyse genutzt werden, akzeptiert werden:

MLop — ({QO7 q1, 492, 43, q4}7 {:7 <, =, >,k +7 _7 /}7 5Op7 qo, {Q17 q2, q4}):
MLId - ({qoa q1}7 {a,b,c,... y Ly 07 17 27" . 79}7 5Id7 qo, {Q1}))

3o Eingabe 014 Eingabe
Zustand | : [<|=|>|x |+ ||/ Zustand | B | Z
qo g1 | 41 144|491 |92 | 44 | G4 | G4 qo q | 42
q1 q3 |43 44|43 |43 |43 |43 | g3 q1 a1 | @1
q2 q3 | 43 |44 | 43 | 93 | 43 | 43 | 43 q2 Q2 | Q2
q3 q3 | 43 | 43 | 43 | 93 | 93 | 43 | 43
q4 43 |93 |93 | 93 | 93| 43 | 43 | 3 01q als Tabelle

dop als Tabelle

Satz 4.2: Jede durch endliche Automaten erkennbare Sprache ist eine
regulare Sprache.

Wir fiihren den Beweis konstruktiv: (weglassen)

Gegeben sei ein deterministischer endlicher Automat M mit n Zustdnden,
die beginnend mit 0 (¢, = Startzustand) durchnumeriert werden:
Q={q0,q1,q2, -, qn-1}-

Wir definieren zunéchst |Q|? Sprachen, die sich im Automaten M ergeben,
indem man alle Wege vom Zustand ¢; zum Zustand ¢; erfasst:

L(i,j) ={x € X" |q; € 6(q,x)} fir 0 <i,5 < n.
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Dabei werden beliebige Wege von ¢; nach ¢; zugelassen.
Wir definieren nun Sprachen L(7,j, k) fir 0 < i, < nund 0 < k < n mit
folgender Bedeutung:

L(i,j, k) = {x € ¥* | die Eingabekette x iberfiihrt den Automat
vom Anfangszustand ¢; in den Zustand g;,
wobei alle Zwischenzustande auler ¢; und g,
selbst nur Indizes kleiner £ haben}

Es gelten folgende Eigenschaften der Mengen L(i, j, k), fiir 0 < 4,5 < n und
k= 0bzw. k = n:

Fir k£ = 0 (keine Zwischenzustande) sind die Sprachen endlich (und lassen
sich folglich durch einen reguldren Ausdruck beschreiben):

L(i,j,0) ={a € £ | qj € 6(gi,a)}, miti # j;
= Menge der Buchstaben an den Kanten (i, j)

L(i,1,0) ={a € ¥ | ¢; € 0(g;,a)} U {e}
= Menge der Buchstaben an den Kanten (7,7) U {c}.

Fiir £ = n ergibt sich die Sprache fiir den Automaten mit ¢; Initialzustand
und ¢; Endzustand:

L(i,j) = L(i,j,n)
Um die reguldaren Ausdriicke fiir L(i, j, k) induktiv konstruieren zu konnen,

benotigen wir die Beziehung zwischen den Sprachen L(., ., k) und
L(., ., k+1):

LG, j,k+1) = L, j, k) U LG, k, k) L(k, k, k)* L(k, j, k).

Mit Hilfe obiger Aussagen konstruieren wir reguldre Ausdriicke r; ; , fir L(z, j, k),
mit 0 <i,j <nund 0 <k < n.

rijo:=ai+ ...+ a, +0, mit L(i,7,0) = {a1,...,a,} CX, i #j
riio i =a1+ ...+ a,+¢, mit L(i,i,0) ={a,...,a,} U{e}

Tigik = Tijk—1 F Tik—1k—1 Th_1 -1 -1 Th—1,jk—1 fOI
0<i,j<nund0<k<n

Aus der Konstruktion folgt (per Induktion iiber k), dass
L(i,5,k) = L(r;jx) fuir 0 <¢,7 <nund 0 < k < n.

Setzen Wir r; := ¢ j,, fur 0 < j < n,

dann folgt L(0,j) = L(0,j,n) = L(rojn) = L(r;).
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Beispiel 4.5: Uberfiihrung eines Automaten )M in einen reguliren
Ausdruck ry,

0 0,1
(4)——~

Bild 4.1: Automat M

TM = T0,02 1 70,12

Tijk = Tijhk—1t Tik—1k—1Th 15 141 Th-14k-1,0< 2, j<nund 0 <k <n

Damit nicht alle r; ;;, erstellt werden, beginnen wir mit k£ = 2.

k=2 1002 ="001+70117711 7,01 =0"+0"1(0+1+)*0=0
rog2 =To11 + 7011771 "1 =0"14+0"1(0+1+¢)" (0+1+¢)
=01 (0+14e)"=0"1(0+1)"
k=1: 7001 = 7000+ 7000 000 7000 =0+¢e+ (0+¢) (0+¢)" (0+¢) =07
70,11 = 70,1,0 + 70,00 7000 700 =1+ (0+¢) (0 +e)*1=1+0"1=0"1
710,10 = 1,00 T 71,00 70,00 70,00 = 0 + 0
T = T110 T 7100 Too0 70,0 =0+ 1+ e+ 0
k=0:7000=0+¢1010=171100=0,r110=0+1+¢

M = T0,02 1T T01,2 = 0"+0*1 (O + 1)*

Satz 4.3: Zu jeder regularen Sprache L gibt es einen endlichen Automaten
M7y, der diese Sprache erkennt.

Fiir den Beweis benotigen wir als Hilfsmittel den nichtdeterministischen
endlichen Automaten.
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4.4 Nichtdeterministischer endlicher Automat

Def. 4.6: Ein nichtdeterministischer endlicher Automat, kurz NFA,
ist ein Tupel (Q, X, 9, .S, F') mit

() und X wie beim DFA,
d:Q x X — P(Q) die (nichtdet.) Zustandstiiberfiihrungsfunktion,
S C (@ eine Menge von Initialzustanden,

F C @ eine Menge von Endzustanden.

In einem NFA ist es zugelassen, dass in einem Zustand ¢ fiir ein Eingabezei-
chen a € ¥ mehrere Folgezustinde oder gar kein Folgezustand spezifiziert
sind.

In diesem Fall kann der Automat in jeden beliebigen der in §(q, a) enthalte-
nen Zustande iibergehen.

Eine Zeichenkette gilt bereits dann als akzeptiert, wenn der Automat beim
Lesen von irgendeinem der Startzustande aus eine Zustandsfolge durchlau-
fen kann, die auf einen Endzustand fiihrt.

Die Zustandsuiberfiihrungsfunktion kann wieder auf die Anwendung von
Wortern erweitert werden: J : @ x X* — P(Q)

Die von einem NFA N = (Q, 3,0, S, F') erkannte Sprache Ly ist somit
Ly ={x e X" |§(S,z)NF #0}.

Satz 4.4: von RABIN, SCOTT: Jede von einem NFA akzeptierte
Sprache ist auch durch einen DFA akzeptierbar.

Beweis erfolgt durch Konstruktion:
Sei N = (Q,%,4,S, F) ein NFA.
Wir betrachten dazu folgenden DFA M = (Qx, X, S, qo,,, Fr), wobei

Qu =P(Q), ar € P(Q),
(SM(QM,CL) = U (S(Q,CL) mit gy € QM,

qeqm

qo,, =S und Fyy = {qu € Q | qu N F # 0}.

Offenbar ¢ilt jetzt fiir jedes z = ajas...a, € X* mitaq.as.....a, € 2 :
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= HQOM; ce

r€ Ly &S, 2)NF#£0)

21

(qoM = S) N (VZ c {1, . n} : 5@[((]2'_11\4,@1‘) = qz-M) VAN (an N F 7£ @)

~ (S]\/[(q()M,x> € Fyy < x e Lyy.

Der konstruierte DFA muss nicht minimal sein. Insbesondere wird er viele
vom Startzustand gar nicht erreichbare Zustdnde enthalten, die einfach
entfernt werden konnen. Es gibt verschiedene Verfahren zur weiteren
Minimierung von DFA, die hier nicht angegeben werden konnen.

Praktischerweise werden zur Erstellung des DFA nicht alle ¢); € P(Q)
genutzt, sondern nur die Mengen ¢,,, die im NFA tatsidchlich vorkommem.

Beispiel 4.6: Umwandlung NFA N in DFA M
Gegeben ist folgender NFA N mit ry = (0+ 1)* 4+ (0 +2)* + (0 + 3)*:

Bild 4.2: Automatengraph fiir 6y des NFA und Tabelle.

S =1{0,1,2}, F = {0,1,2}

DFA:

sl ol 1] 2] 3
of{o}[{0}| 0 | @
{1} 0 ({1} 0
20142 0 | 0 | {2}
0

do = {Oa 172}: F= {{0? 172}7 {0}’ {1}7 {2}}

0 0 1213
{0,1,2} | {0, 1,2} | {0} | {1} | {2}
{0} {0y {0}/ 0 | 0
1} {1y |0 ]{1}] 0
2} 2r |00 {2
0 0 o0 |0

=

0

ol

Bild 4.3: Automatengraph DFA

Nun bleibt noch zu zeigen, dass es zu jeder reguldaren Sprache einen NFA

gibt, der diese erkennt. (siehe Satz 4.4)

Dies erfolgt induktiv iber dem Aufbau regularer Ausdricke:
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e () wird durch einen NFA N; mit leerer Endzustandsmenge ,erkannt”.
Aus kompositorischen Griinden wahlen wir einen Automaten mit vom
Startzustand aus nicht erreichbarem Endzustand, z.B.:

AN

Bild 4.4: Automatengraph NFA N

e ¢ wird mindestens durch folgenden NFA N. erkannt:

N\

Bild 4.5: Automatengraph NFA N.

e Jedes a aus X wird offenbar erkannt durch N,:

@)
Bild 4.6: Automatengraph NFA N,

e Es seien nun zwei regulare Ausdriicke r; und r, gegeben, deren
reprasentierte regulire Mengen durch die NFA N, = (Q1, %, 61, 51, F1)
bzw. Ny = (Q2, %, 02, So, F») mit Q1 N @y = () erkannt werden (so dass
L(Tl) = LN1 und L(TQ) = LNQ).

Konstruktion eines NFA N, ., = (Q,%,6, S, F) zu r = (ryry) wie folgt:

Q = Ql U QQ., S=5,F=F und falls € € L(Tl), so ist S = 57 U S,.

o enthalt alle Tupel von ¢; und d-, und zusatzlich ist Sy C d(q, a) fir alle
q,a mit 61(q,a) N Fy # 0, d.h.:

d1(q, a), falls g € Q1 A d0i(q,a) N Fy =0
5(Q7 (I) = 51(Q7 CL) U 827 falls q S Ql A\ 51(Q7 (1) N Fl 7£ @
d2(q, a) sonst (q € Q)7)
N

Bild 4.7: Automatengraph NFA N,

172

Falls e € L(r;), dann bleiben die zufiihrenden Kanten der Initialzustdnde
von N, erhalten, sonst nicht.
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e Konstruktion eines NFA N, .,, = (Q,%,0, 5, F) zur = (r; +r9) wie folgt:
Q=0Q1UQ2.,S=5USy, F=FULF,,

51(Qa CL), falls qc Ql

o enthalt alle Tupel von §; und d-, d.h.: §(q,a) = { d2(q,a), fallsqeQ
2\4, ) 2

0,0 Q.0
OO O

Bild 4.8: Automatengraph NFA N,

N

e Wir konstruieren zu r = (r]) einen NFA N,
N = (QIUQ,a E) 53 Slqua Flqu):
(@' muss sowohl End- als auch Initialzustand sein)

I @7 falls ¢ -~ L(rl)
v - { {¢} mitq ¢ Q@ fallse & L(r)
¢ enthélt alle Tupel von ¢;, und zusatzlich ist S C (g, a) fiir alle (¢, a)
mit 61(q, a) N F} # 0, d.h.:

51(Q7a>7 falls q < Ql A (51(q,a) NF = (Z)
d(q,a) =< 01(q,a) U Sy, fallsqe Q1 Adi(qa)NFL#0
0 falls ¢ & Q,

Bild 4.9: Automatengraph NFA N,

Die konstruierten NFA akzeptieren offensichtlich die jeweiligen Sprachen.

Da die NFA in DFA und diese wiederum in reguldre Ausdriicke iiberfiihrt
werden konnen, ist nun die Aquivalenz von endlichen Automaten und
regularen Ausdriicken (bzw. Mengen) bewiesen:

Satz 4.5: Die Menge der durch endliche Automaten akzeptierbaren Sprachen
ist genau die Menge der regularen Sprachen.



Formale Sprachen und Komplexitit SS2009 24

4.5 Pumping Lemma

Satz 4.6: Pumping Lemma fiir regulare Sprachen:

Sei L eine unendliche regulare Sprache.

Dann gibt es eine Zahl n € IN, sodass sich jedes Wort € L mit |z| > n als
x = uwvw schreiben lasst mit

luv| < mnund
lv] #0d.h. v # ¢,

wobei fiir alle ¢ > 0 gilt, dass uv'w € L.

Aulderdem ist n nicht grofer als die Zahl der Zustinde in dem kleinsten FA,
der L akzeptiert.

Beweis: (weglassen)

Sei L eine regulare Sprache.

Dann ist L. = L), fiir einen FA M = (Q, %, 0, qo, F)

n ist die Anzahl der Zustande @), namlich |Q)|.

Man betrachte ein Wort z = a;ay ... a,, € L, m > n.

Es gibt eine akzeptierende Berechnung von M fiir z, die einem Weg P, von
¢o nach ¢, mit ¢ € F in einem Graphen G, entspricht, dessen Kanten mit
ai,...,a, markiert sind.

Po=9,) r.=q)

Da |@Q| = n, konnen die Zustdnde py, p1, ..., p, nicht alle verschieden sein
(dan + 1 Zustande), also gibtes k,1 € {0,1,...,n} mit k < [, sodass p; = p;.

Wir setzen v :=ay ... Qg, U := Gpsq +.. A}, W = Q141 - .. Ay

Offenbar ist + = uvw, |uv| =1 < n, |v| =1 —k > 1. Es bleibt nur noch die
LSLump-Eigenschaft“ nachzukontrollieren.

Wie zerschneiden den Weg in drei Teile:
P, von ¢y nach p;, Kantenmarkierung a4, ..., ag;
P, von p;, nach p; = pi, Kantenmarkierung a1, ..., a;;

P, von p; nach p,,, Kantenmarkierung a;,1, ..., a,;
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&

Star A y+1
e —_— - - - e —_. - - - — = @
a; A A+ A2 Am

Sind P, P’ zwei Wege, deren Endpunkt p und Anfangspunkt p’ iibereinstim-
men, so bezeichnet P P’ die Verkettung der beiden.

=

P, P, ist Weg von ¢y nach p,, mit Kantenmarkierung v w;

2

P, P, P, P, ist Weg von ¢, nach p,, mit Kantenmarkierung u v* w;

allgemein:

firi > 0 ist P, P, ... P, P, Weg von ¢y nach p,, mit Kantenmarkierung

i—mal

wv'w. Weil p,, € F, erhalten wir uv'w € L fiir i > 0.

Das Pumping Lemma kann zum Nachweis der Nichtregularitat von Mengen
genutzt werden. Dazu kann folgendes Schema genutzt werden:

1. (Wortlich) Beweis indirekt. Annahme: L ist regular.

2. (Wortlich) Dann gibt es ein n > 1 mit den im Pumping-Lemma
behaupteten Eigenschaften.

3. (Problemspezifisch) Wahle x € L mit |z| gentigend grof3.

4. (Wortlich) Gema Pumping-Lemma kann man x = wvw mit [uv| < n
und |v| > 1 schreiben, sodass X = {vw,uvw,uv’w, ...} C L
(problemspezifisch) mitu=...,v=...undw = ....

5. (Problemspezifisch) Wahle ein passendes Element y aus X aus und zeige
direkt, dass y nicht in L sein kann.
(Manchmal ist das v w und manchmal ist das u v’ w fiir ein i > 2.)
Dies ist der gewiinschte Widerspruch.
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Beispiel 4.7: Mit Hilfe des Pumping-Lemmas beweise man, dass

L:

1.
2.

{a®*"b™ | m € IN'} keine regulédre Sprache ist.

Beweis indirekt. Annahme: L ist regular.

Dann gibt es ein n > 1 mit den im Pumping-Lemma behaupteten Eigen-
schaften.

. Wahle z € L mit |z| gentigend grof3: x = a?'b" mit n > 1, beliebig

=|z| = 3n.

Gemal} Pumping-Lemma kann man = vvw mit |uv| < nund |[v] > 1
schreiben als z = al*l al*l an~lvl=Il gn p,
Die Zerlegung erfolgt nur in a", da |uv| < n gelten muss.

. Fiir i = 0 folgt a" "la”b" = a?" Mo ¢ L, da |v| # 0.

Dies ist der gewiinschte Widerspruch.

Beispiel 4.8: Man beweise, dass die Sprache L

I —

{a” |n>1} ={a, aaaa, ...} nicht regulir ist.

Angenommen, L sei Sprache eines FA mit |Q| = ny.

Dann miisste sich jedes Wort z € L mit einer Lange > ngy in x = wvw mit
v # ¢ und |uv| < ny zerlegen lassen.

z sei a” mit der Zerlegung a” = wvw mit 1 < |v] < ng und |uv| < ny mit
uv'w € L firalle i € IN. Fiiri = 2 folgt uvvw € L.

Es gilt aber:

1.

d.h.
d.h.
d.h.

wvvw hat mindestens die Liange n? + 1, da
luvvw|=|uvw|+ |v] >nd + 1.

. uwvvw hat hochstens die Lange n2 + ng (Jv| < ng), wobei

nd+mno<(ng+1)>=n3+2-ny+ 1.
=nd < luvvw| < (ng+ 1),
die Lange des Wortes u v v w ist kein Quadrat einer nattirlichen Zahl,

uv v w kann nicht zur Sprache gehoren,

L ist nicht Sprache eines FA wie angenommen und damit nicht reguléar.
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4.6 Abschlusseigenschaften fiir regulare Sprachen

d.h., es werden Operationen angegeben, die aus reguldren Sprachen wieder
reguldare Sprachenen erzeugen.

Satz 4.7: Alle endlichen Sprachen sind regular

Satz 4.8: Die reguldren Sprachen sind abgeschlossen unter Vereinigung,
Verkettung (Konkatenation), KLEENEscher Hiillenbildung, Komplement- und
Schnittbildung.

Sei ¥ = {ay,...,a,} und sei A ein Alphabet.

Eine Substitution ist eine Funktion f : ¥ — P(A*), d.h. f(a;) ist eine

Sprache iiber A, fiir 1 <i < n.

Firw =by...by, € ¥* setzen wir f(w) := f(b1)f(b2) ... f(by) und fir
Konkatenation von Sprachen

L C ¥* stetzen wir f(L) :=J{f(w) | w € L}.

Siehe Beispiel 5.2: Menge aller Bezeichner Iy = L(B(B + Z)*) tiber dem
Alphabet ¥ = {B, Z} mit f(B) = {a,b,c,...,z} und f(Z) ={0,1,...,9}.

Satz 4.9: Sei f Substitution wie oben beschrieben. Sind f(aq),..., f(a,)
reguldre Sprachen und ist L regulér, so ist auch f(L) regular.

f heif3t Homomorphismus, wenn [ eine Substitution ist mit | f| = 1 fiir alle
a € Y. Ist L eine Sprache, f Homomorphismus, so ist

f(L)y={fb1),...,f(by) | by... by € L}.
Ist weiter I C A*, so kann man das Urbild f~}(L) = {w € ¥* | f(w) € L'}
betrachten (,inverser Homomorphismus“).

Satz 4.10: L, ist abgeschlossen unter Homomorphismen und inversen
Homomorphismen:

Sei f : ¥ — A* ein Homomorphismus. Dann gilt:
(a) Ist L C ¥* regulér, so ist auch f(L) regular.

(b) Ist L' C A* reguldr, so ist auch f~1(L’) regulr.



Formale Sprachen und Komplexitit SS2009 28
4.7 Entscheidbarkeitsfragen fiir regulare Sprachen

Die Frage ist, ob eine reguldre Sprache eine bestimmte Eigenschaft hat oder
nicht.

Folgende Probleme fiir regulare Sprachen sind entscheidbar:
(@ IstL=07?

(b) Ist |L| < 00 ?

() IstL=X*7?

(d) Ist Ly C Ly?

(e) Ist L1 =Ly ?

(f) Istee L?

(g) Ist w € L ? (fiir gegebenes w € ¥*)

Satz 4.11: Die Menge von Wortern (Sprache), die von einem endlichen
Automaten M mit n Zustdnden akzeptiert wird, ist genau dann

¢ nichtleer, wenn M ein Wort der Lange kleiner als n akzeptiert;

e unendlich, wenn M ein Wort der Lange [ akzeptiert mit n <[ < 2n.



Kapitel 5

Grammatiken und Chomsky-Hierarchie

5.1 Grammatik

Regulare Ausdriicke stellen eine Moglichkeit der generativen Definition von
Sprachen dar, die jedoch nicht fiir alle Sprachen anwendbar ist.

Das allgemeinste (und tiblichste) Werkzeug zur (generativen) Definition von
Sprachen ist die Grammatik.

Beispiel 5.1: Umgangssprache

< Satz >Y::=< Subjekt >< Pridikat >< Objekt >

< Subjekt >::=< Artikel >< Attribut >< Substantiv >

< Objekt >::=< Artikel >< Attribut >< Substantiv >

< Artikel >::=der | die | das | ¢

< Attribut >::= ¢ |< Adjektiv >|< Adjektiv >< Attribut >
< Adjektiv >::= kleine | bissige | grofie

< Substantiv >::= Hund | Katze

< Pradikat >::= jagt

1) Platzhalter fiir syntaktische Einheiten: < --- >
Satz = der kleine bissige Hund jagt die grof3e Katze
Diese Grammatik liefert eine unendliche Sprache:

z.B.: Satz = der kleine Hund jagt die grof3e groRe ... grofe Katze
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Bisher wurden Sprachen in Verbindung mit Endlichen Automaten betrach-
tet, wobei aber noch keine Aussage dariiber gemacht werden kann, wie Spa-
chen beziiglich welcher Kriterien systematisiert werden konnen und welche
Sprache von welchem Automatentyp akzeptiert werden kann.

Wenn man die Produktionen der erzeugenden Grammatik einer Sprache
betrachtet, dann ist es moglich, eine derartige Systematik zu erhalten.

Def. 5.1: Eine allgemeine Grammatik ist ein Tupel G = (V, X, P, S) mit:
Y. Alphabet;

V' Vokabular, eine endliche nichtleere Menge von Zeichen mit X NV = ();

P endliche Produktionenmenge mit P C ((V UX)" — ¥*) x (VU X)%;

S Satzsymbol, S € V.

Die Elemente von Y werden Terminalzeichen genannt,
die Elemente von V Variable.

Eine Grammatik ist eine endliche Erzeugungsvorschrift fiir eine (i.A. unend-
liche) Sprache.

Die Produktionen sind als Ersetzungsregeln anzusehen.

Dabei kann in einer Zeichenfolge eine zusammenhingende Teilfolge, die der
linken Seite einer Produktion entspricht, durch die rechte Seite derselben
Produktion ersetzt werden.

Wir wollen eine Produktion (/,r) auch in der Form [ — r oder [ = r
schreiben.

Def. 5.2: Es sei G = (V, X, P, S) eine Grammatik und w,w’ € (X U V)*.
1. Dann erzeugt w in G direkt w’, in Zeichen: w = w’, wenn w = x [y und
w=zrymitz,y € (XUV) und (I,r) € P.
In Worten: w' ist in 1 Schritt aus w ableitbar.
2. = ist die reflexive transitive Hiille von = D.h. a = «/,

3. Die von der Grammatik G = (V, 3, P, S) erzeugte Sprache L(G) ist die
Menge L(G) = {w € ¥* | S = w}, wobei = die reflexive transitive
Hiille von = ist.
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Grammatik 5.1:
V ={S, A, B,C}, (S ist das Satzsymbol)
2= {aa b}:

P: (S,0C)1,(S,aA)q, (C,bS)s,(C,aB)y, (A,aS)s, (A, bB)g, (B,bA)r,
(B, aC)g, (S, 6)9

Mogliche Ableitungen:

S%bC %>baB %baaC%baabS% baab.
S=>bC = bbS =>bbbC=>bbbbS =>bbbb.
USW.

=: L(G) = {x | x € {a,b}* mit |z|, und |z|, ist gerade}

Grammatik 5.2:
V = {95, B,C}, mit S Satzsymbol
¥ ={a,b,c},

P:(S,aSBC)l, (S,aBC>2, (CB,BC)g, (aB,ab)4, (bB,bb>5, (bC,bC)(j,
(cC,cc)r

Eine Ableitung:

S=2aSBC=>aaSBCBC=>aaaBCBCBC =
aaaBBCC’BC%aaaBBCBCC%aaaBBBCCC%
aaabBBCC’C’%aaabbBCCC’%aaabbbCCC%
aaabbbcCC%aaabbbccC% aaabbbccc=a’b’c’.

Vermutung: L = {a"b"c" | n > 1} gilt. Dies lésst sich auch beweisen.

5.2 Chomsky-Hierarchie

Es konnen nun nach Chomsky verschiedene Typen von Grammatiken
unterschieden werden:

Def. 5.3: Eine Grammatik gemal(? allgemeiner Definition ist vom
Chomsky-Typ 0 und heil3t allgemeine Grammatik.
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Def. 5.4: Eine Grammatik G = (V, X, P, S) ist genau dann vom
Chomsky-Typ 1 (kontextsensitive Grammatik), wenn das Produktionensys-
tem genau eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1.) Vpmitp = (I,r) € P gilt:

l=x12x9, r=mywxy, Mitx, 20 € (VUL 2V, we (VUD)T.
p ist langenmonoton, d. h. [I| < |r|.

2.) Ausnahme: S — ¢. Gibt es diese Produktion, dann darf das Satzsymbol
in keiner weiteren Produktion auf der rechten Seite vorkommen und fiir
jede davon verschiedene Produktion gilt 1.).

Def. 5.5: Eine Grammatik G = (V. 3, P, S) heil3t (wortlangen-)monoton,
wenn das Produktionensystem genau eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

1.) Vpmitp = (I,r) € P gilt: || < |r|.

2.) Ausnahme: S — e. Gibt es diese Produktion, dann darf das Satzsymbol
in keiner weiteren Produktion auf der rechten Seite vorkommen und fiir
jede davon verschiedene Produktion gilt 1.).

Bemerkung: Aus der Forderung w € (V U X)" in der rechten Seite der
kontextsensitiven Grammatiken folgt unmittelbar die Ldngenmonotonie.

Umgekehrt kann jede langenmonotone Produktion leicht durch Einfiihrung
von neuen Variablen in eine Menge von kontextabhiangigen Produktionen
tiberfiihrt werden. Es gilt, dass monotone Grammatiken nur kontextsensitive
Sprachen beschreiben konnen. 1. Allg. sind diese Grammatiken vom Typ 0.

Def. 5.6: Eine Grammatik G = (V, 3, P, S) ist genau dann vom
Chomsky-Typ 2 und heildt kontextfrei, wenn P C V x (V UX)* ist, d. h. jede
Produktion ist von der Form (z,w) mit z € V, w € (V U X)*.

Def. 5.7: Eine Grammatik G = (V, 3, P, S) ist genau dann vom
Chomsky-Typ 3 und heil3t reguldr , wenn entweder

PCVx(XV U {e})oderPCV x (VX U {e})
ist, d.h. jede Produktion ist von der Form

- entweder [ (z,a2’) oder (z,¢) (rechtslinear) | mit 2,2’ € V, a € &
-oder [(z, 2 a) oder (z,¢) (linkslinear) | mit z, 2 € V, a € 3.
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Grammatik 5.3: Gegeben ist folgende Grammatik G:
V ={S, A, B,C}, mit S Satzsymbol und ¥ = {a, b},

P: (S—bC), (S—ad)s (C—0bS)s (C—aB)y, (A—al)s,
(A—DbB)gs, (B—DbA);, (B—al)s, (S— e),

=
) Eingabe
Zustand | a | b
40 qQ | q1
0 a3 | 4o
q2 do | 43
qs3 a1 | Qg2

Bild 5.1: Zustandstiberfiihrungsfunktion 6 und Automatengraph M (G)
L(G) = {w € {a,b}* | |w|, ist gerade und |w|, ist gerade }

Def. 5.8: Eine Sprache L heif3t vom Chomsky-Typ i (i =0, 1,2, 3),
falls es eine Grammatik G vom Chomsky-Typ i gibt, so dass L = L(G).

Sei nun £; die Klasse der Sprachen vom CHOMSKY-Typ i, so gelten uneinge-
schrankt folgende Inklusionen:

£3C£2C£1C£0.

Dabei stellt die allgemeinste Klasse £, der mittels Grammatiken beschreibba-
ren Sprachen (= Menge der rekursiv aufzahlbaren Sprachen) nur eine echte
Teilmenge aller Sprachen dar.

Die Menge der entscheidbaren (rekursiven) Sprachen ist eine echte Teilmen-
ge der Klasse L, aber zugleich eine echte Obermenge von £;.



Kapitel 6

Kontextfreie Grammatiken und
kontextfreie Sprachen

6.1 BACKUS-NAUR-Form

Eine andere Darstellung fiir kontextfreie Grammatiken ist die sogenannte
BACKUS-NAUR-Form:

Jede Produktion (z,v) mit z € V, v € (V U X)* wird dargestellt als z ::= v.

Enthilt die Menge P, = {(z;,v;) € P | z; = z, i > 1} fiir ein z € V mehr als
eine Produktion, ist es iiblich, die gesamte Menge P, mit |P,| = n, in einer
Zeile (,Metaregel“) wie folgt darzustellen: z ::= vy |vo | ... | v,..

Ublicherweise werden auch Variable zur besseren Unterscheidung in spitze
Klammern eingeschlossen: < z >.

In erweiterter BNF (EBNF) sind noch folgende Notationen erlaubt:

z = u[v] w fiir ein Produktionenpaar (z,uw), (z,uvw).
Das Wort v kann zwischen « und w auftreten, muss aber nicht;

z == u{v} w fir Produktionen (z,uw), (z,u 2" w), (Z,v), (z',v2').
Das Wort v kann beliebig oft wiederholt werden oder gar nicht auftreten
(entspricht dem KLEENE-Stern in regularen Ausdriicken).

Das Satzsymbol ist die Variable, die in der ersten Produktion auf der linken
Seite steht. Z.B.:

S:=bCl|aAl ¢ eigentlich rechtslinear
A:=aS|bB aber 11.G.C kf. G.
B:=bA|aC

C:=pvSl|aB
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6.2 Chomsky-Normalform

Def. 6.1: Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, 5, P) ist in Chomsky-
Normalform, falls

1. entweder alle Produktionen von GG haben die Form

A—-BC (A, B,CeV)oder A—a(AeV, ael)

2. oder alle Produktionen von G haben die Form
A— BCoder A— aoder S — ¢

und S darf in keiner Produktion auf der rechten Seite vorkommen.

6.3 Beispiele und Ableitungen
Grammatik 6.1:
V ={S}, mit S Satzsymbol und ¥ = {a, b},
P:(S—¢), (S—alSb),
Mogliche Ableitungen:

1. S % 3

2. S%aSb%aaSbb;:aabb

2 2 2 2 1
3. S?aSb?aaSbb?...? a... ng...bb ?anbn
n mal n mal

Grammatik 6.2:

V = {S}, mit S Satzsymbol und ¥ = {0,1},

P:(S—e), (S—89)s, (S—051);

Eine mogliche Ableitung:
S=S55=S555=051SS=0155=0150S1=>01505S51
= 010551=>01005151=0100151=01001011

Fiir 0 = ,(“und 1 = ,,)“ ist L(G) die Menge der korrekten Klammerausdriicke.

o = o hie} nach Def.5.2: o/ ist in beliebig vielen Schritten aus « ableitbar.

Die Worter a« € (V U X)*, die man so aus S erzeugen kann, heillen
Satzformen in G.
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6.4 Ableitungsbaume, Linksableitung, Rechtsableitung

Ableitungsbaume, auch Syntaxbaume genannt, sind ein Hilfsmittel in der
Compilertechnik fiir die Analyse von Programmtexten.

Ableitungen werden als Baume dargestellt.

Beispiel Grammatik 6.2

Eine mogliche Ableitung:

S= 88 =S555=05155=018S=015051=01501
= 0105101 =>010101,

die folgende Ableitungsbaume liefert:

S S S S
S/ \S O/,IS|'\1 O/,|S'\ / \
/N /N | /I\ /N
0S1 081 e 3 |1 OSl

Eine andere mogliche Ableitung:
S=>855=S051=S5051=0515051==051501
= 05105101 =>0510101==010101,

die ebenfalls mehrere Ableitungsbaume liefert.

Def. 6.2: Sei G = (V, 3, S, P) eine kontextfreie Grammatik.

a) Ein Ableitungsbaum 7', auch Syntaxbaum genannt, ist ein gerichteter,
geordneter! Baum mit Wurzel, dessen Knoten mit je einem Buchstaben
aus V' U X oder ¢ beschriftet sind, wobei folgendes gilt:

(D Die Wurzel ist mit S beschriftet,

(IT) Ist v ein Knoten, der mit ¢ € ¥ oder mit ¢ beschriftet ist, so ist v
ein Blatt, hat also keinen Nachfolgerknoten.

(IIT) Ist v ein Knoten, der mit A € V, beschriftet ist, und ist v kein
Blatt, so gilt:

(i) die Nachfolgerknoten vy,...,v, von v sind mit X;,..., X, € YUV
beschriftet und A — X; ... X, ist Produktion in P

'Ein Baum heiRt geordnet, wenn die unmittelbaren Nachfolgerknoten eines Knotens eine Reihenfolge ,,von
links nach rechts“ haben
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oder

(i) v hat genau einen Nachfolgerknoten ¢/, der mit ¢ beschriftet ist und
A — ¢ ist Produktion in P.

b) Ist 7' ein Ableitungsbaum, so bezeichnen wir mit «(7") das Wort iiber ¥ U
V', das sich beim Lesen der Blatter von 7" von linfs nach rechts ergibt.
(a(T') heildt Ergebnis oder Resultat oder Blattwort von 7'.)

Bei Ableitungsfolgen ist die Eindeutigkeit der Anwendung der Produktio-
nen nicht immer gegeben (siehe Bsp.). Diese Information kann in Ablei-
tungsbaumen enthalten sein. Um eindimentionale (zeigerfreie) Notationen
zu erhalten, erzeugt man Linksableitungen (bzw. Rechtsableitungen).

In einer Linksableitung gilt fiir jeden Ableitungsschritt, dass immer auf die
am weitesten links stehende Variable eine Produktion angewendet wird
(Analog Rechtsableitung).

Fiir Grammatik 6.2 sieht eine Linksableitung dann so aus:

S=58=58S=05155=0155=01051S==0101S
%0101051%010101, dazu gehort Baum 1.

Zu Baum 2 gehort eine andere Linksableitung:

S=8S=0515=015=0155=01051S=0101S
— 0101051 ==010101.

Eine kontextfreie Grammatik, fiir die es ein Wort w € L(G) gibt, das (mindes-
tens) zwei verschiedene Ableitungsbdume besitzt, heil3t mehrdeutig.
(Siehe unser Beispiel.)

Sie heil3t eindeutig, wenn jedes Wort w € L(() genau einen Ableitungsbaum
besitzt.

Eine Sprache L € L heit inharent mehrdeutig, wenn jede kontextfreie
Grammatik G mit L = L(G) mehrdeutig ist.
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Satz 6.1: Die Klasse £, (CFL) der kontextfreien Sprachen ist abgeschlos-
sen unter Vereinigung, Konkatenation und Kleene-Stern (reflexive transitive
Hiille). Sie ist nicht abgeschlossen unter Schnitt und Komplement.

Beweis erfolgt durch Konstruktion:

Seien dazu Ly, Ly € Lo mit Ly = L(Gy), Ly = L(Gs), wobei
G1 = (W,%,P,5) und Gy, = (V2, X, P, S;) kontextfreie Grammatiken mit
ViNVy = 0 sind.

Ferner sei S ein neues nichtterminales Symbol (S ¢ V; U 1%).

Vereinigung: LiULy=L(G)mit G = (V, %, P, S) mit
V=VuWu{st,
P:P1UP2U{SIZ:;31‘SQ}.

Konkatenation: L, ® Ly, = L(G) mit G = (V, X, P, S) mit
V=VuWuis},
P:P1UP2U{SI:SlSQ}.

KLEENE-Stern: L} = L(G) mit G = (V, %, P, S) mit

V =V uU{S},
P = (Pl — {51: 8}) U {S =& | Sl,. Sl = 5131}.
Schnitt: z.B. L1 ={a'v'c! |i,j >0}, Ly ={a'b/c |i,j > 0};

leLQZ{aibiCi|Z'>0} ¢£2
Komplement: zB.L;={a'v/ cF|i#jVj#k,ijk>0};
Ly ={a'bic'|i>0} ¢ Ly




Kapitel 7

Kellerautomaten

7.1 Allgemeiner Kellerautomat, PDA (englisch: pushdown
automaton).

Wir erweitern das Konzept des endlichen Automaten um einen weiteren
Speicher, sodass wir einen Automatentyp erhalten, der genau zur Erkennung
kontextfreier Sprachen geeignet ist.

Def. 7.1: Ein Kellerautomat ist ein Tupel K = (Q, %, T, 9, qp, L, F') mit

Q endliche Menge von Zustanden,

by (Eingabe-) Alphabet,

r Kelleralphabet,

J: Q x (XU{e}) x ' = P.oo(Q x I'") Zustandsiiberfiihrungsfunktion
(dabei bedeutet P (M) die Menge aller endlichen Teilmengen von M),

qo € Q Anfangs- oder Start- oder Initialzustand,

€ Kellerendezeichen oder Kelleranfangszeichen,

F C QMenge von Endzustanden, (F ist oft nicht ausgezeichnet).

cld|lalbl|lalb Eingabeband
— j
Steuerung z | Top of stack
a

1 Kellerendezeichen
Keller 4

Bild 7.1: allgemeiner Kellerautomat PDA
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Wie erfolgt die Uberfiihrung?

Eingabeband:

- flir x € X: Zeichen unter dem Lesekopf wird gelesen,
Rechtsbewegung des Lesekopfes

- fiir + = e: Zeichen unter dem Lesekopf wird ignoriert,
Lesekopf bleibt stehen

PDA K geht von ¢; nach ¢; tiber.

Keller:

Im Keller wird das oberste Kellerzeichen v geloscht und das Kellerwort -,
wird eingetragen:

- 7w = €: da das oberstes Zeichen geloscht wurde, liegt das nachste Kel-
lerzeichen oben,

- 1gth(v,,)=1: das Zeichen ~,, wird eingetragen,

- lgth(y,) >1: das Wort ~,, wird so in den Keller eingetragen, dass das
erste abzuarbeitende Zeichen oben liegt.

! Fiir §(q;, ¢, ) = () oder 6(g;,e,~v) = 0 hélt der PDA K an !!!
(0: Folgezustand nicht definiert)

Bemerkung: Die so definierten PDA’s sind per Definition nichtdeterministisch
= NPDA (engl. nondeterministic pushdown automaton).

Die Beschreibung eines PDA K zu einem bestimmten Zeitpunkt erfolgt iiber
die Konfiguration von K.

Eine Konfiguration des PDA K ist ein Tripel k = (¢, x, 7,,) mit

k= (¢x,7) € Q x X* x I'*, wobei x € ¥* der noch zu lesende Rest des
Eingabebandes ist und ~,, € I'* der Kellerinhalt.

Auf der Menge der Konfigurationen definiert die Uberfithrungsfunktion §

- eine Nachfolgerelation (k H; t):
k = (q;, xw,vy,) fihrt unmittelbar zu ¢t = (g, w, Yur Yw)
falls (qj7 r}/w’) € 5(%7 x, 7) und

- (k K t) als reflexive transitive Hiille von (k b ¢) : k fithrt zu ¢, falls
k = t oder es existiert eine Folge von Konfigurationen k& = ko, ki, ...,
k:j:tmitkzz;l '?kz (Zzl,,j>
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Def. 7.2: Die von einem PDA K unter Leeren des Kellers akzeptierte
Sprache L (K) ist definiert durch

L(K)={z € X" | (qo,x, L) & (¢,&,¢) mit g € Q}.

Diese Definition ist die im Allgemeinen iibliche, da in der Compilertechnik
diese Kellerautomaten genutzt werden.

Theoretisch gibt es zwei weitere Definitionen:

Def. 7.3: Die von einem PDA K durch Erreichen des Endzustandes
akzeptierte Sprache L(K) ist definiert durch
L(K)={xz € Y| (qo,z, L) K (¢,e,7y) mit g € F, v € T"*}.

Def. 7.4: Die von einem PDA K durch Erreichen des Endzustandes unter
Leeren des Kellers akzeptierte Sprache L(K) ist definiert durch
LK) ={z € X" | (g0, %, L) b (¢,e,¢) mit g € F'}.

Man kann zeigen, dass fiir den nichtdetermin. PDA gilt:

{L(K (Leeren des Kellers))} = { L(K (Erreichen des Endzustandes))}
= {L(K (Leeren des Kellers und Erreichen des Endzustandes))}.

Satz 7.1: Wird eine Sprache L von einem NPDA K durch leeren Keller
erkannt (L = L(K)), so ist L kontextfrei.

Satz 7.2: Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es einen NPDA K mit
L =L(K).

Folgerung: Die Klasse der von NPDA akzeptierbaren Sprachen ist identisch
mit der Klasse £, (Klasse der kontextfreien Sprachen).

7.2 Deterministischer Kellerautomat, DPDA

Ein PDA K = (3,1',Q, 6, L, qo, F) heildt deterministisch, wenn fiir jedes Paar
dq,z,y) mitg € Q, z € &, v € I gilt:

[0(q, 2,7+ 10(q,8,7)[ <1,

dh. die Uberfithrung ist entweder fiir eine Eingabe 2 € 3 oder fiir ¢ bei
demselben Zustand ¢ € (@ und demselben Kellerbuchstaben v € I' oder
weder fiir x € X noch fiir ¢ definiert.

DPDA's werden iiber die Akzeptanz mit Endzustand erklart.
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Eine Sprache heilt deterministisch kontextfrei, falls sie von einem DPDA K
erkannt wird.
(Dazu gehoren auch alle regularen Sprachen.)

Die Menge der deterministisch kontextfreien Sprachen £(K), die von einem
PDA K erkannt werden, der die Bedingung |0(q, z,v)| + [6(q, &,7)| < 1 erfiillt
und mit leerem Keller aber nicht mit Endzustand akzeptiert, ist eine echte
Teilmenge der deterministisch kontextfreien Sprachen.

Dazu gehort eine echte Teilmenge der regularen Sprachen, also nicht alle
reguldren Sprachen gehoren dazu.

Die Menge der deterministisch kontextfreien Sprachen L£(K) bildet eine
echte Teilmenge der kontextfreien Sprachen und eine echte Obermenge der
reguldren Sprachen: £(kontextfrei) D L£(det.kontextfrei) O L(regulér)

Damit gilt nicht wie bei endlichen Automaten, dass es fiir eine Sprache L zu
jedem NPDA K (L) einen dquivalenten DPDA K'(L) gibt.

Z.B. gibt es fiir die Sprache L = {z | z = Palindrom} nur NPDAs.

Fiir die Sprache L. = {x | z = a"b",n > 0} gibt es dagegen sowohl NPDA’s
als auch DPDAs.

7.3 Beispiele

Kellerautomat 7.1: Gegeben ist die Sprache L:
L={z|z=2a"b" n>0}
Gesucht ist ein DPDA K = (X, 1", Q, 6, L, qo, F):

al|al bale

N\ /}a, alaa /}
@ b,ale @ el1]e .‘@

_________________________

Bild 7.2: K(L) mit L = {z |z =a"b",n > 0} (ohne - - - -)

= Q = {q0,q1, @2}, mit ' = {qo}, T = {L,a, b} und

5(Q07 a, J—) = (QO> aJ—)a 5(Q07 a, a) = (QO7 aa): 5(Q07b7 a) = (QDS)J
5(q1ab7 a) - (QIag): 5(Q17€7 J—) - (QQ7€)'
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Fir L = {x | z = a"b",n > 0} kann im Graphen §(qo, e, L) = (¢, ) erganzt
werden, siehe (- - -). Der PDA ist dann nichtdeterministisch.

Deterministisch ist folgender PDA:

\‘. e, L |L allal /}a,alaa /}Qale
@ » >@ bale »

(oder €, 1 |1 )
Bild 7.3: K(L) mit L = {z |z =a"b",n > 0}

Arbeitsweise des NPDA K': zu akzeptierendes Wort + = aaabbb

Eingabeband Keller
a a a b b b 1
7 7
qo
a a a b b b a 1
T T
qo
a a a b b b a a L
7 T
qo0
a a a b b b a a a 1
T T
qo0
a a a b b b a a 1
7 T
q1
a a a b b b a |
i
q1
a a a b b b ¢ 1
7 T
q1
a a a b b b ¢ €
7 T
q2
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Kellerautomat 7.2: Entwerfen Sie einen NPDA K fiir die Sprache
L ={xz~|x e ¥* z~ ist Spiegelwort von z}.

Problem: Mitte finden = 1. Mitte raten, 2. Priifen, ob richtig geraten.

Bild 7.4: NPDA(, der mit leerem Keller akzeptiert)

Kellerautomat 7.3: Entwerfen Sie einen DPDA K fiir die Sprache
L={0"10/[i+#j, 4,j 20}

I Oviing O e Ot @

1
omo oo| oLllL
0, 1|0l

Bild 7.5: DPDA(, der mit Endzustand akzeptiert)

Entwerfen Sie einen NPDA K mit L = L(K), der mit leerem Keller akzeptiert.

Vf\o L1l

gl e

s,J_| 3
8,0|8

Bild 7.6: NPDA(, der mit leerem Keller akzeptiert)

oL|L

L={0°10|i+#j, i,j > 0} ist eine deterministisch kontextfreie Sprache.



Formale Sprachen und Komplexitit SS2009 45

7.4 Top-Down-Parsing, LL-Parsing

Worter von Sprachen kontextfreier Grammatiken konnen mit Kellerauto-
maten verarbeitet werden, d.h. es kann festgestellt werden, ob das Wort von
der Grammatik erzeugt werden kann. Dazu sind folgende Aktionen erlaubt:

1. Expandieren E: Ist das oberste Kellerzeichen eine Variable A € V,
ersetze dies durch eine ,passende* rechte Seite der Produktion(en)
A— ...

2. Lesen L: Sind das oberste Kellerzeichen und das nichste Eingabezeichen
dasselbe Zeichen a € ¥, streiche a aus dem Keller und setze den Lese-
kopf auf dem Eingabeband ein Feld nach rechts.

Grammatik 7.1: Sprache L = {a"b™ | n > 0,m > 0, gerade}
V ={S, A, B}, (S ist das Satzsymbol), ¥ = {a, b},

P: (S,AB)1, (A,aA)y, (A e)s, (B,Bbb)y, (B,e)s

= Kelleralphabet I' = {S, A, B, a, b}, Kelleranfangszeichen | = §

gelesen | Resteingabe Keller | Aktion
aaabbbb S | Start, E (1)
aaabbbb AB|E(2)
aaabbbb aAB|L
a aabbbb AB|E(2)
a aabbbb aAB|L
aa abbbb AB | E(2)
aa abbbb aAB|L
aaa bbbb AB | E(@3)
aaa bbbb B | E(4)
aaa bbbb Bbb | E(4)
aaa bbbb | Bbbbb | E(5)
aaa bbbb bbbb | L
aaab bbb bbb | L
aaabb bb bb | L
aaabbb b b | L
aaabbbb € ¢ | Schluss

Betrachtet man fiir die Expansionsschritte zeilenweise gelesene Buchstaben
verkettet mit dem Kellerinhalt, dann ergibt sich von oben nach unten gelesen
eine Linksableitung fiir das Eingabewort.
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Das Lesen eines Wortes w € L(G) unter Erzeugung einer Ableitung nennt
man Parsing. Wird das Wort von links nach rechts gelesen und wird dabei
eine Linksableitung erzeugt, dann nennt man das L L-Parsing .

Setzt man die Linksableitung in einen entsprechenden Ableitungsbaum um,
dann wird dieser von der Wurzel zu den Blattern hin entwickelt. Deshalb
nennt mann L L-Parsing auch Top-Down-Parsing.

Satz 7.3: Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es einen NPDA M mit
L(G) = Ly;. Der Kellerautomat hat nur einen Zustand.

Formal sieht M so aus:

M=(Q, =T, q, L, 0)mitQ={g),T=VUZ, L=25,
d(qo,a,a) ={(qo,€)}, a € 3, (Leseschritt)

d(qo,€,A) = {(qo,7) | A — vistin P}, A € V, (Expansionsschritt).

Fiir eindeutige Grammatiken ist das Verfahren deterministisch, ansonsten
nichtdeterministisch.

Um einen Parser zu erhalten, der genau nach dem Top-Down-Verfahren ar-
beitet, kann man, falls moglich, die Grammatik in eine LL(1)-Grammatik um-
wandeln (,lookahead” 1). Eine LL(1)-Grammatik zwingt den Parser, anhand
des aktuellen Eingabebuchstaben die richtige Produktion zu wahlen.

Ist das nicht moglich, kann man mit LL(k)-Grammatiken fiir beliebige £ > 1
LL(k)-Parser entwerfen. Der LL(%)-Parser betrachtet die nidchsten k Zeichen
und wahlt danach die passende Produktion. Naheres Compilerbau.

7.5 Bottom-Up-Parsing, LR-Parsing

Ein anderer Ansatz, wie Worter zu kontextfreien Grammatiken G mit Keller-
automaten verarbeitet werden konnen, ist das LR-Parsing. Die Eingabeworter
werden wieder von links nach rechts gelesen, aber es wird eine Rechtsableitung
erzeugt. Der Ableitungsbaum entsteht von den Blattern zur Wurzel. Im Keller
befindet sich das Kellerendezeichen | und es sind folgende Aktionen erlaubt:

1. shift: In den Keller wird das néachste Eingabezeichen gelesen.

2. reduce: Falls die s oberen Kellerzeichen die rechte Seite einer Produkti-
on A — ~ mit |y| = s bilden, wird v entfernt und A wird in den Keller
geschrieben.
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Grammatik 7.1: Sprache L = {a"b™ | n > 0,m > 0, gerade}
V = {5, A, B}, (S ist das Satzsymbol), ¥ = {a, b},

P: (S,AB)1, (A,aA)y, (A,e)s, (B,Bbb)y, (B,¢)s

= Kelleralphabet I' = {5, A, B, a, b}, Kelleranfangszeichen |

Aktion Keller Eingabe Bem. | Rechtsableitung, T, s.u.
1 aaabbbb

shift la alaabbbb | shift

shift 1 aa aalabbbb | shift

shift 1l aaae |aaa|bbbb |reduce | = aaabbbb

reduce (3) |l aaaA |aaalbbbb|reduce | =—-aaaAbbbb
reduce (2) 1l aaA aaa|bbbb |reduce | = aaAbbbb

reduce (2) | LaAd aaa|bbbb|reduce | = aAbbbb
reduce (2) 1 Ae aaa|bbbb |reduce | = Abbbb
reduce (5) 1 AB aaa|bbbb | shift
shift 1L ABb |aaab|bbb
shift 1 ABbb|aaabb|bb |reduce | —> ABbbbb
reduce(4) 1 AB aaabb|bb | shift
shift 1L ABb |aaabbb|b
shift 1 ABbb|aaabbbb||reduce || = ABbb
reduce(4) 1 AB aaabbbb||reduce | S = AB
reduce(1) 1S aaabbbb|
Keller leeren | aaabbbb|

£ aaabbbb|

Betrachtet man fiir die Reduceschritte zeilenweise Kellerinhalt verkettet mit
der Resteingabe, dann ergibt sich von unten nach oben gelesen eine Rechts-
ableitung fiir das Eingabewort w.

Um s Zeichen des Kellers lesen zu konnen, gibt es technische Mittel, die hier
nicht weiter erldutert werden. Es kann warend der Abarbeitung zu ,shift-
reduce-“ oder ,reduce-reduce-“Konflikten kommen. Dazu gibt es wieder ei-
ne Theorie, wie diese behandelt bzw. vermieden werden konnen. Das fiithrt
wieder zu LR(1)- oder LR(k)-Grammatiken bzw. LR(1)- oder LR(%)-Parsern.



Kapitel 8

TURING-Maschinen und Berechenbarkeit

Es gibt auch jeweils Klassen von ,Maschinen®, die Sprachen vom Typ 0 bzw.
Typ 1 (£y und £,) erkennen konnen.

Fiir die kontextsensitiven Sprachen (£,) ist dies der linear beschrankte
Automat und fiir die Typ-0-Sprachen (L) die nachfolgend behandelte

TURING-Maschine.

8.1 Algorithmus und Berechenbarkeit - eine Einfiihrung

Der Begriff des Algorithmus ist mit dem der Berechenbarkeit dufderst eng
verkniipft. Nur mittels einer schematischen Rechenvorschrift (Algorithmus)
kann die zugehorige Funktion berechnet werden.

So kann man zum Beispiel eine evtl. partielle Funktion f : IN* — IN als
berechenbar ansehen, falls es einen Algorithmus gibt, der mit
(n1,ng,...,n;) € IN® gestartet, nach endlich vielen Schritten mit der Ausga-
be von f(ny,ns, ..., n;) halt.

Ist die Funktion partiell, so moge der Algorithmus an den nicht definierten
Stellen nicht halten.

Frage: gibt es Funktionen, die nicht berechenbar sind?

Antwort ,Ja“, und hierfiir gibt es einen ganz einfachen Beweis, der anhand
eines Beispiels erlautert werden soll:
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Beispiel 8.1: Man beweise, dass die Menge Abb(IN, {0, 1}) nichtberechenba-
re Funktionen enthalt:

1. die Menge Abb(IN,{0,1}) ist iiberabzéhlbar.
Annahme, die Menge Abb(IN, {0, 1}) ist abzahlbar:

1 2 3 4 5 6 7 ... j
fil AQ) f12) f£13) A1) fi(B) fu6) - .- f1(9)
Lol (1) fo(2) fa(3) fa(4) fa(B) fo2(6) - :
f3] (1) f3(2) f3(3) fs(4)
fo| fa(1) fa(2) fa(3) -
fs | (1) fs(2) -
fi| fi1) - o fiy) €{0,1} .-

Entwerfe eine Funktion ¢g : IN — {0,1}) mit g(i) = 0 & f;(i) = 1 fir
i =1,2,3-5---.

g musste in f; - - - f; - - - enthalten sein, dh. 3k € IN, fiir das g = f;,
insbesondere g(k) = fi(k) gilt

es gilt aber g(k) = 0 & fi.(k) = 1 = Widerspruch
= die Menge Abb(IN, {0, 1}) ist tiberabzahlbar.

2. die Mege der berechenbaren Funktionen in Abb(IN, {0, 1}) ist abzdhlbar:
f sei eine beliebige berechenbare Funktion.

f — Ay, dh. man kann fiir eine berechenbare Funktion f einen
Algorithmus A, angeben.

Ay ist ein Programm, dem eine Alphabet 3 zugrunde liegt, iiber dem
man A; als Wort angeben kann, dh. A, € ¥*.

¥* (Menge aller Worter tiber ) ist abzahlbar.
Da {A;} C ¥*ist, ist auch { A} abz&dhlbar.
{Af(IN — {0,1})} C {Af}, damit ist {A¢(IN — {0,1})} abzahlbar.

Da die Menge Abb(IN, {0, 1}) tiberabzahlbar ist aber
{Af(IN — {0,1})} abzahlbar, gibt es nichtberechenbare Funktionen.



Formale Sprachen und Komplexitit SS2009 50
8.2 Die TURING-Maschine und -Berechenbarkeit

Eine Formalisierung des Algorithmenbegriffs bzw. der Berechenbarkeit
gelang 1936 Alan TURING (1912-1954, englischer Mathematiker, Krypto-
analytiker und Computerkonstrukteur) mit dem nach ihm benannten Modell
der TURING-Maschine.

Dieses Modell besteht aus einem potentiell unendlichen Band, das in Felder
unterteilt ist.

Jedes Feld kann ein einzelnes Zeichen des Arbeitsalphabets aufnehmen.

Ein Schreib-Lese-Kopf liest in jedem Schritt das an der aktuellen Stelle
befindliche Zeichen, kann dieses durch ein anderes iiberschreiben und sich
um maximal eine Position nach links oder rechts bewegen.

Zum Arbeitsalphabet gehort ein spezielles ,Blank“-Zeichen B.

|BB|IBla| bl c|aB|BBB|
<4 LRN

Steuerung

Bild 8.1: allgemeine Turingmaschine

Def. 8.1: Eine deterministische Turing-Maschine )/ ist ein Tupel
M = (Q727F767QO7B7F) mit

Q endliche Menge von Zustanden,

) Eingabealphabet,

r Arbeitsalphabet, [' D ¥,

) Zustandsiiberfiihrungsfunktion mit
0:QxI'—=QxT'x{L, R, N}U{L}, wenn §(q,a) =L, dann gilt
d(q, a) als undefiniert, d.h. § ist eine partielle Funktion

qo € Q Initial- oder Startzustand,

B Blank-Zeichen mit B e I' — %,

F C @ Menge von Final- oder Endzustianden.
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Dabei bedeutet §(q,a) = (¢, a’, b) folgendes:

- Beim Lesen des Zeichens ¢ vom Band im Zustand ¢ geht die TM M in
den Zustand ¢ iber,

- ersetzt das gelesene Zeichen a auf dem Band durch das Zeichen ¢’ und

- verschiebt den Kopf entsprechend b (L=links, R=rechts, N=nicht
bewegen).

Eine ,Momentaufnahme“ einer TURING-Maschine nennen wir Konfigurati-
on:

Def. 8.2: Als Konfiguration einer Turing-Maschine M legen wir das Tupel
(u,q,v) € T* x Q x I'* fest mit v = B oder v = av; a € ¥ und a # B.
Der LS-Kopf zeigt auf das erste Symbol von v. Die Konfiguration wird i.Allg.
durch ein Wort k = uqv € I'* x Q x I'" dargestellt.

Def. 8.3: Die durch einen Schritt der TM M aus der Konfiguration

k=a...a;9 A;—14qQa; i1 ... Qp, Vi € {1, ,n} : (ai € F) hervorgehende
Folgekonfiguration &/, k b; &/, erhalten wir wie folgt:

-kbiay ... a;9q a;1d a;q ... ap, falls 6(q,a;) = (¢/,a’, L) und ¢ > 1;
-khiar ... a; 00,10 q'aiq1 ... ay, falls 0(q,a;) = (¢/,d’, R) und i > 1;
-kbiar ... ai9a;1q d aipq ... ap, falls 6(q,a;) = (¢',d’, N)und i > 1;

Folgende Sonderfélle miissen noch behandelt werden:

-qajay ... a5 ¢ Bd'ay ... ay, falls §(q,a1) = (¢, d’, L);

-ajay ... ap1qaptgaias ... a,_1ad ¢ B, falls §(q,a,) = (¢',d’, R).
Die reflexive transitive Hiille von I; schreiben wir als: ;.

(k K; k' besagt, dass sich eine Konfiguration k' aus einer Konfiguration %
durch eine endliche Folge von Schritten ableitet.)

Def. 8.4: Die von einer TM M akzeptierte Sprache L), ist folgendermalden
definiert:

Ly={reX | ek uqumitu el vel" qe F}.

Die Klasse der von TURING-Maschinen erkennbaren Sprachen ist die
Klasse der rekursiv aufzihlbaren Sprachen. In dieser Klasse ist die der
regularen Sprachen echt enthalten.
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Def. 8.5: Eine partielle Wortabbildung f : ¥* — A* heil3t turing-berechen-
bar, falls es eine deterministische Turing-Maschine M = (Q, %, T, 4, qo, B, F)
mit A C I' gibt, so dass

a) Hy; = D(f), Haltemenge der TM M

b) qox k; ¢f (x) mit g € F fiir alle z € Hy,.

Bemerkung:

Zur Berechnung einer partiellen Funktion f : IN* — IN sind ¥ = {0, 1} und
A = {0, 1} geeignet und das Lesen der Worte als Zahlen.

Bindr-Darstellung oder Unédre Darstellung der Zahlen. Bei der uniren
Darstellung wird die ganze Zahl n dabei durch eine Zeichenkette I"*!
dargestellt, die wir als un(n) bezeichnen wollen.

Unter dem Aspekt der Verkniipfung von TM’en ist es wichtig, dass der Kopf
am Ende der Berechnung unter dem ersten Zeichen vom Ergebnis auf dem
Band steht. (Siehe Def. turing-berechenbar).

Man kann zeigen, dass auch eine mehrbandige TURING-Maschine, die auf k&
Bandern mit £ unabhingigen Kopfen gleichzeitig jeweils wie eine normale
TM arbeitet, nicht mehr leistet als die einbandige TM.

Def. 8.6: Eine deterministische Mehrband-TURING-Maschine mit k£ Bindern,
kurz k-Bd.TM, ist ein Tupel M = (Q,%, 1,6, qo, B, F'); dabei sind @, >, T, qo
und F wie bei der einbandigen TM festgelegt, die Zustandsiiberfiihrungs-
funktion jedoch als § : Q x T'* — Q x I'* x {L, R, N}*.

Satz 8.1: Zu jeder k-Bd.TM M gibt es eine (Einband-)TM M’ mit
Ly = Ly bzw. so, dass M’ dieselbe Funktion wie M berechnet.

Def. 8.7: Eine nichtdeterministische Turing-Maschine, kurz NTM, ist eine
Einband-TM mit endlicher Kontrolle und einer nichtdeterministischen
Zustandsiiberfiihrungsfunktion: § : @ x I' - P(Q x I' x {L, R, N }).

Die NTM akzeptiert ihre Eingabe, wenn eine Folge moglicher Schritte in
einen Endzustand fiihrt.

Die Bezeichnung f,; (, d.h. M berechnet eine Funktion f,) ist fiir eine
nichtdeterministische TM M nicht definiert, darf also nicht benutzt werden.

Satz 8.2: Zu jeder NTM M gibt es eine deterministische TM M’ mit
Ly = L.
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8.3 Beispiele

Beispiel 8.2: TM zur Berechnung von f(n) =n + 1, n > 0, unar.
Der LS-Kopf steht auf der ersten linken 1.
1,1,R 11L

‘ 1,LR 6’ oL A<V 00R
Bild 8.2: TM M (f , unare Darstellung

Beispiel 8.3: TM zur Berechnung von f(n) =n+ 1, n > 0, binir.

Der LS-Kopf steht auf dem ersten Zeichen von links.

B(B(O|1|1| ... O|1|B|B

0,0,R 11,L
/1,1,R . 1OL‘;OOL
BBLOlL BBR

Bild 8.3: TM M(f(n) = n + 1) bindre Darstellung

Beispiel 8.4: TM zur Berechnung von f(n,a) =n+a, n,a >0, unir
Der LS-Kopf steht auf der ersten linken 1.

olojofof1|1] ... [1f1]o|1]...[1]0]
LR 11L
01R o

1,1,R 11R

1,1,R

Bild 8.4: TM M(f(n,a) = n + a) undre Darstellung

53
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Beispiel 8.5: 2-Bd.TM zur Berechnung von f(n) = 2n, n > 0, unar
Die Eingabe steht auf Bd.1, die Ausgabe soll auf Bd.1 stehen.

Der LS-Kopf steht auf der ersten linken 1 auf Bd.1 und auf einer beliebigen
0 auf Bd.2.

o[ofo|jo|1({1| .. 1{1|0({0|0|0 Bd1l
0[{0|0(0O|O|O] ... 0{0]0[{0|0O| O Bd2

11R/OlR OlR/llL 11L/OON

Bild 8.5: TM M(f(n) = 2n)

Beispiel 8.6: Entwurf einer TM zur Akzeptanz der Sprache
L={a"v"c" |n>1}.T ={a,b,c,z, B}

Der LSK steht auf dem ersten linken Zeichen vom Eingabewort.

Das Band soll nach der Abarbeitung leer sein.

aaR b,b,R

X,X,R b,x,R @’ x,x,R
AN

Bild 8.6: TM, die L = {a"b"c" | n > 0} akzeptiert.

Beispiel 8.7: TM fiir busy-beaver-Fkt. bb(n) (/BRAU90/)weglassen

Fleilliger Biber: Holz fiir Dammbau suchen, fillen, zum Damm bringen,
bauen, gesucht fleiBigster Biber = Algorithmus auf TM bringen und unter-
suchen.
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TM: Band initial leer, d.h. mit Nullen belegt, fiir jeden Baum, der gefallt wird
und verbaut wird, wird eine 1 geschrieben.

Unter bb(n) versteht man die maximale Anzahl von 1’en, die eine haltende
TM mit n Zustdnden hintereinander auf das initial leere Band schreibt.

Falls TM nicht halt, ist bb(n) =0 = bb: IN — IN
Fiir n = 2 mogliche Variante:

0,1L

~ 0,1R_ /
11L <11 fuer0.1R hal

TM nicht
Bild 8.7: mogliche Turingmaschine fiir bb(2)
bb-Programm mit 2 Anweisungen:

Zst 1: fallsxz =0 schreibe 1, LSKnach R, TM in Zst 2
r=1 1, LSKnach L, TM in Zst Halt
Zst 2: fallsz =0 schreibe 1, LSKnach L, TM in Zst 2
mit R halt TM nicht — Abbruch vereinbaren
r=1 1, LSKnach L, TMin Zst 1

Nach 6 Schritten sind 3 Striche erzeugt.

Das Band der Turingmaschine ist initial mit Nullen belegt

Zstl 00000000000

i
Zst2 00010000000

i
Zst2 00011000000

i
Zstl 00011000000

i
Zst2 00111000000

(i
Zstl 00111000000

i
Halt 00111000000

i
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Berechnung der Anzahl der Striche bb(n):

e Man schreibe alle bb-Programme fiir n-Zustinde, das sind (4(n + 1))%",
z.B. fiir n = 6 sind das mehr als 2 x 10",

e Man priife jedes Programm ob es halt und wenn ja, wieviele Striche
erzeugt wurden.

e bb(n) ist Maximum der Striche = fiir n = 6 weniger als 2075 bei mehr
als 4 208 824 Schritten. (Schult 1982 in /BRAU90/)

Es hat sich gezeigt, dass die bb-Fkt bb(n) unberechenbar ist, d.h.

es gibt kein allgemeines Verfahren - kein Rechnerprogramm - kein Programm
fir TM’en - mit dem man den Wert bb(n) fiir jede natiirliche Zahl n
ausrechnen kann. (Beweis in Brauer: Grenzen maschineller Berechenbarkeit,
Informatik-Spektrum (1990) 13:61-70, Springer Verlag)

Grund 1 ist die Definition von bb(n), und zwar der Teil, dass zuerst
festgestellt werden muss, ob das bb-Programm halt.

Es gibt kein allgemeines Verfahren, mit dem in allen Fillen festgestellt
werden kann, ob ein bb—Programm halt oder nicht.

Diese Aussage gilt fiir alle Programme, nicht nur bb-Programme
(z.B. Pascal-Programme).
Das Halteproblem fiir diese Problemklasse ist nicht entscheidbar.

= praktische Konsequenz:

Das Betriebssystem eines Computers ist nicht in der Lage zu entscheiden, ob

e ein Programm (, das auf dem Computer lauft,) jemals halt

(und ein Ergebnis liefert) oder
e ein Programmfehler vorliegt, so dass es nie halt.

= Frist fiir Abbruch setzen.

Grund 2: Alle (4(n + 1))*" Programme erstellen:

Anzahl

64

20736

16 777 216
2,56 x 100

> 6,3 x 1013
> 2 x 107

AU phWDN RS
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Die Welt besteht bisher ~ 5 x 10'” Sekunden,
Anzahl der Programme ~ 2 x 10'7

= bb(n) fiir n = 5 bisher nicht berechnet, nur Abschatzung, Grund liegt im
Berechnungsaufwand:

- Anzahl der Programme
- Anzahl der Schritte > 2 Million
- Algorithmus fiir Aussortieren nichthaltender Programme

= bb(10) ist praktisch unberechenbar.

Betrachtungen zum Aufwand, z.B. was konnen Computer, wenn
Speicherplatz und Zeit beschrankt sind, untersucht man im Rahmen der
Komplexitatstheorie.

Was eine Turing-Maschine leistet, scheint nun eher bescheiden zu sein.
Tatsachlich hat man aber noch kein méchtigeres Modell gefunden.

Andere Modelle fiir Algorithmen bzw. Berechnungen (s.u.) erfassen auch nur
genau dieselbe Klasse von Funktionen.
Bekannt als CHURCHsche These ist folgende Schlussfolgerung:

These: Die durch die formale Definition der TURING-Berechenbarkeit
erfasste Klasse von Funktionen stimmt genau mit der Klasse der intuitiv
berechenbaren Funktionen iiberein.

Begreiflicherweise ist diese These nicht beweisbar, solange der intuitive
Berechenbarkeitsbegriff nicht formal definiert ist.

Sehr wohl beweisbar ist jedoch die Aquivalenz der bisher gefundenen forma-
len Berechenbarkeitsmodelle, was die obige These sehr erhartet.

Offenbar muss es gelingen, jede noch so komplizierte Funktion, wenn sie
denn tiberhaupt berechenbar ist, auf einer TURING-Maschine auszufiihren.

Insbesondere gilt es auch nachzuweisen, dass selbst alle modernen digitalen
Computer nicht mehr als eine TURING-Maschine leisten.



Kapitel 9

Aufzahlbarkeit, Entscheidbarkeit,
rekursive Sprachen

9.1 Aufzahlbarkeit und Entscheidbarkeit

Der Begriff der Berechenbarkeit ist vor allem auf Funktionen zugeschnitten.

Bei Sprachen ging es um das Problem der Erkennbarkeit, d.h. zu entscheiden,
ob eine gegebene Zeichenkette Wort einer bestimmten Sprache ist.

Dazu kann man folgende Korrespondenz herstellen:

Def. 9.1: Eine Sprache L C ¥* heil$t entscheidbar, falls ihre
charakteristische Funktion y, : ¥*—{0, 1} berechenbar ist fiir alle x € ¥*:

o[ fllscel
XA =0, fallsz ¢ L

Bemerkung:

Da die charakteristische Funktion total ist, muss eine sie berechnende TM M
in jedem Fall stoppen. Ist M dabei in einem Endzustand, so ist die Eingabe
offenbar akzeptiert.

Stoppt M in einem anderen Zustand, so akzeptiert M die Eingabe nicht.

Def. 9.2: Eine Sprache L C >* heilst semi-entscheidbar, falls ihre
shalbe charakteristische Funktion x; : ¥*—{1} berechenbar ist.

Es gilt fiir alle z € >*

{1 , fallsz e L

xr) = ..
X1, () undefiniert, sonst
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Bemerkung:

Der Unterschied zwischen beiden Definitionen besteht darin, dass bei ei-
ner entscheidbaren Sprache fiir jedes Wort nach endlich vielen Schritten
feststeht, ob es Element der Sprache ist oder nicht.

Bei einer semi-entscheidbaren Sprache steht fiir jedes in der Sprache
enthaltene Wort ebenfalls nach endlich vielen Schritten die Zugehorigkeit
fest.

Wenn jedoch nach einer beliebigen Anzahl von Schritten die Zugehorigkeit
noch nicht feststeht, so ist nicht klar, ob das Wort nicht zur Sprache gehort
ode r nur noch nicht geniigend Schritte ausgefiihrt wurden, das heif3t, die
Nichtzugehorigkeit ist nicht entscheidbar.

Folgende Schemata sollen das verdeutlichen (links eine TM fiir eine
entscheidbare, rechts fiir eine semi-entscheidbare Sprache):

| Ja | Ja

we X 1 —g Nein wez® 2

Offensichtlich gilt damit:

Satz 9.1: Eine Sprache L ist entscheidbar genau dann, wenn sowohl L als
auch deren Komplement L semi-entscheidbar sind.

Die von TM’en erkennbaren (nicht: entscheidbaren!) Sprachen bilden die
Klasse der rekursiv aufzihlbaren Sprachen. Dieser Begriff soll im folgenden
definiert und mit dem der Semi-Entscheidbarkeit verglichen werden.

Def. 9.3: Eine Sprache L. C Y* heildt rekursiv aufzahlbar, falls entweder
L = () oder es existiert eine totale berechenbare Funktion f : IN — L, so

dass L = {f(0), f(1), f(2),...}.
(,,f zahlt L auf‘. Hierbei ist offensichtlich f(i) = f(j) fiir i # j zulassig.)

Jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge ist wieder eine abzahlbare Menge,
(hingegen muss eine Teilmenge einer rekursiv aufzdhlbaren Sprache keineswegs
ebenfalls rekursiv aufzdhlbar sein. ¥* ist rekursiv aufzdhlbar, aber bei weitem
nicht jede Sprache L C X*1).

Satz 9.2: Eine Sprache L ist rekursiv aufzdhlbar genau dann, wenn sie
semi-entscheidbar ist.
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Beweis:

L C ¥* heif3t rekursiv aufzahlbar, falls entweder L = () oder es existiert eine
totale berechenbare Funktion f : IN—L, so dass L = {f(0), f(1), f(2),...}.

L C ¥* ist semi-entscheidbar heif3t, 3 eine TM M, +, die x} (x) berechnet.

= Sei [ : IN—L eine Aufzahlung der Sprache L.

Fiir jedes x € ¥* werden die Worter f(n) der Sprache L fiir
n = 0,1,2,3,... aufgezahlt und + € ¥* wird als Eingabe einer TM M
genutzt, die feststellt, ob x € ¥* = f(n).

Fiir alle f(n) = z € ¥* wird die TM M nach endlich vielen Schritten das
Ergebnis x; (z) = 1 liefern. Ansonsten hélt sie nicht an.

<« [ sei semi-entscheidbar.

Wir brauchen eine TM G, die alle Worter von >* mit wachsender Lange
und innerhalb der gleichen Lange lexikographisch generiert.

Es ist jedoch nicht moglich, einfach die erkennende TM M} auf die
in dieser Reihenfolge erzeugten Zeichenketten anzusetzen, da sie auf
Wortern, die in der Sprache nicht enthalten sind, nicht halt.

Dieses Problem ist aber mit einer Schrittzahlbegrenzung losbar (Dove-
tailing):

Ist ein z;, € ¥* in L(M), so akzeptiert M; gemal} Voraussetzung nach
einer endlichen Schrittzahl s.

Wenn nun eine TM Kkonstruierbar ist, die sdmtliche Paare (n,m) € IN?

. . . . A .
in einer gewissen Reihenfolge erzeugt, so muss auch (k,s) (= x; wird
von M;j nach s Schritten akzeptiert) nach endlich vielen Schritten
darunter sein. Wird fiir jedes Paar (n,m) indessen die Zeichenkette x,,
generiert und die TM M darauf m Schritte angesetzt, so wird bei n = k
und m = s das Wort z;, offenbar als zur Sprache gehorig identifiziert
und kann somit ausgegeben (= aufgezahlt) werden.

Halt die Erkennung nach dem m-ten Schritt nicht, so wird das nachste
Paar (n,m) erzeugt.

IN? ist rekursiv aufzdhlbar mit dem CANTORschen Diagonalisierungs-
verfahren.

Bei Eingabe einer Zahl i wird in endlicher Zeit das entsprechende (n, m)-
Paar erzeugt, anschliel$end in endlicher Zeit das zugehorige Wort z,, €
Y* generiert und mit m Schritten zu akzeptieren versucht. Falls das Wort
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erkannt ist, wird es ausgegeben. Mit einer Schleife kann somit die Spra-
che rekursiv aufgezahlt werden, wenn sie semi-entscheidbar ist. W.z.b.w.

Satz 9.3: Eine Sprache L C Y* ist genau dann rekursiv aufzihlbar, wenn
sie vom CHOMSKY-Typ 0 ist (d.h. durch eine allgemeine Grammatik erzeugt
werden kann).

Bemerkung: Satz besagt die Aquivalenz von allgemeiner Grammatik und
Turingmaschine.

9.2 Rekursive Sprachen

Def. 9.4: Eine Sprache L C >* heil3t rekursiv, falls sie von wenigstens einer
TM erkannt wird, die auf jeder Eingabe hailt. (Dabei muss das Anhalten nicht
mit Akzeptieren verbunden sein.)

Satz 9.4: Eine Sprache . C ¥* ist genau dann rekursiv, wenn sowohl L als
auch L rekursiv aufzahlbar sind.

,Beweis“:
{M(L) —IJA———— JA
weZU | Upnim) oA NEIN
M

Satz 9.5: Eine Sprache ist genau dann rekursiv, wenn sie entscheidbar ist.

Rekursive Sprachen haben folgende Eigenschaften:

Satz 9.6: Abgeschlossenheit beziiglich Komplement: Das Komplement einer
rekursiven Sprache ist eine rekursive Sprache.

,Beweis“:

- JA A
wes” M{L)—NEH\D_C—NHN
M(L)

Satz 9.7: Abgeschlossenheit beziiglich Vereinigung:

Die Vereinigung zweier rekursiver Sprachen ist rekursiv. Die Vereinigung
zweier rekursiv aufzahlbarer Sprachen ist rekursiv aufzahlbar.
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,Beweis“:
- JA Y JA
* Ml J
wex — NEIN- - JA
M,
—NEIN—/A)— NEIN
- JA V— JA
* Ml J
WeX —JA
M,

Fiir eine Sprache L und ihr Komplement L ist genau einer der folgenden drei
Falle moglich:

a) Weder L noch L sind rekursiv aufzihlbar.

b) Entweder L oder L ist rekursiv aufzihlbar, die komplementére Sprache
L bzw. L aber nicht. Dann ist natiirlich weder L noch L rekursiv.

¢) Sowohl L als auch L sind rekursiv aufzihlbar, somit sind auch beide
rekursiv.

9.3 Unentscheidbarkeit und Halteproblem

9.3.1 Kodierung von TURING-Maschinen

Haufig ist es notwendig, Aussagen iiber die Entscheidbarkeit von Problemen
zu treffen. Probleme werden dabei als Worter iiber einem Alphabet formu-
liert.

Da auch Aussagen iiber TURING-Maschinen selbst gemacht werden sollen,
miissen wir eine Codierung von TURING-Maschinen angeben.

Beginnen wir mit einer normierten TM M:
M = (Q7 27 F) 57 qo, B7 F) = (Q7 {07 1}7 {07 17 B}7 67 qi, BJ {QQ})
iber eine bindre Codierung der Symbole von I ist das immer moglich.

Codierung von M:
Codierung (M) einer TM M = (Q, {0,1},{0,1, B}, 8, q1, B, {g2}):

Q = {QI7QQ7Q37 cee 7qn}
I'={z1, 22,23}, {L, R, N} = {d1, dy, d3}
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code(q;) = 0
code(z;) = 0
code(d;) = 0"
code(8) = code(8(qi, x;) = (g, x1, dp)) = 07107105107 10™

zwei Uberginge trennen: 11, Anfang und Ende: 111
= (M) =111 code(61) 11 code(dz) 11 ... 11 code(6,) 111

Diese Codierung ist nicht eineindeutig, da die code(d,) vertauscht werden
konnen, aber ein Wort = € {0, 1}* ist die Codierung hochstens einer TM M.
Damit die Codierung eineindeutig wird, wird gefordert, dass die code(9,) in
kanonisch aufsteigender Reihenfolge angeordnet werden (bzg. ¢, ).

Die durch ein Wort x € {0,1}* codierte TM soll als TM M, bezeichnet
werden.

Wir definieren ferner, dass fiir alle x, die nicht Codierung einer normierten
TM sind, M,=M, sein soll, wobei M, eine TM sei, die die leere Sprache
akzeptiert.

Beispiel 9.1:

gegeben: 111 01010010100 11010010100100 111

111 010 1 0010100 11 010010100100 111
= 0(q1,21) = (q2, 21, d2), 0(qu, 2) = (q1, 22, d2)
= 5(Q170) - (QQa())R)) 6(Q17 1) = (Q17 17R)
= sinnvolle Codierung.

Eingefiihrt wird jetzt eine

9.3.2 Universelle TM

Def. 9.5: Eine TM U = (Q,%,I',0,q1, B, F') heillt universell, wenn sie bei
Eingabe (M)x das Ein-/Ausgabeverhalten von M auf x simuliert, d.h. wenn
fiir alle TM-Codes (M) € Lry/—code und alle x € {0, 1}* gilt:

- U halt auf (M)x < M halt auf z.

- U akzeptiert (M)x < M akzeptiert .



Formale Sprachen und Komplexitit SS2009 64

- U verwirft (M)x < M verwirft x.

- fu((M)z) = faur().
- Auf Eingaben, die nicht die Form (M )x haben, halt U nicht.

9.3.3 Eine nicht rekursiv aufziahlbare Sprache

Wir sortieren {0, 1}* in kanonischer Ordnung.

z; € {0,1}* sei das j-te Wort und M, die i-te TM, deren Codierung die ganze
Binarzahl 7 ist.

X ﬂjl_|_1 xl+2 .rl_|_3 fEl+4 xl+5 .o x] e
M, 1 0 0 1 1 0
My 0 0 0 1 1 0
Mo 1 1 1 0 0
M3 1 1 0 0 1
M4 0 1 1 1 0
_ [ Ofallsz; & L(M;)
. o M= { 1 falls ; € L(M;)

Wir konstruieren eine Sprache L , die sich auf die Eintrage der Diagonale
bezieht.

L4 soll eine Sprache sein, die von keiner TM erkannt wird:
x; € Lqg < (i,1)-Eintrag = 0, d.h. x; wird nicht von M, akzeptiert.

Annahme, L; wird von einer TM M akzeptiert, dh. Ly = L(M;).
Wir erhalten folgenden Widerspruch:

o v; € Ly= x; € L(M;),da Ly = L(M;) nach Voraussetzung.
e v; € Lg= (j,j)-Eintrag = 0 = z; ¢ L(M;) laut Definition.

Da z; sowohl in L(M;) = L4 liegt als auch nicht in L(M;) = L, liegt,
nehmen wir an, dass unsere Voraussetzung L, = L(M;) falsch ist, dh. es
gibt in unserer Liste keine TM, die L, akzeptiert und folglich tiberhaupt
keine TM, die L, akzeptiert.

Damit ist ., nicht rekursiv aufzahlbar (und schon gar nicht rekursiv).
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9.3.4 Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Def. 9.6: Das spezielle Halteproblem ist die Sprache

K = {(M) | M normierte TM und M halt auf (M)}.

K heil3t auch Selbstanwendungssprache oder Diagonalsprache.

Satz 9.8: Das spezielle Halteproblem K ist nicht entscheidbar.
Es gilt: (i) K ist nicht rekursiv, (ii) K ist nicht rekursiv aufzihlbar.

Beweis: Es gilt K = L.

Mittels universeller (3-Bd.) TM kann gezeigt werden, dass es eine TM M,
gibt, die (M;) akzeptiert, dh. K ist rekursiv aufzahlbar.

Da aber L, nicht rekursiv aufzihlbar ist, kann K nicht rekursiv sein und
damit ist K nicht entscheidbar.

Man kann oft die Entscheidbarkeit eines Problems durch Zuriickfithrung
(Reduktion) auf ein anderes Problem, dessen Entscheidbarkeit bereits
feststeht, beweisen.

Die Reduktion eines Problems bedeutet die Einbettung desselben als
Spezialfall des anderen.

Def. 9.7: Seien L, L, C ¥* Sprachen. Dann heilst L, auf L, reduzierbar,
symbolisch: L; < L,, wenn es eine totale und berechenbare Funktion

f X=X gibt, so dass gilt: Vx € ¥* giltx € L1 & f(x) € Lo.

Lemma: Falls ; < L, und L, rekursiv (bzw. rekursiv aufziahlbar) ist, so ist
auch L; rekursiv (bzw. rekursiv aufzihlbar).

Folgerung aus dem Lemma:

Falls L; < L, und L; nicht rekursiv (bzw. nicht rekursiv aufzihlbar) ist, so ist
auch L, nicht rekursiv (bzw. nicht rekursiv aufziahlbar).

Def. 9.8: Das allgemeine Halteproblem ist die Sprache

H = {(M)#zx | TM M halt auf z}.

Satz 9.9: Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar (aber halbentscheid-
bar).
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Beweis:
1. H rekursiv aufzihlbar: Entwurf einer TM M, die H akzeptiert.
M arbeitet auf Eingabe y € {0, 1}* wie folgt:
Teste, ob y = (M) # x. Falls NEIN Endlosschleife.
Sonst starte U auf y. Falls U halt, akzeptiere.

2. H nicht rekursiv aufzahlbar = mit 1.) H nicht rekursiv:

Gemal3 der Folgerung aus dem Lemma reicht es, K’ < H nachzuweisen.
D.h. fiir f: X" =Y gilt: Ve € ¥* : v € K < f(x) € H. Wahle daher

(@) = x#x falls x = (M) fiir eine TM M,
A sonst.

f ist total rekursiv. Fiir jedes x € {0,1}* gilt: z € K =

es gibt eine TM M mit z = (M) und M halt auf x = f(x) = a#z € H.

Da ¢ ¢ H ist gilt umgekehrt: f(z) € H= f(x) = x#u, es gibt eine TM
M mit x = (M) und M héltauf xr =z € K.

Somit gilt K < H und mit gleichem f gilt K < H.

Daraus folgt: H nicht rekursiv und H nicht rekursiv aufzihlbar.

Um zu zeigen, wie mit der Reduktionsmethode gearbeitet werden kann,
Beispiel 9.2: Zeigen Sie:

(@) L = {(M) | M halt auf Eingabe 0} ist rekursiv aufzihlbar,

(b) L ist nicht rekursiv aufzdhlbar. (Daraus folgt L nicht rekursiv.)

zu (a) Entwurf einer TM M,, die L akzeptiert: Die TM M, arbeitet auf
Eingabe x € {0, 1}* wie folgt:

1. Teste, ob x eine TM-Kodierung (M) ist. Falls nein, gehe in Endlos-
schleife.
2. Sonst starte die universelle TM U auf Eingabe (M) 0
Falls U halt, akzeptiere
Es gilt: M, akzeptiert die Eingabe = € {0, 1}* = x ist eine TM-Kodierung
(M) fir TM M und U hélt auf (M) 0 = M héltauf 0 = = € L.

Umgekehrt gilt: = € L = z ist eine TM-Kodierung (M) fiir TM M und
U halt auf (M) 0 = M, akzeptiert die Eingabe x € {0,1}*.
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zu (b) Zeigen, dass H < L gilt, oder besser H < L:
Finde eine rekursive Funktion f : {0,1}* — {0,1}" mit
Ve e {0,1}":x € H< f(z) € L.

Interessant sind nur Werte f(z), die TM-Kodierungen sind.
Zu jedem x muss eine TM M, und ihre Kodierung f(z) = (M,)
angegeben werden, so dass

VeeX*:x e Hs (M,) € L.

oder
xr € H < M, hélt auf Eingabe 0.

Idee: M, halt auf allen Eingaben, also auch auf 0, wenn z € H.
M, arbeitet auf Eingabe y € {0, 1}* wie folgt:

1. Uberschreibe y mit z (z in der Steuereinheit von M, gespeichert)
2. Starte die universelle TM U auf Eingabe x

Gezeigt werden muss

1. f(x) ist rekursiv: Aus M, kann (M, ) algorithmisch erzeugt werden.

2. Fur x € {0,1}* gilt nach der Definition von f(z) = (M,) € L:
r € H= U héltauf z= M, héltauf allen y = f(x) = (M,) € L
und f(z) = (M,) € L= M, hédltauf 0= U haltauf s =2z € H

Damit gilt H < L mittels f.
Beispiel 9.3: Zeigen Sie:

(@) L = {(M) | M halt auf allen Eingabe x € ¥*} ist nicht rekursiv aufzahl-
bar, dh. H < L bzw. H < L.

(b) L ist nicht rekursiv aufzihlbar, dh. H < L bzw. H < L wie im vorherge-
henden Beispiel.

(a) Finde eine rekursive Funktion f : {0,1}* — {0, 1}* mit
Vo € {0,1} :x € H < f(x)=(M,) € L.
f(z) soll folgende Eigenschaft besitzen:

. | xe€ H = Hy, ist endlich;
Ve € {0,1}" = { v H —Hy — (0.1}

M., arbeitet auf Eingabe vy € {0, 1}* wie folgt:
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1. Schreibe x auf Bd.2 (x in der Steuereinheit von M, gespeichert).

2. Lasse die universelle TM U auf « fiir |y| Schritte laufen.

3. Falls U halt, gehe in eine Endlosschleife (Berechnung halt, genau
dann wenn |y| < ty(x)), sonst halte.

M, und (M, ) konnen aus = bestimmt werden und damit ist f rekursiv.

v€H =Hy, ={y|lyl <tv(z)}
I’¢ H :>H]y[x :{0,1}*

Damit gilt fiir alle z: « ¢ H & Hy, ={0,1}* & f(x) € L.

AulSerdem gilt: Vz € {0,1}" := {

Def. 9.9: Die Haltemenge fiir eine TM )M ist die Sprache

Hy = {SC e X | M halt aufa:}.

Satz 9.10: Die Haltemenge H), ist nicht entscheidbar.

Beweisidee: Mittels Satz von RICE zeigt man, dass H,; nicht rekursiv ist und
mittels Entwurf einer TM M’ zeigt man, dass H; rek. aufzahlbar ist.

9.3.5 Der Satz von RICE
Def. 9.10: Eine Teilmenge £ der Menge aller r.a. Sprachen iiber {0, 1},

E C{L C{0,1}* | Lr.a.}, nennt man Eigenschaft r.a. Sprachen.

€ heildt triviale Eigenschaft, falls £ = () oder £ = {L C {0,1}* | L r.a.}.
z.B.:- Endlichkeit: £ = {L C {0,1}* | L r.a., L endlich}

- Rekursivitat: £ = {L C {0,1}* | L r.a., L rekursiv}

Eine Sprache L hat die Eigenschaft £, wenn L € €.

Def. 9.11: Eine Teilmenge F der Menge aller partiell rekursiven Funktionen
tber {0,1}, F C {f : {0,1}* — {0,1}* | f partiell rekursiv}, nennt man
Eigenschaft partiell rekursiver Funktionen. F heil3t triviale Eigenschaft, falls
F={f:{0,1}* — {0,1}*| f partiell rekursiv} oder F = {.

Der Satz von RICE besagt, dass fiir kein £ und kein F anhand von (M) mit
einer TM entschieden werden kann, ob H,; Eigenschaft £ oder F hat, aufder
in vollig trivialen Fallen.



Formale Sprachen und Komplexitit SS2009 69

Satz 9.11: (Satz von RICE)

1. Es sei £ eine nichttriviale Eigenschaft von r.a. Sprachen, d.h.
0#£EC{LC{0,1}" | Lr.a.}.

(D.h. es existieren r.a. Sprachen Ly, L; C {0,1}* derart, dass L; die
Eigenschaft £ hat und L, dagegen nicht.)

Dann gilt: Lg = {(M) | Hy; € £} ist nicht rekursiv.

2. Es sei F eine nichttriviale Eigenschaft von partiell rekursiven Funktio-
nen, d.h.

0#£FcCc{f:{0,1} — {0,1}" | f partiell rekursiv}.
(D.h. es existieren partiell rekursive Funktionen fy, f; C {0,1}* derart,
dass f; die Eigenschaft F hat und f;, dagegen nicht.)
Dann gilt: Lr = {(M) | f; € F} ist nicht rekursiv.

Beispiele: Im Folgenden sei L C {0, 1}* rekursiv aufzahlbar.

Beispiel 9.4: L = {(M) | M TM, M halt auf keiner Eingabe}

L= {(M) | M TM, Hy =0}

Le ={(M) | M TM, Hy € E} mit £ :={L' C{0,1}* | L' r.a., L' =0}

£ ist nichttriviale Eigenschaft, denn es gilt ) € £ und {0,1}* & £.

Nach Satz von RICE ist L = Lg = {(M) | M TM, H,; = (0} nicht rekursiv.

Beispiel 9.5: L = {(M) | M TM, Mhalt auf 101}

L={(M)|MTM, 101 € Hy}

Le :={(M) | M TM, Hy € €} mit € := {L' C {0,1}* | L' r.a., 101 € L'}
& ist nichttriviale Eigenschaft, denn es gilt ) ¢ £ und {0,1}* € £.

Nach Satz von RICE ist L = {(M) | M TM, 101 € Hy;} nicht rekursiv.

Beispiel 9.6: L = {(M) | M TM, H, ist r.a.}.

Le:={(M)| MTM, Hy € &}mit & :={L C{0,1}*| L' r.a.}

£ ist triviale Eigenschaft, also keine Aussage nach Satz von RICE.

Da alle Haltemengen r.a. sind, ist L = {(M) | M TM, H), ist r.a.} rekursiv.

Es muss nur gepriift werden, ob die Eingabe eine korrekte Darstellung der
Codierung einer Turingmaschine ist. Das ist iiber eine Syntaxpriifung immer
entscheidbar.



Formale Sprachen und Komplexitit SS2009 70

Beispiel 9.7: L = {(M) | M TM, H), ist rekursiv}

Le :={(M)| M TM, Hy € E} mit £ :={L C{0,1}* | L' r.a., L' rekursiv}
£ ist nichttriviale Eigenschaft, denn es gilt ) € £ und H & £.

Nach Satz von RICE ist L = {(M) | M TM, H), ist rekursiv nicht rekursiv.




Kapitel 10

Komplexitat - eine Einfithrung

10.1 Komplexitatsbegriff

Sprachen (und damit auch Funktionen, Probleme, Algorithmen etc.) konnen
nach dem Bedarf an Zeit, Speicherplatz, Zustanden o.4. Ressourcen zu ihrer
Erkennung mittels Turingmaschine klassifiziert werden.

Diese Klassifizierungen bewerten die Kompliziertheit oder Komplexitat
der Berechnungen als Funktion der Eingabeldnge |z| = n.

Komplexitatsmal3e konnen abstrakt definiert und viele Ergebnisse allgemein
bewiesen werden.

Die wichtigsten Berechnungskomplexititen sind Zeitkomplexitat und
Platzkomplexitat.

Def. 10.1: Sei M eine k-Bd.-TM und = € ¥* fiir das Eingabealphabet > von
M. Wir definieren

Anzahl der Schritte, die M auf z ausfiihrt
ty(z) =4 (€ INU{oo}, tas(x) =i fiir ko H; k mit k, Initialkonfiguration

und k Haltekonfiguration und ¢),(x) = oo falls M auf x nicht halt.)

Anzahl der verschiedenen Zellen auf allen Bandern,
auf die M auf Eingabe x schreibend zugreift (kann auch oo sein).

sn(z) = {

Im allgemeinen sucht man moglichst effiziente Algorithmen zur Losung eines
Problems und deren Komplexitat.

Hierbei interessiert in der Regel der ,worst case“-Aufwand.

Fiir zusammengefasste Eingaben der Lange n wird definiert:
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Def. 10.2: Sei M eine k-Bd.-TM und = € ¥* fiir das Eingabealphabet > von
M. Wir definieren

max { ty(z) | v € X"}
Ty (n) = < (Zeitbedarf im schlechtesten Fall iiber alle Eingaben

der Lange n : worst-case-Zeitkomplexitat)

Sy(n) = max { sy(x) |z € X"}
Def. 10.3: Sei ¢t : IN — IR, eine Funktion.

Eine Turing-Maschine M heildt #(n)-zeitbeschréankt, falls T),(n) < t(n) fir
alle n € IN gilt, dh. falls ¢),(x) < ¢(|z]) fir alle z € ¥* gilt.

Man kann eine Turing-Maschine M z.B. als n’-zeitbeschrinkt bezeichnen,
wenn Ty (n) < n? fir alle n € IN gilt.

Def. 10.4: Sei s : IN — IR, eine Funktion.
Eine Turing-Maschine M heil3t s(n)-platzbeschrankt, falls Sy;(n) < s(n) fir
alle n € IN gilt, dh. falls sy, (z) < s(|z|) fir alle x € >* gilt.

In vielen Fallen lasst sich eine einfache obere Schranke ¢(n) bzw. s(n) im
Gegensatz zu den Funktionen 7),(n) bzw. Sy/(n) angeben, die oft einen
untibersichtlichen Verlauf haben konnen.

Man beachte, wenn ,,M ¢(n)-zeitbeschrankt® ist und es gilt ¢(n) < ¢'(n), dann
ist auch ,,M t'(n)-zeitbeschrankt”.

Fiir Funktionen f,¢g : IN — IR, schreiben wir ¢ € O(f) oder g = O(f),
wenn es eine Konstante ¢ > 0 und ein ny, € IN gibt, so dass gilt: Vn > ny :
g(n) < c- f(n).

Aus den Definitionen heraus kann man sich leicht iiberlegen, dass fiir jede
k-Band-Turingmaschine M gilt:

Wenn M t(n)-zeitbeschrénkt ist, dann ist M k - t(n)-platzbeschréinkt.

Aus praktischen Griinden wird oft fiir Komplexitatsuntersuchungen eine
Turingmaschine mit k£ beidseitig unendlichen Bandern genutzt, von denen
das erste die Eingabe enthilt und das k-te Band die Ausgabe. Die Turingma-
schine wird als k-Bd.-Turingmaschine mit Ein-/Ausgabe bezeichnet.

Obwohl die k-Band-Turingmaschinen zur 1-Band-Turingmaschine beziiglich
der Berechenbarkeit dquivalent sind, hat die Bandanzahl Einfluss auf die
Zeitkomplexitét. Eine f(n)-zeitbeschrankte Mehrband-Turingmaschine kann
durch eine O(f?(n))-zeitbeschrankte 1-Band-Turingmaschine simuliert
werden. Wir erhalten mit k-Band-Turingmaschinen realistischere Malf3e.
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10.2 Komplexitatsklassen

10.2.1 Komplexitatsklassen

Seien t,s : IN — IR, Funktionen.

Def. 10.5:

Eine nichtdeterministische Turing-Maschine NV heil3t ¢(n)-zeitbeschrankt, wenn
fiir jedes x € X* die langste Berechnung von N auf x maximal #(|z|) Schritte
macht.

Def. 10.6:

Eine nichtdeterministische Turing-Maschine N heif3t s(n)-platzbeschrankt,
wenn sie fiir jedes x € ¥* fiir die langste Berechnung von N auf = auf maxi-
mal s(|z|) Zellen schreibend zugreift.

In Anbetracht der Kiirze der Zeit wollen wir hier hauptsachlich die Zeitkom-
plexitit betrachten.

Def. 10.7: Zeitkomplexitatsklassen:

DTIME(t(n)) := {Ly | M ist deterministische k-Bd.-TM, 3 ¢ > 0 : M ist
c - t(n)-zeitbeschrankt}
NTIME(t(n)) := {Ly | N ist nichtdeterministische k-Bd.-TM, 3¢ > 0: N ist
c - t(n)-zeitbeschrankt}
FDTIME(¢t(n)) := {fu | M ist deterministische k-Bd.-TM, 3 ¢ > 0 : M ist
c - t(n)-zeitbeschrankt}

Def. 10.8: Klassen P, NP, und FP:

P:=J{DTIME(n/) | j > 1}
= {Ly | 3¢ > 0,5 > 1 : M ist ¢ - n/-zeitbeschrankte deterministische
k-Bd.-TM}
NP := [J{NTIME(n/) | j > 1}
= {Ly | 3¢ > 0,5 > 1 : M ist c - n/-zeitbeschrankte nichtdetermi-
nistische k-Bd.-TM}
FP := [ J{FDTIME(n/ + 1) |> 1}
= {fu | Jc>0,j >1: Mist c-(n/ + 1)-zeitbeschrénkte deter-
ministische k-Bd.-TM }
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Jede Sprache in P und jede Funktion in FP ist rekursiv, da die TM, die eine
rekursive Sprache entscheidet und die TM, die eine rekursive Funktion be-
rechnet, auf allen Eingaben hailt. Aber nicht jede rekursive Sprache liegt in P
und nicht jede rekursive Funktion liegt in FP, da nicht jede deterministische
TM in polynomieller Zeit arbeitet.

10.2.2 Beispiele fiir Sprachen aus P und Funktionen aus FP

Fiir die Beschreibung der Beispiele brauchen wir eine Kodierung von
Graphen tiiber einem endlichen Alphabet.

Essei G = (V, ) ein (gerichteter oder ungerichteter) Graph mit V' = {1, ..., m}
und £ = {(vi,w1),. .., (vg, wp)} mitwy, ... v, wy,..., we €V (geordnete oder
ungeordnete Paare).

Adjazenzmatrixdarstellung:

Matrix Ag = (a;j)1<ij<m mit (a;;) = 1 falls (¢, j) € £ und (a;;) = 0 sonst.

G = (V, E) wird dann kodiert als (G) := 0™ 1ay ... G- Al - - - G-
Darstellung durch Kantenlisten:

(G)) = 0™ 10" bin;(vy) biny(wy) ... biny(vy) biny(w,) mit [ := [log(m + 1)],
dh. jede Binardarstellung bin(7); hat exakt [ Bits.

Da gilt [((G))| < [(G)]* und (G)] = m + 1+ M? < (m +1)* < [{(G))]%,
ist es egal, welche Kodierung genutzt wird wenn es um die Frage geht, ob

eine Sprache von Graphkodierungen, die ein Graphproblem formalisiert, in
P liegt oder nicht.

Beispiele:

1. L, = {(G) | G ist zusammenhangender ungerichteter Graph}

2. Lgtark—ush = {(G) | G ist stark zusammenhéngender gerichteter Graph}
(G heildt stark zusammenhéangend, wenn fiir jedes Knotenpaar (u, v) in
(G ein gerichteter Weg von u nach v und von v nach u existiert.)

3. Lpaum = {(G) | G ist zusammenhdngend und kreisfrei}

4. frush—Komp : {0,1}*— {0, 1}* mit der Eigenschaft:
fzush—Komp((G)) = Liste der Zusammenhangskomponenten von G;
J7Zush—Komp (W) = ¢, falls w keinen ungerichteten Graphen kodiert.
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10.3 NP-Probleme

Fiir die Praxis steht die Frage, ob es Probleme gibt, die zwar prinzipiell
algorithmisch 16sbar sind, aber keinen ,effizienten“ Algorithmus besizen.
Effiziente Algorithmen werden im Bereich der Algorithmen mit polynomi-
eller Laufzeit angesiedelt, sie konnen effizient sein, miissen aber nicht (z.B.
falls der Exponent zu grof3 wird).

Um den Begriff ,Polynomialzeitalgorithmus“ formulieren zu konnen, wird
das Turingmaschinenmodell benutzt. Fiir die Eingaben gentigt eine einfache
Binarkodierung fiir Zahlen, Graphkodierungen und andere Strukturen.

Man kann sagen, dass eine Sprache I C ¥* (eine Funktion f : ¥* — A¥)
von einem Polynomialzeitalgorithmus genau dann berechnet werden kann,
wenn es eine polynomiell zeitbeschrankte Turingmaschine M mit L = Ly,
(f = fu) gibt. (Siehe 10.2.2 L € P und f € FP.)

Man kann schlussfolgern, dass eine Sprache L, fiir die es keine polynomi-
ell zeitbeschrankte Turingmaschine gibt, durch keinen effizienten Algorith-
mus entscheidbar ist, bzw. dass eine Funktion f, fiir die es keine polynomiell
zeitbeschrankte Turingmaschine gibt, durch keinen effizienten Algorithmus
berechenbar ist.

Innerhalb von NP, der Klasse derjenigen Sprachen, die durch ,Nichtdeterminis-
tische Polynomiell zeitbeschrankte TM’en“ entschieden werden konnen,
findet man die ,NP-vollstindigen“ Sprachen, die als die ,schwierigsten“ an-
zusehen sind. Fiir die NP-vollstindigen Sprachen gibt es vermutlich keine
polynomiell zeitbeschrankte Turingmaschinen, also auch keine effizienten
Algorithmen.

Beziiglich der nichtdeterministischen polynomiell zeitbeschrankten TM’en
gibt es noch die Klasse co-NP:= {L | L € NP}. (Fiir L € P gilt L € P.)

Beispiel 10.1: ,Ratewort-TM“, Nichtdeterministisches Schreiben eines Binarstrings.
Die Ratewort-TM Mgy arbeitet auf der Eingabe 0™ wie folgt:

Das Eingabewort 0" wird (im Zs. qy) von links nach rechts gelesen und dabei
wird fiir jede O nichtdeterministisch O oder 1 geschrieben. Der LS-Kopf geht
(im Zst. ¢;) auf die Ausgangsposition zuriick und héalt (im Zst. ¢).

Die Ausgabe ist ein Bindrwort b; ...b, € {0,1}". Es ist jedes solche Wort als
Ausgabe moglich.

Formal ergibt sich fir Mrw: @ = {q0, 01, 2}, X = {0}, ' ={0,1, B}, F = {¢2}
und 0 :
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5((] ) {(QO7O R) (q07 17R)}:
(g0, B)={(q1, B,L)},
6(q1,a) = {(q1,a L)} fiir a € {0, 1}

Fiir alle resthchen Paare (¢, a) gilt §(q,a) = 0.

Auf die Eingabe 0" macht Mgrw 2(n+1) Schritte, sie ist also 2(n+1)-zeitbeschrankt.
Nach dem gleichen Prinzip kann man eine Ratewort-TM fiir ¥ entwerfen.

Beispiel 10.2: Cliquenproblem

1. Sei G = (V, F) ein ungerichteter Graph. V' C V heil3t Clique in G,
falls die Knoten V'’ einen vollstandigen Teilgraphen bilden. Es gilt also:
Vo,w e Vv #w: (v,w) € E. |V'| heildt Grol3e der Clique.

Bild 10.1: Graph mit einer maximalen Clique der Grof3e 4, V' = {1, 2, 3,6}

2. Das Cliquenproblem ist die Aufgabe, in einem gegenen Graphen eine
moglichst groRe Clique zu finden. Wir betrachten von der Formulierung
her drei verschiedene Varianten:

Variante 1: (Optimierungsproblem im eigendlichen Sinne, Suche nach einer
optimalen Struktur)

Gegeben sei ein Graph G = (V, E).

Aufgabe: Finde eine Clique V' C V, so dass |V'| > |V”| fiir jede Clique
V'"CVind.

Variante 2: (Parameteroptimierung)
Gegeben sei ein Graph G = (V, E).

Aufgabe: Bestimme das maximale & € IN, so dass G eine Clique der
GroRe k hat.

Variante 3: (Entscheidungsproblem)
Gegeben sei ein Graph G = (V, F) und k € IN.
Frage: Gibt es in GG eine Clique V' der GrofRe |V'| > k?
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Formal ergibt Variante 1 eine Funktion fciique—size, die aus (G) die Bindrzahl
der Grolde einer groldten Clique berechnet und Variante 2 eine Funktion f,
die aus (G) eine grof3te Clique V) .. berechnet. Darauf soll hier nicht weiter
eingegangen werden.

Variante 3 kann als Sprache tiber {0, 1} angegeben werden:

Lctique := {(G)bin(k) | K > 1,G Graph iiber V' = {1,...,m}, G hat Clique
der Grolde k}

Es gelten folgende Implikationen:

Wenn f € FP, dann auch fejique—size € FP, wenn fciique—size € FP, dann auch
Lciique € P und wenn Lcyque € P, dann auch f € FP. D.h. wenn Lcjique € P,
dann haben alle 3 Varianten einen Polynomialzeitalgorithmus.

Wir werden sehen, dass die Vermutung nahe liegt, dass Lcjique nicht in P liegt.

Wir zeigen dazu, dass Lcjique in NP liegt:

Angegeben wird eine nichtdeterministische, polynomiell zeitbeschrankte NTM
N mit Ly = Lciique, die auf Eingabe w € {0, 1}* wie folgt arbeitet:

0. Hat w das Format (G) bin(k) mit G Graph mit Knoten V' = {1,...,m}

und 1 > k > m. Falls NEIN, verwerfe. (determ.)
1. Ermittle m und schreibe 0™ auf Bd. 2. (determ.)
2. Lasse Mzw auf Bd. 2 laufen. (nichtdeterm.)

Auf Bd. 2 wird b ... b, € {0, 1}"™ erzeugt.
Die dadurch gelieferte Knotenmenge sei V' = {i | 1 > i > m,b; = 1}.

3. Teste (determ.)
(Od) |b1 . .. bm|1 Z k.
(B) V' ist Clique in G.

Falls fiir o und (5 JA, halte akzeptierend, sonst halte verwerfend.

Zeit: 0. und 1. in O(m?), 2. in O(2m), 3. in O((m?)!) fiir eine Konstante /,
also polynomielle Zeit.

Sollte 2. deterministisch ausgefiihrt werden, miissten alle 2™ Moglichkeiten
fiir V' erzeugt und getestet werden = exponentielle Zeit.
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Beispiel 10.3: Rucksackproblem

1. Gegeben sind ein Rucksack mit Volumen b und m verformbare Gegenstande
mit Volumina a4, ..., a,, € IN und Nutzenwerten cy,...,¢,, € IN

2. Das Rucksackproblem ist die Aufgabe, einige der Gegenstdande in den
Rucksack zu packen und dabei den Gesamtnutzen zu maximieren, ohne
die Volumenschranke zu iiberschreiten. Es konnen 3 Varianten wie folgt
angegeben werden:

Variante 1: (Optimierungsproblem im eigendlichen Sinne, Suche nach einer
optimalen Struktur)

Gegeben seien b, ay, ..., 0y, C1,...,Cpn € IN.
Aufgabe: Finde I C {1,...,m} mit > a; < b, derart dass gilt:
1el
VJ C {1,,m}2az <b= ZCZ SZCZ
ieJ icJ iel

Variante 2: (Parameteroptimierung)
Gegeben Gegeben seien b, ay,...,an, 1, ..., Cn € IN.
Aufgabe: Bestimme k£ = max {Z G| ITCA{l,....m},> a; < b}
1€l 1el
Variante 3: (Entscheidungsproblem)

Gegeben seien b, ay,...,ay,c1,...,c, € INund k € IN.
Frage: Gibtes I C {1,... ,m} mit > a; <bund > ¢; > k?
el el

Variante 3 als Sprache iiber {0, 1, #} formuliert:
Lgs = {bin(ay) # ... # bin(a,,) ## bin(c1) #. .. #bin(c,) # bin(b) # bin(k) |
m>1,,a1,...,ap,C1,...,cn € IN,b, k € IN,
HIQ {1,...,m}:2ai Sb/\Zci Zk}

el el

Es kann wieder eine NTM NN entworfen werden, die Lrg entscheidet.

Beachte: Eine NTM N akzeptiert w € Y*, wenn das Eingabewort w zur
Sprache L gehort und die NTM richtig gewahlt hat.

Gilt w € L und die NTM N/, hat nicht richtig gewahlt, dann verwirft die NTM
N, d.h. Verwerfen hat keinen Aussagewert.
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10.4 Polynomialzeitreduktion und NP-Vollstandigkeit

Def. 10.9: (Vergl.Def.9.7) Seien L; C ¥} und L, C >3 Sprachen.

Dann heil3t L; auf L, polynomialzeit-reduzierbar, symbolisch: L; <, Lo,
wenn L, < L, mittels eines f € FP gilt, dh. wenn es eine in Polynomialzeit
berechenbare Funktion f : 3] —X3 gibt, so dass gilt:

VZCEZTISCEZQ@JC(ZU)ELQ.

Lemma 10.1: <, ist reflexiv und transitiv, dh.
(a) L <, L gilt fiir beliebige Sprachen L und
(b) Ly <, Ly und Ly <, L3 impliziert Ly <, L.

Beispiel 10.4: Vertex Cover

G = (V, E) sei ein Graph. Ein Knoten v tiberdeckt eine Kante (u,w), falls
v € {u,w}; eine Knotenmenge V"’ ist eine Knoteniiberdeckung von (V, F),
falls jede Kante in F von einem Knoten in V' iiberdeckt wird.

Das Knoteniiberdeckungsproblem besteht darin, zu gegebenem Graphen G
eine Knoteniiberdeckung mit moglichst wenigen Knoten zu finden.

z.B.

Bild 10.2: Die schwarzen Knoten bilden eine Knoteniiberdeckung

Entscheidungsvariante als Sprache:

Lyc = {(G,k) | G = (V,E) Graph ,k > 1; esgibt V! C V mit |V'| < k
und V(v,w) € E:veV'vweV'}

Beispiel 10.5: Independent Set

G = (V, E) sei ein Graph. Eine Teilmenge V' C V hei8t unabhingig, wenn

es zwischen den Knoten von V'’ keine Kanten gibt.

Das Problem Independent Set besteht darin, zu gegebenem Graphen G eine
moglichst grof3e unabhingige Menge zu finden.

_

Bild 10.3: Die schwarzen Knoten bilden eine unabhéangige Menge maximaler
Grolde
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Entscheidungsvariante als Sprache:

Lis = {(G,k) | G = (V,E) Graph .k > 1; esgibt V' C V mit[V'| > k
und V(v,w) € V' : (v,w) ¢ £}

Zwischen Lis, Lyc und Lejique gibt es <,-Reduktionen.

Satz 10.1: (a) Lciique <p L1s und Lis <, Lciique
(b) Lis <, Lyc und Lyc <, Lig

| D

BildG10.4: schwarz: Clique in G, schwarz:%nabhéingige Menge in G,
weifd: Knoteniiberdeckung in G
zu(a) ZuG = (V,E) ist G = (V, E) mit (v,w) € £ & (v,w) ¢ E firv,w € V.
Lctique <p Lis mittels f mit f((G, k)) := (G, k). (Beweis weglassen ?)
Hilfsbehauptung 1:
Fiir V' C V gilt: V' Clique in (V, E) < V' unabhéingig in (V, E)

)

(G, k) € Lciique 2 hat Clique der GroRe k

&' G hat unabhingige Menge der Grolde k

€

< f((G, k) == (G, k) € Lis

j

)

Genauso Lis <, Lciique mittels f mit f((G, k)) := (G, k).

zu (b) Lis <, Lyc mittels g mit g(((V, E),k)) :== (V, E), |V| — k)
Hilfsbehauptung 2: Fiir V/ C V gilt:
V'’ unabhédngige Menge in (V, F) <& V' — V! Knotentiberdeckung in (V, E):

Jv,weV':(v,w) e B I(v,w)e E:veV AweV
sIdvw)eE: vV -V AwgV -V

((V,E), k) € Lis(V, E) hat unabhangige Menge der Grof3e > k

gES (V, E') hat Knoteniiberdeckung der GroRe < |V| — k

<:>g(((V, E)7 k)) - ((Vv E)v |V| - k) S LVC-
Genauso Lyc <, Lig mittels g mit g(((V, E), k)) .= (V. E), V| — k).
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Es gibt Sprachen in NP, die besondere Eigenschaften bzgl. der Relation <,
haben, ndmlich die NP-vollstandigen Sprachen.

Def. 10.10:
(a) Eine Sprache heif3t NP-vollstandig (engl. NP-complete), falls
(i) L eNP
(i) firalle L' € NP gilt L' <, L (L ist NP-schwer, NP-,hard“, NP-,hart“)

(b) NPC:={L | L Sprache, L. NP-vollstandig}
Alle hier vorgestellten Sprachen sind in NPC.

Lemma 10.2: Fiir die Klasse P gilt
(@ LePAL <, L=L €P.

(b) LEPADAL £#X =L <, L.

Folgender Satz liefert eine zentrale strukturelle Aussage iiber die Klassen P,
NP und NPC:

Satz 10.2: NPCNP = () & P #£ NP.
Beweis: der Aquivalenz der umgekehrten Aussage NPC NP # () < P = NP.

~<=": Wenn P=NP ist, dann betrachte irgendein L € P, nur nicht () und nicht
Y*. Es gilt
(i) LeP=NP
(i) L <, L' fir alle L’ € P = NP nach Lemma 10.2.

Also ist L € NPCNP.
(D.h. alle Sprachen in P aufSer () und X* sind NP-vollstandig, falls P=NP.)

.= . Sei L € NPC N P. Gezeigt werden soll P=NP. Weil P C NP gilt, muss
NP C P gezeigt werden. Sei I’ € NP beliebig. Aus L. € NPC folgt nach
Def.10.10, dass L’ <, L gilt. Daraus und aus L € P folgt mit Lemma
10.2(a), dass L' € P.

Die Frage P # NP? ist das beriihmteste offene Problem der Komplexitats-
theorie und wurde bereits 1970 formuliert.

Diese Frage ist aquivalent zu der fiir die Algorithmentheorie zentralen Frage
JIst es richtig, dass kein NP-vollstandiges Problem einen Polynomialzeitalgo-
rithmus, also einen Algorithmus mit vertretbarem Aufwand, hat?“
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Man kann heute noch nicht sagen, ob die beiden Aussagen von Satz 10.2
zutreffen oder falsch sind. Angenommen wird aber, dass P # NP ist. Als
Indiz dafiir, dass NPCN P = () gilt, spricht, dass alle NP-vollstandigen Proble-
me Polynomialzeitalgorithmen besitzen wiirden, wenn P = NP ist. Aber bis

heute ist kein Problem gefunden worden.
Sprachen, die
effiziente

Vermutet wird folgende Situation: Algorithmen

haben

10.5 Der Satz von Cook

Im Zentrum der NP-Vollstandigkeitstheorie steht eine spezielle Variante des
Erfillbarkeitsproblems.

Erfillbarkeitsproblem: Gegeben ist eine KNF-Formel .

Finde eine erfiillende Belegung v fiir o (KNF: Konjunktive Normalform).

Eine KNF-Formel o = C; A ... A C, heil3t erfillbar, falls es eine Belegung v
gibt, so dass v(p) = 1 (wahr) wird.

C; heilt Klausel und ist eine Disjunktion von negierten und unnegierten
Booleschen Variablen X; Yj (heilden Literale ).

Eine Belegung der Booleschen Variablen ist eine Abbildung

v {Xo, X1y} — {0,1)

0 steht fiir den Wahrheitwert falsch und 1 fiur wahr.

Den Booleschen Variablen X; werden damit Wahrheitwerte v(X;) und den
entgengesetzten Literalen X; Wahrheitwerte 1 — v(X;) zugeordnet.

So ergibt sich fiir Klauseln v(C;) € {0, 1} und fiir KNF-Formeln v(y) € {0, 1}.

Das Erfiillbarkeitsproblem wird von einer Menge S.A7 charakterisiert:

SAT = {p | ¢ KNF-Formel, ¢ erfiillbar}

SAT ist keine Sprache, da kein endliches Alphabet zugrunde liegt, sondern
{Xo, X1,.. YU{X0, X1,.. . JU{(,),A, V]
Mit entsprechender Kodierung kann man Formeln iiber dem Alphabet

> =1{L1(),A,V,,0,1} angeben. X, kodiert man z.B. mit [bin(7)] und X;
mit —[bin(¢)] fiir i € IN.
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Fiir p = (X3 V X;5) A (X V Xy) ergibt sich (¢) = ([11] v [101]) A (=[1] V [100])
Damit folgt

Def. 10.11: Das Erfiillbarkeitsproblem fiir KNF-Formeln
Lgat := {¢ | ¢ KNF-Formel, ¢ erfiillbar} oder formal

= {(¢) | » KNF-Formel, ¢ erfiillbar}.

Aus technischen Griinden nutzt man auch das Erfiillbarkeitsproblem fiir
3-KNF-Formeln:

Def. 10.12: Das Erfiillbarkeitsproblem fiir 3-KNF-Formeln

Ls_sat := {¢ € Lgar | jede Klausel von ¢ hat genau 3 Literale}

Das Erfiillbarkeitsproblem ist z.B. beim Entwurf von logischen Schaltungen
relevant. Cook hat 1970 gezeigt, dass Lsar NP-vollstandig ist.

Satz 10.3: Satz von Cook Lgat ist NP-vollstandig.

Beweis: siehe Def. 10.10

(1) LSAT € NP:
Die NTM N arbeitet auf der Eingabe x wie folgt:

1.) Teste, ob x = (y) fiir eine KNF-Formel . Falls NEIN, halte und

verwerfe. DFA
2.) Schreibe auf Bd.2: #[bin(i1)]#[bin(is)]# . .. #[bin(é,,)], wobei
[bin(iy)], [pin(és)], ..., [bin(i,)] genau die Kodierungen der in ¢

vorkommenden Variablen in beliebiger Reihenfolge aber ohne
Wiederholung sind. Hierzu schreibt man die Variablen von Bd.1 ab
und benutzt Textsuche, um Wiederholungen zu vermeiden.

3.) Schreibe 0™ auf Bd.3.
4.) Lasse Mypw auf Bd.3 laufen. Ergebnis b; ...0b,, € {0, 1}".
5.) Andere Bd.2 zu b;[bin(i;)]bs[bin(is)] . . . by [bin(iy,)]

6.) Ersetze auf Bd.1 jedes Teilwort |[bin(i,)] durch b,...b, und jedes
Teilwort =[bin(i,)] durch b, . ..b,. (Textsuche benutzen.)
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7.) Teste, ob auf Bd.1 in jedem Paar von runden Klammern mindestens
eine 1 vorkommt. Falls Ja,akzeptiere, falls NEIN, verwerfe. DFA

Man sieht, fiir jedes x gilt:

x € Lgar < x = (p) fiir eine KNF-Formel ¢
& es existiert eine Belegung v (interessant nur die m Werte
fiir die in ¢ vorkommenden Variablen) mit v(¢) = 1
< es gibt ein Bindarwort b, .. . b,,, das in den Schritten 5.) bis
7.) dazu fiihrt, dass NV akzeptiert
& es gibt eine akzeptierende Berechnung fiir die in x = ()
vorkommenden Variablen.

N hat polynomielle Laufzeit.

(ii) Lsat NP-schwer: Der Teil des Beweises ist sehr viel schwieriger als der
vorherige. Wer sich dafiir interessiert, findet ihn unter /MDO01/, S.165.

10.6 NP-vollstandige Probleme

Damit man die NP-Vollstandigkeit nicht immer wie im vorherigen Abschnitt
beweisen muss, gibt es fiir die praktische Anwendung ein einfacheres
Verfahren, namlich die Reduktionsmethode.

Lemma 10.3: Reduktionsmethode

Eine Sprache L ist NP-vollstandig, wenn gilt:

(i) L € NP.

(i)* L' <, L firein L' € NPC.
Gilt die Bedingung (ii)* < die Bedingung (ii) der Definition 10.10 gilt, d.h.
L" <, L fiir jedes L"” € NPC?
Nach (ii)* ist L' € NPC und somit gilt L” <, L’ fiir jedes L"” € NP.
Weiter ist nach (ii)* L' <, L und mit L” <, L’ gilt L” <, L (Transitivitat).
Man kann also folgendermal3en vorgehen, um zu zeigen dass L NP-vollstindig
ist:

(i) Zeige, dass L € NP ist.

(ii) Wahle eine geeignete als NP-vollstindig bekannte Sprache L’ und zeige
(durch Konstruktion der Reduktionsfunktion), dass L' <, L.
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Beispiel 10.6: L3 _gar ist NP-vollstandig:

(i) Zeige, dass L3 _gar € NP ist:

NTM N wie fiir Lgar, nur dass der Syntaxcheck testet, ob z = (yp) fiir
eine 3-KNF-Formel .

(ii) Wahle eine geeignete als NP-vollstindig bekannte Sprache L’ und zeige

(durch Konstruktion der Reduktionsfunktion), dass L' <, L.

Zeige Lgar <p L3—sar:

Wir miissen eine Reduktionsfunktion definieren, die eine KNF-Formel
in eine 3-KNF-Formel ¢* transformiert derart, dass gilt:

@ ist erflillbar < " ist erfiillbar.

Wir betrachten nur KNF-Formeln ¢, Eingaben, die nicht KNF-Formeln
sind, werden auf nichterfiillbare 3-KNF-Formeln abgebildet.
Aulierdem ignorieren wir die Kodierungen.

p ist erflllbar = ¢* ist erfiillbar.

¢ = C1 A ... N\ C, sei eine KNF-Formel. Zu jeder Klausel C'; wird eine
3-KNF-Formel 7} gebildet, so dass ¢* erzeugt werden kann:

*

P =PI N A

Die 3-KNF-Formel ¢} wird wie folgt aus C; = (I; V... V [;) (j vorlaufig
fest) gebildet:

1. Fall s = 1: Wahle zwei neue Variable Z; und Z,, die sonst nirgens
vorkommen (auch nicht in anderen Teilformeln ¢}, | j" # j) und
definiere

o=V 2V Z) NNV ZiN D) ALV 2N Zo) ALV Z1V Za).
2. Fall s = 2: Wahle eine neue Variable Z; und definiere
o=V hYVZ)AN (L VIV Z)

3. Fall s = 3: Definiere
QO;F = (ll V l2 V lg)

4. Fall s > 4: Wahle s — 3 neue Variable Z3, Z,, ..., Z,_; und definiere
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-

«

g0§ = (ll \/12 \/Zg)

AN (Z3V 13V Zy) \ v (Z)) =

AN (Zyp—aVlp—2 V Zi_1)

/

N (Zk—l ViV Zk)

\

AN (Z NVl V Zia)
> v*(Zy) =0, dh. v*(Z;) = 1

AN (Zy Vg VL)

goj = le /\ng/\.../\Cj(s_g)

v(p) = 1, also auch v(C') = 1, also auch v(C;) = 1, also auch
v(p;) = 1. Damit gibt es ein k mit v(l;) = 1.

Damit alle C';; den Wert 1 erhalten mit 1 <17 < s — 2, setze man

. 1, fallsh <k
vi(Zh) = { 0, fallsh >k

So erhalten unter v* alle Klauseln C;; mit 1 <17 < s — 2 den Wert 1:

- Da v*(l) = v(lx) = 1, hat die Klause, die [; enthalt, unter v* den
Wert 1.

- Die vorhergehenden Klauseln enthalten eine Variable 7, mit
v*(Zy,) = 1, die folgenden Klauseln enthalten ein Literal Z;, mit
v (Z),) = 1.

Also gilt fiir alle Klauseln v*(C};) = 1 mit 1 < i < s — 2, also ¢* ist

erfiillbar.

* erfiillbar = ¢ erfiillbar.

Fir ,,<<“ gehe man indirekt vor.

Annahme: v* nicht erfiillend fiir C;. Man finde einen Widerspruch.

("= = p*Vp = " Ap): ¢ erflillbar A ¢ nicht erfiillbar zum
Widerspruch fithren.
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Annahme: v*(p) nicht erfiillend fiir C}, also ¢ nicht erfiillbar.
D.h. Vi :v(l;) =v*(l;) =0fir1 <i<s.

Nach Konstruktion von ¢* gibt es kein k& mit v(l;) = v*(ly) = 1,
d.h. es gilt fiir alle Werte v*(Z;,) =1 fuir3 < h < s—1,

aber damit ist v*((Zs_1 V ls_1 V1)) = 0.

Also wird auch v*(¢*) = 0, d.h. ¢* nicht erfiillbar.

AN

= Annahme falsch.

Bemerkung:

Lctique, Lvc, Lis, Lrs und viele andere Sprachen mehr sind ebenfalls in NPC.
(siehe Ubung.)
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