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Ein Spannbaum T C E fiir G heiBt ein
minimaler Spannbaum (MST), wenn

¢(T) = min{¢(T") | T’ Spannbaum von G},

d.h. wenn er minimale Kosten unter allen Spannbdumen hat.

Zwei minimale Spannbdume, jeweils mit Gesamtgewicht 18.

FG KTuEA, TU llmenau Effiziente Algorithmen — SS09 — Kapitel 3 — Teil 2 1

3.4 Algorithmus von Kruskal

Auch dieser Algorithmus I6st das MST-Problem.
Anderer Ansatz als bei Jarnik/Prim:

Probiere Kanten in aufsteigender Reihenfolge des Kanten-
gewichts, und wahle eine Kante fiir den zu bauenden MST,
wenn sie die Kreisfreiheitseigenschaft nicht verletzt.
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Algorithmus von Kruskal

1. Schritt: Sortiere die Kanten
e1,...,emn nach den Gewichten c(ey),...,c(e,,) aufsteigend.
— Also O.B.d.A.: c(er) < ... < c(enm).

2. Schritt: Setze R « (.

3. Schritt: Firi =1,2,...,m tue folgendes:
Falls RU {e;} kreisfrei ist, setze R < RU {e;}
(* sonst, d.h. wenn e; einen Kreis schlieBt,
bleibt R unverandert )

(+ Optional: Beende Schleife, wenn |R| = n — 1. %)
4. Schritt: Die Ausgabe ist R.
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Uns interessieren: 1) Korrektheit; 2) Laufzeit (spater)

Korrektheit des Algorithmus von Kruskal:
R;: Kantenmenge, die nach Runde i in R steht.

Weil dies im 3. Schritt getestet wird, ist sichergestellt, dass
jedes R; kreisfrei, also ein Wald ist.

Zu zeigen: R,, ist ein MST fiir G.

Erinnerung: R C FE heiBt erweiterbar, wenn R C T fiir
einen MST T
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Induktionsbehauptung 1B(3):
R; ist erweiterbar.
(Beweis gleich, durch Induktion iiber i = 0,1,...,m.)

Dann besagt IB(m), dass R,,, C T ist fiir einen MST T.

Beh.: Es gilt auch T C R,,.
(Also gilt Gleichheit, und R,, ist ein MST.)

(Beweis der Beh.: Sei e € T. Dann ist e = ¢; fiir ein 7, und e;
wurde in Runde ¢ getestet. Weil R;_1 C R,,, CT unde; €T,
ist R;_1U{e;} C T, also ist R;_1 U {e;} kreisfrei, also fiigt
der Algorithmus die Kante e; in Runde ¢ zu R hinzu, also gilt
e; € Rm)
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Induktionsbehauptung IB(2): R; ist erweiterbar.

LLA.: Ry = () ist erweiterbar.

ILV.: 1 <7< mund R;_q ist erweiterbar.

I.S.: Runde ¢ wird mit Kante e; ausgefiihrt.

1. Fall: R;_; U {e;} enthilt einen Kreis, dann ist R;_1 = R;,
also R; erweiterbar.

2. Fall: R;_; U{e;} ist kreisfrei.

Sei e; = (v, w). Wir definieren:

S:={u eV |im Wald (V,R;_1) sitzen u,v im selben Baum}
Dann (Kreisfreiheit): w € V —S; und (klar):

(*) Es gibt keine Kante in R;_1, die S mit V' — S verbindet.

Behauptung: c(e;) ist minimal unter allen ¢((x,y)), x € S,
yeV —=_5.
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Behauptung: c(e;) ist minimal unter allen ¢((z,y)), x € S,
yeV —S5.

Beweis indirekt: Annahme: c(e;) < c(e;) und e; = (vj, w;)
verbindet S mit V — 5, etwav; € S, w; €V - S,

= j < (weil Kanten aufsteigend sortiert sind)

= e; ist in Runde j < schon untersucht worden.

Mit (*) und Rj C R4 folgt €; ¢ Rj.

Al o ,
=22 R;_1 U {e;} enthilt einen Kreis.

D.h.: e; = (vj,w;) schlieBt einen Kreis, also gibt es in R;_;
einen Weg von v; € S nach w; € V — S. Auf diesem Weg
muss es eine Kante geben, die einen Knoten in S mit einem
Knoten in V' — S verbindet, Widerspruch zu (x).
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Gesehen: c(e;) ist minimal unter allen ¢((z,y)), z € S,
yeV —==5.

Nach der Schnitteigenschaft folgt: R; = R;—1 U {e;} ist er-
weiterbar,

und das ist die Induktionsbehauptung.

Ende des Korrektheitsbeweises fiir den Algorithmus von
Kruskal.
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3.5 Union-Find-Datenstrukturen

Union-Find-Datenstrukturen dienen als Hilfsstruktur fir ver-
schiedene Algorithmen, insbesondere fiir den Algorithmus von
Kruskal.

Diese Verfahren haben zudem eine instruktive Analyse.

Eine Zwischenkonfiguration im Algorithmus von Kruskal be-
steht in einer Menge F' C FE von Kanten, die einen Wald
bilden, sowie einer Folge e, ..., e, von noch zu verarbeiten-
den Kanten.
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Die im Algorithmus von Kruskal zu |6sende Aufgabe: zu zwei
Knoten i und j entscheide, ob es in (V| F') einen Weg von i
nach j gibt.

Moglich, aber ungeschickt: Jedesmal Tiefensuche o.4.
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Ansatz: Reprisentiere die Knotenmengen, die den Zusam-
menhangskomponenten von (V, F') entsprechen.

Im Beispielbild:
{1},{2,3,5,7,9},{4},{6},{8,11},{10}.

Es soll dann schnell zu ermitteln sein, ob zwei Knoten in
derselben Komponente (Menge) liegen.

Wenn wir einen Schritt des Kruskal-Algorithmus ausfiihren,
bei dem eine Kante akzeptiert, also in F' aufgenommen wird,
miissen wir zwei der disjunkten Mengen vereinigen.
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Neue Mengen:

{1},{2,3,5,6,7,9}, {4}, {8, 11}, {10}.
Auch diese Operation sollte ,,schnell” durchfiihrbar sein.
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Abstrakte Aufgabe:

Verwalte eine ,,dynamische Partition“ der Menge
{1,2,...,n} unter Operationen

init (Anfangsinitialisierung)

union  (Vereinigung von Klassen)

find (,,In welcher Klasse liegt i?").

Eine Partition ist dabei eine Zerlegung von {1,2,...,n} in
Mengen

{1,2,...,7’L}251USQU"'USg,
wobei S1, Sy, ..., S, disjunkt sind.
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Beispiel: n = 12.

N

Eine Klasse in einer solchen Partition ist eine dieser Mengen
S1,..., 80

Erinnerung: Eine Partition ist gleichbedeutend mit einer
Aquivalenzrelation ~ iber {1,...,n}, wobei i ~ j ein-
fach heiBt, dass 4,5 in derselben Menge liegen. Die Mengen
sind dann genau die Aquivalenzklassen zu ~.

(Bitte die Worter ,,Klasse” und ,, Partition” nicht verwechseln, auch wenn

im Computerjargon bei Festplatten , Partition” im Sinn von ,ein Teil von
mehreren” verwendet wird.)
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Wir betrachten dynamische Partitionen, die durch Operatio-
nen veranderbar sind.

In jeder Klasse K der Partition soll ein Reprasentant r € K
ausgezeichnet sein. Dieser fungiert als Name von K. Wir
schreiben K, fiir die Klasse mit dem Reprasentanten 7.

Beispiel: Fiir n = 12 bilden die folgenden 5 Klassen eine
Partition mit Reprasentanten:

@ @ Name | Klasse | Reprisentant
K: | {1,245 4
KG KlO Kll

K, K K {6,8} 6

Eine solche Partition mit Reprdsentanten ist mathematisch
vollstandig beschrieben durch eine Funktion

r:{l,...,n} = {1,...,n}
mit folgender Eigenschaft:
r(r(i)) =r(i), furalleie{l,...,n}.

Das Element i gehort zur Klasse K,;) = {j | 7(i) = ()}
diese hat den gemeinsamen Wert r(i) als Reprasentanten.

K7 | {3,7,9,12} 7 Im Beispiel sieht r folgendermaBen aus:
Ko {10} 10 .
K, (1} 1 i |1]2]3|4]|5]6]|7]8]9]10]11]12
r(i) [4]4]7[4]4|6|7]6|7][10[11] 7
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Operationen: Im obigen Beispiel werden durch union(4,10) die Klassen
init(n): Erzeugt zu n > 1 die ,diskrete Parti- Ky = {1,2,4,5} und Kjy = {10} entfernt und eine neue

tion” mit den n einelementigen Klassen

{1},{2},...,{n}, also K; = {i}.

find(4): Gibt zu ¢ € {1,...,n} den Namen r(i) der
Klasse K, ;) aus, in der sich i (gegenwartig)
befindet.

union(s,t): Die Argumente s und ¢ miissen Reprasentanten
verschiedener Klassen K, bzw. K; sein. Die
Operation ersetzt in der Partition K, und K;
durch K, U K;. Als Reprasentant von KU K;
kann entweder s oder t verwendet werden.
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Klasse
10=1{1,2,4,5,10}
hinzugefiigt.

Aus Sicht der r-Funktion entspricht diese Operation der Ande-
rung der Funktionswerte auf der Klasse K:

(i) ::{ t , falls r(i) = s,

r(i), sonst.

Im Beispiel: Die r-Werte in Sy werden von 4 auf 10 gedndert, die anderen
bleiben gleich.

i | 1| 2|3 4]5]6]7][8]9]10]11]12
r@) 1010 |7]10]10[6|7][6[7[10]|11] 7
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Niitzliche abgeleitete Operationen:

same_class(i, j): Liefert true, wenn find (i) = find(j),
false sonst.

test_and_union(i,j): Berechnet s = find(i) und t =
find(j) und fihrt dann union(s,t)
aus, falls s # t ist.

Zwei Implementierungsmoglichkeiten:

1) Arrays mit Listen (erlaubt schnelle finds)

2) Wurzelgerichteter Wald (erlaubt schnelle unions)
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Algorithmus von Kruskal mit Union-Find

Input: Gewichteter zusammenhangender Graph G = (V, E, ¢)
mit V ={1,...,n}.

1. Schritt: Sortiere die Kanten ey, ..., e,, nach den Gewichten
c1 = c(er),...,cm = c(en) aufsteigend.
Resultat: Sortierte Kantenliste (vy,w1,c1), ..., (Um, Wi, Cm)-

2. Schritt: Initialisiere Union-Find-Struktur fiir {1,...,n}.
3. Schritt: Fiir: = 1,2,...,m tue folgendes:

s < find(v;); t < find(w;);

if s # t then begin R — R U {e;}; union(s, t) end;

(* Optional: Beende Schleife, wenn |R| = n — 1. *)
4. Schritt: Die Ausgabe ist R.
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Satz 3.5.3

(a) Der Algorithmus von Kruskal in der Implementierung mit
Union-Find ist korrekt.

(b) Die Laufzeit des Algorithmus ist O(mlogm) + O(m) +
O(nlogn), also O(mlogn), wenn man die Union-Find-
Struktur mit Arrays implementiert.

(c) Die Laufzeit des Algorithmus ist O(mlogm) +
O(mlog*n), also O(mlogn), wenn man die Union-Find-
Struktur mit einem wurzelgerichteten Wald mit Pfadkom-
pression implementiert.

Bem.: In (b) und (c) steht der Summand O(mlogm) fir die Kosten des

Sortierens.
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Beweis: (a) Man zeigt durch Induktion iiber die Runden, dass
nach ¢ Runden die Klassen der Union-Find-Struktur genau die
Zusammenhangskomponenten des Graphen (V,{e1,...,e;})
sind, und dies sind die Knotenmengen der Baume im Wald
(V, R;) (Inhalt von R nach i Durchliufen).

Daher testet ,s « find(v;); t « find(w;); if s #t ...
korrekt die Kreiseigenschaft.

(b), (c): Der erste Term O(mlogm) benennt die Kosten fiir
das Sortieren. Danach sind 2m find-Operationen und n — 1
union-Operationen durchzufiihren. Die Zeiten hierfiir in beiden
Implementierungen werden unten begriindet. U

Bem.: Wenn die Kanten schon sortiert sind oder billig sortiert werden
kénnen (O(m) Zeit, z. B. mittels Radixsort), und G = (V, E) sehr wenige
Kanten hat, ergibt Union-Find mit Pfadkompression eine sehr giinstige

Laufzeit O(mlog™ n): fast linear.
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Baumimplementierung von Union-Find

Eine Implementierung der Union-Find-Datenstruktur verwen-
det einen wurzelgerichteten Wald.

Beispiel: Partition {1,2,4,5},{3,7,9,12},{6,8}, {10}, {11}
wird dargestellt durch:

D0 066

Q@
(3)
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& oRoIe:
oBROIRoNG
oo RO

Fiir jede Klasse K gibt es genau einen Baum B;.
Jedes Element ¢ € K ist Knoten im Baum.

Es gibt nur Zeiger in Richtung auf die Wurzel zu: p(7) ist
der Vorganger von ¢; die Wurzel ist der Reprdsentant s; die
Wourzel zeigt auf sich selbst als ,Vorgéanger": p(i) = i genau
dann wenn ¢ Repradsentant ist.
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Leicht einzusehen :

Eine Funktion p: {1,...,n} — {1,...,n} stellt einen wurzel-
gerichteten Wald dar

genau dann wenn

fir jedes i die Folge ig = 4,41 = p(ig),...,9 = p(i;-1),---
schlieBlich ein 4; mit p(i;) = 4; erreicht

(d. h.: die Vorgéangerzeiger bilden keine Kreise der Lange > 1).
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Eine kostengiinstige Darstellung eines solchen wurzelgerichte-
ten Waldes benutzt nur ein Array p[1..n]: array of int;
fiir Knoten i gibt der Eintrag p[i] den Vorgangerknoten p(7)
an.

Das dem Wald im Beispiel entsprechende Array sieht so aus:

12 3 456 7 89 10 11 12
p:|214(12|4]2(6|7|6|7]10[11| 7
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Implementierung von find(7):

Prozedur find(i)
1) J =1
(x verfolge Vorgangerzeiger bis zur Wurzel x)
2 Jij<plil
(3) while jj # j do
(4 3«3
6 Ji—pll;
(6) return j.

Zeitaufwand: ©(depth(i)) = ©(Tiefe von i in seinem Baum).
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union(s, t): Gegeben: Verschiedene Reprasentanten s und t.

Man macht einen der Repr'aisentanten zum Sohn des anderen,
setzt also p(s) :=t oder p(t) := s.

7 Welche der beiden Optionen sollte man nehmen?

Ungeschickt: union(i,i + 1), ¢ = 1,...,n — 1, dadurch
ausfiihren, dass man nacheinander p(i) := i 4+ 1 ausfiihrt.
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Dies fiihrt zu dem Baum

D@ ~D-ED

find-Operationen sind nun teuer! Ein find(i) fiir jedes i €
{1,...,n} hat Gesamtkosten ©(n?)!
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Trick: Fiihre fiir jeden Knoten i eine Zahl rank(i) (Rang)
mit, in einem Array rank[1..n]: array of int, mit

rank[7] = Tiefe des Teilbaums mit Wurzel <.
D) D) Oy OO
) 2R @ ®

1 o 1 0

0 0 0

Bei union(s,t) machen wir die Wurzel desjenigen Baums zur
Waurzel der Vereinigung, die den groBeren Rang hat (,, union by
rank"). Bei gleichen Réngen ist die Reihenfolge gleichgiiltig —
(genau) in diesem Fall steigt der Rang des Wurzelknotens
an.
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Operationen:

Prozedur init(n) (* Initialisierung )
(1) Erzeuge p, rank: Arrays der Lange n fiir int-Eintrige
(2) for i from 1 to n do
3) plil <« i; rank[i] « O;
(* n Bdume mit je einem (Wurzel-)Knoten vom Rang 0 )

Zeitaufwand: O(n).

Prozedur union(s,t)
(* Ausgangspunkt: s, ¢ sind verschiedene Reprdsentanten von Klassen x)
(x D.h.: pls] = sund plt] =t %)

(1) if rank[s] > rank[t]

(2) then p[t] « s
(3) elseif rank[t] > rank[s]
(4) then p[s] <« ¢t

(5) else p[t] <« s; rank[s] « rank[s] + 1.
Zeitaufwand: O(1).
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Beispiele:

union(4,7) wiirde liefern:

&0
°E0

1

f °§

union (6, 7) wiirde liefern:

P
ofi\@/%\:

©-Cp

“E0
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Satz 3.5.1

Die eben beschriebene Implementierung einer Union-Find-
Struktur mit einem wurzelgerichteten Wald hat folgende Ei-
genschaften:

a) Sie ist korrekt (d. h. hat das vorgesehene
Ein-/Ausgabeverhalten).

b) init(n) bendtigt Zeit ©(n);
find(7) bendtigt Zeit O(logn);
union(s, t) bendtigt Zeit O(1).
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Beweis:

(a) Betrachte eine Operationenfolge Op, = init(n), Op;,
., Opg, wobei die letzten k£ Operationen legale union-
Operationen sind.

Man beweist durch Induktion iiber ¢, dass nach init(n) und
nach jedem Op, gilt:

Das p-Array stellt diejenige Partition als wurzelgerichteten
Wald dar, die von Op, = init(n), Op;, . . ., Op, erzeugt wird.
Weiter ist sizelt| = | K| fiir jeden Reprasentanten t¢.

Aus der Behauptung folgt dann auch, dass die find-
Operationen immer die korrekte Ausgabe liefern.

FG KTuEA, TU llmenau Effiziente Algorithmen — SS09 — Kapitel 3 — Teil 2 35




Beweis: (Fortsetzung)
(b) Wir beobachten:
Fakt 1: ¢ # p(i) = rank(i) < rank(p(i)).

Beweis: Wenn eine Wurzel s Kind von ¢ wird, dann ist entweder
rank(s) < rank(t) (und das bleibt so) oder es ist rank(s) =
rank(t), und der Rang von t erhoht sich nun um 1.

Bei Knoten, die keine Wurzeln mehr sind, 3ndern sich
Vorganger und Range nicht mehr.
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Fakt 2: Wenn s Wurzel des Baums B ist und h = rank(s)
gilt, dann enthdlt B, mindestens 2" Knoten.

Beweis: Ein Knoten vom Rang h entsteht, wenn zwei Baume
vereinigt werden, deren Wurzeln beide Rang h — 1 haben.
Daraus folgt Fakt 2 leicht durch Induktion iiber h =0,1,....

Fakt 3: Bei n Knoten insgesamt gibt es hdchstens n/2"
Knoten von Rang h.

Beweis: Wegen Fakt 1 konnen Knoten mit Rang h nicht
Nachfahren voneinander sein. Also sind alle Unterbdume, deren
Wurzeln Rang h haben, disjunkt. Aus Fakt 2 folgt leicht, dass
auch fiir Knoten 7 im Inneren von Biumen mit rank(i) = h
gilt, dass ihr Unterbaum mindestens 2" Knoten hat. Also kann
es nicht mehr als n/2" solche Knoten geben.
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Aus Fakt 3 folgt, dass es keine Knoten mit Rang groBer als
logn geben kann.

Also hat kein Baum Tiefe groBer als logn, also kosten find-
Operationen maximal Zeit O(logn). O
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Pfadkompression

Eine interessante Variante der Union-Find-Datenstruktur, die
mit einem wurzelgerichteten Wald implementiert ist, ist der
Ansatz der , Pfadkompression” (oder , Pfadverkiirzung").

Bei einem find(i) muss man den ganzen Weg von Knoten i
zu seiner Wurzel r(i) ablaufen; Aufwand O(depth(i)).

Ein gutes Ziel ist also, diese Wege moglichst kurz zu halten.

Idee: Man investiert bei find(i) etwas mehr Arbeit, jedoch
immer noch im Rahmen O(depth(i)), um dabei die Wege zu
verkiirzen und damit spatere finds billiger zu machen.

Jeder Knoten ¢ = 1ig,41,...,1q_1 auf dem Weg von ¢ zur
Wurzel ig = 7(i) wird direkt als Kind an die Wurzel gehangt.
Kosten pro Knoten/Ebene: O(1), insgesamt also O(depth(i)).
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Beispiel: d = depth(i) = 4.
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Die neue Version der find-Operation:

Prozedur find(i) (x Pfadkompressions-Version )
(1) 3«3
(* verfolge Vorgdngerzeiger bis zur Wurzel r(i): %)
(2)  3ij < plil;
(3) while jj # j do
(4) Jj <=3
(5) jj < plid;
(6) T — j; (* T enthalt nun Wurzel r(i) *)
(* Erneuter Lauf zur Wurzel, Vorgingerzeiger umhingen: x)
(7 j i
(8)  3ij < plil;
(9) while jj # j do
(10)  plil —
(1) j < i
(12) i3 < pliL
(13) return r.
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Beispiel:

find (8)
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Analyse: Interessant, neue Technik.
Die union-Operationen werden exakt wie bisher durchgefiihrt.

Beobachtungen: (1) Die Werte im rank-Array werden ak-
tualisiert wie vorher. Man kann sie aber nicht mehr als
Baumtiefen interpretieren.

(2) Nach (1) fallt bei einer union-Operationen die Entschei-
dung, welcher Knoten Kind eines anderen wird, exakt wie im
Verfahren ohne Pfadkompression. Daher verandert die Pfad-
kompression die Knotenmengen der Baume (also die Klassen)
und die Reprasentanten nicht.

Aus (1) und (2) folgt, dass Fakt 2 weiterhin gilt.

Feinheit: Nicht-Wurzeln vom Rang h konnen — weil bei der
Pfadkompression Kindknoten abgehangt werden kdnnen —
weniger als 2" Nachfahren haben.
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(3) Wenn ein Knoten i Kind eines anderen wird (also aufhort,
Reprasentant zu sein), dann @ndert sich sein Rang, wie in
rank[i] gespeichert, nie mehr. Dies gilt in der Version oh-
ne und in der Version mit Pfadkompression. Diesen Wert
werden wir als den , endgiiltigen“ Rang von 7 ansehen.
Solange ein Knoten Wurzel ist, ist sein Rang nicht endgiiltig

und wird hier nicht beriicksichtigt.

Die Rang-Werte sind damit in der Version mit und in der
Version ohne Pfadkompression stets identisch.

Insbesondere: Fakt 3 gilt weiterhin.

(4) Weder union- noch find-Operationen (mit Pfadkompressi-
on) dndern etwas an Fakt 1: Ringe wachsen strikt von unten
nach oben entlang der Wege in den Baumen.

(Beweis durch Induktion iiber ausgefiihrte Operationen, Ubung.)
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Definition: F(0) := 1, F(i) := 2P0 fiir 4 > 1.

F(i) ist die Zahl, die von einem ,, Zweierpotenzturm* der Héhe
¢ berechnet wird:
2

2? )
F(iy= 22/ i Zweien
Beispielwerte:
i||0|1|2|3| 4 | 5 | 6
F(i) ‘ 1 ‘ 2 ‘ 4 ‘ 16 ‘ 65536 ‘ 965536 | 9202730
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Definition: log™ n := min{k | F(k) > n}.
Leicht zu sehen: log™n = min{k | loglog...logn < 1}.
k
Nun teilen wir die Knoten j mit Rang > 0 (Nicht-Blatter,
Nicht-Wurzeln) in ,,Ranggruppen” Gy, G1,Ga, ... ein:

Knoten j gehort zu Ranggruppe Gy,
wenn F(k —1) < rank(j) < F(k) gilt.

Go: Rang 1; G1: Rénge 2,3; G5: Range 4,...,16;
G'3: Range 17,...,65536; etc.

Wenn j in Ranggruppe Gy, ist, folgt (mit Fakt 3):
F(k}) — 2F(k—1) < 2rank(j) < 210gn = n.

Also: k < log"n, d.h. es gibt maximal log*n nichtleere
Ranggruppen.

FG KTuEA, TU limenau Effiziente Algorithmen — SS09 — Kapitel 3 — Teil 2 46

Beachte: 265536 > 10006%%3 > 109%90: Werte n mit log*n > 5
kommen in wirklichen algorithmischen Anwendungen nicht vor.
= Man wird nie mehr als fiinf nichtleere Ranggruppen sehen.

(Es gilt aber: lim,,_,, log" n = c0.)
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Wir wollen nun die Kosten von m find-Operationen berechnen.
Bei find(i) lauft man einen Weg i = ig,i1 = p(ig),iz =
p(i1),...,iq = p(iq—1) entlang, von i bis zur Wurzel (i) = i4.

“
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Wir veranschlagen Kosten d + 1 fiir diese Operation, also 1
fiir jeden Knoten j auf dem Weg.

Die Rechenzeit fiir alle m finds zusammen ist dann
O(Summe aller ,Kosten".)

Fiir die Kostenanalyse benutzen wir die sogenannte
Bankkontomethode, in einer anschaulichen Form.
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Ein Knoten in Ranggruppe k bekommt F'(k) Euros Ta-
schengeld, in dem Moment, in dem er aufhort, Reprasen-
tant/Baumwurzel zu sein, sein Rang also endgiiltig feststeht.
In G, sind Knoten mit Rangen F'(k—1)+1,..., F(k). Nach
Fakt 1 gilt:

no_n
9F(k—1) F(k)

n n n
’Gk’ < oF(k—1)+1 + oF(k—1)+2 +eoet oF (k) <

Also bekommen alle Knoten in G, zusammen hdchstens n
Euros, und in allen hochstens log*n Ranggruppen zusam-
men werden nicht mehr als nlog*n Euros als Taschengeld
ausgezahlt.

Dies ist ein entscheidender Punkt in der Analyse: Die Ranggruppen sind
sehr klein, daher kann man sich ein groBziigiges Taschengeld leisten.
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Weiter legen wir m(2+1log™ n) Euros in einer , Gemeinschafts-
kasse" bereit.

Ziel: Wir wollen zeigen, dass das Taschengeld und das Geld in
der Gemeinschaftskasse zusammen ausreichen, um die Kosten
aller m find-Operationen zu bestreiten.
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Wir betrachten eine find(i)-Operation. Jeder Knoten j auf
dem Weg verursacht Kosten 1.

Ranggruppe:

e

Es gibt drei Fille. A
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Ranggruppe:
GK (i)

3
/e
2
Sl
|
A :
(i) 7 ist Wurzel oder ist der vorletzte Knoten auf dem Weg

von ¢ nach (7).
Die Kosten von j bestreiten wir aus der Gemeinschaftskasse.
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Ranggruppe:

GK (i)
GK (i)

AA
W

Dieser Fall kostet maximal 2 Euros fiir die find(i)-Operation.

Ab hier: j ist nicht Wurzel oder vorletzter Knoten.
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Ranggruppe:

GK (i)

OEBER0)
i) 0 | GK (i)

A@ - (GK(ii)

(ii) rank(j) = 0 oder p(j) ist in einer hoheren Ranggruppe als j.
Fiir die Kosten dieser j bezahlen wir mit (héchstens) log™ n
Euros aus der Gemeinschaftskasse.
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3
(g 3
%) 2 GK (ii)
APY
A G 1 [GK (i)
A 0 0 [GK (i)

AAQ - eKi)

Von diesen j's kann es hdchstens log™ n viele geben, weil die
Rénge entlang des Weges strikt wachsen (Fakt 1) und es nur
log™ n Ranggruppen gibt.
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Ranggruppe:

_

(iii) p(j) ist in derselben Ranggruppe wie j.
In diesem Fall muss j mit 1 Euro aus seinem Taschengeld
bezahlen.
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Nun wird abgerechnet:

(A) Die Gesamtkosten aus Fallen (i) und (ii), summiert iiber
alle m unions, betragen hochstens m(2 + log" n); der Inhalt
der Gemeinschaftskasse reicht.

(B) Wie steht es mit Fall (iii) und dem Taschengeld?
Wir betrachten nun (Trick!) einen festen Knoten j.

Immer wenn j bezahlen muss, nimmt er an einer Pfad-
verkiirzung teil, d. h., sein neuer Vorgangerknoten p’(j) wird
seine aktuelle Wurzel (aber bleibt nicht gleich dem bisherigen
Vorganger p(j)). Wegen Fakt 1 hat der neue Vorgénger p'(j)
einen hoheren Rang als der alte.
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Sei Gi, die Ranggruppe von j. In dieser Ranggruppe gibt es
nicht mehr als F'(k) verfiigbare Rang-Werte. Daher dndert sich
der Vorgdnger von j weniger als F'(k)-mal, bevor ein Knoten
aus einer hoheren Ranggruppe Vorganger von j wird (und
alle spateren Vorganger ebenfalls aus hoheren Ranggruppen
kommen).

Also tritt Situation (iii) fir Knoten j weniger als F'(k)-mal
ein. Daher reicht das Taschengeld von Knoten j aus, um fiir
diese Situationen zu bezahlen.

Die Gesamtkosten aus Fall (iii), summiert iiber alle j's, be-
tragen also nicht mehr als das gesamte Taschengeld, also
héchstens nlog™ n.
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Satz 3.5.2

In der Implementierung der Union-Find-Struktur mit
wurzelgerichteten Waldern und Pfadkompression haben

m find-Operationen insgesamt Kosten von maximal

(2 4+ m + n)log” n, bendtigen also Rechenzeit

O((m +mn)log™n).

Jede einzelne union-Operation benétigt Zeit O(1).
Bemerkung:

(a) Da fiir real vorkommende n die Zahl log™ n nicht gréBer
als 5 ist, wird man in der Praxis eine Laufzeit beobachten, die
linear in n + m ist.

(b) Implementierungen von Union-Find-Strukturen als wurzel-
gerichteter Wald mit Pfadkompression verhalten sich in der
Praxis sehr effizient.
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Arrayimplementierung von Union-Find

Array r: [1..n] enthdlt in r[i] den Reprasentanten r(7) der
Klasse K, (;), in der ¢ gegenwdrtig liegt. In unserem Beispiel
sdhe r folgendermaBen aus:

12345 6 789 10 11 12
r:|4(4|7(4|4|6|7|6|7]10|11 7

Offensichtlich: find(7) in Zeit O(1) ausfiihrbar.

Naiver Ansatz fiir union(s,t): Durchlaufe das Array r und
andere dabei alle ,,s" in ,t" (oder umgekehrt). Kosten: ©(n).
— Dies kann man verbessern.
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Arrayimplementierung von Union-Find
Trick 1:
Halte die Elemente jeder Klasse K; (mit Reprasentant s)
in einer linearen Liste L.

Dann muss man bei der Umbenennung von ,,s" in ,,t" nur Lg
durchlaufen — die Kosten betragen ©(|Ss|). Aus Listen L, und
L; wird eine neue Liste L}.

Trick 2:

Bei der Vereinigung von Klassen sollte man den Reprasentan-
ten der groBeren Klasse iibernehmen und den der kleineren
indern, da damit die Zahl der Anderungen kleiner gehalten
wird. — Hierzu muss man die Listenlangen/KlassengréBen
in einem zweiten Array size: [1..n] halten.
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Im Beispiel:
5 6 78 9 10 11 12

r:|4(4|7(4|4|6|7|6|7]10|11 7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
size: | —|—|—|4|—|2|4|—-|—| 1|1 |—

Nur die Eintrage size[s] mit r(s) = s, also s Reprasentant,
sind relevant. Die anderen Eintrage (mit ,, —" gekennzeichnet)
sind unwesentlich.

Listen: Ly = (4,2,1,5), Ly = (7,3,12,9), Lg = (6, 8),

Lip = (10), Ly; = (11).

Fiir eine besonders sparsame Implementierung dieser Listen ist
es niitzlich, wenn L, mit dem Repradsentanten s beginnt.
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Beispiel:

union(7,6): Weil size[6] < size[T7], werden die Eintrage
r[i] fir i in Lg auf 7 gedndert und Lg = (6,8) wird
unmittelbar nach dem ersten Element 7 in L eingefiigt:

12345 6 789 10 11 12
r:| 4147|414\ 7|7T|7|T7]10]11| 7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
size: |— | —|—|4|—-|—|6|—|—|1]1]|—

Aus L7 = (7,3,12,9) und Lg = (6,8) wird die neue Liste
L. =(7,6,8,3,12,9) gebildet.
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Zeitaufwand: O(Lange der kleineren Liste) fiir die Umbenen-
nungen im Array r und O(1) fiir das Andern des Eintrags
size[t] sowie das Kombinieren der Listen.

Zur Effizienzverbesserung (um konstanten Faktor) und zur
Platzersparnis konnen wir noch folgenden Trick benutzen. Of-
fensichtlich haben alle Listen zusammen stets die Eintrage
1,2,...,n. Daher sind keine dynamisch erzeugten Listenele-
mente notig, sondern wir konnen alle Listen kompakt in einem
Array speichern:

next[l..n]: integer mit

, Js
t =
next[i] { 0, falls j letzter Eintrag in seiner Liste L, ;).
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Beispiel:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Darstellung von L; = (7,6,8,3,12,9).
(Hier sieht man, wieso Ls mit s beginnen muss.)
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Implementierung der Operationen im Detail:

Prozedur init(n) (« Initialisierung einer Union-Find-Struktur x)
(1) Erzeuge r, size, next: Arrays der Lange n fiir int-Eintrage

(2) for i from 1 to n do
(3) rli] « i;

(4) sizel[i] « 1;

(5) next[i] « 0.
Zeitaufwand: O(n).

Prozedur find(7)
(1) return r[i].

Zeitaufwand: O(1).
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falls j Nachfolger von i in einer der Listen Ly,




Prozedur union(s, t)
(* Ausgangspunkt: s,t sind verschiedene Reprisentanten x)
(1) if size[s] > size[t] then vertausche s, ;
(2) (* nun: size[s] < size[t] *)
(3) z s
(4) repeat size[s] — 1 times (x Durchlauf Ly %)
(5) rlz] « ¢

(6) z «— next[z];
(7) (* nun: z enthélt letztes Element von Lg; next [z] = 0 x*)
(8) rlz] « ¢t

(9) (* Lg nach dem ersten Eintrag in L; einhdngen: x)
(10) next[z] <« next[t]; next[t] « s;
(11) sizel[t] < sizel[t] + sizel[s].

Aufwand: O(Lange der kiirzeren der Listen Lg, L;).
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Korrektheit:

Betrachte eine Operationenfolge Op, = init(n), Opy, ...,
Op;, wobei die letzten k Operationen legale union-
Operationen sind.

Man beweist durch Induktion iiber ¢, dass nach init(n) und
nach jedem Op,, { =1,... k gilt:

Die Mengen K; = {i | r[i] = t}, fiir diejenigen t € {1,...,n}
mit r[t] = t, bilden die Partition von {1,...,n}, die von den
bisher ausgefiihrten Operationen Op, = init(n), Opy, ...,
Op, erzeugt wird. Dabei ist size[t] = |K;| und K ist die
Menge der i in {1,...,n}, die von ¢ aus durch Verfolgen von
next-Zeigern erreichbar ist.

Aus der Behauptung folgt dann auch die Korrektheit von find-
Operationen, die an jeder Stelle eingeschoben sein konnen.
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Rechenaufwand: init(n) benétigt Zeit O(n) und find()
bendtigt Zeit O(1).

Behauptung: n—1 union-Aufrufe (mehr kann es nicht geben!)
benétigen Zeit O(nlogn).

Wir behaupten nicht, dass jeder einzelne union-Aufruf Zeit O(logn)
bendtigt (hierfiir kann man leicht Gegenbeispiele konstruieren) — aber in

der Summe entféllt auf jeden solchen Aufruf ein Anteil von O(logn):
»Amortisierte Analyse*

Wir nummerieren die union-Aufrufe mit p =1,2,...,n—1
durch. Die beiden in Aufruf Nummer p vereinigten Klassen
seien K, 1 und K 2, wobei |K, 1| < |K, 5| gelten soll.

Fiir den p-ten union-Aufruf veranschlagen wir Kosten | K, 1].
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Dann ist der Gesamt-Zeitaufwand fiir alle unions zusammen

o) +0( Y IKyal).

1<p<n

Wir wollen 32, . |Kp,1| abschétzen.
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Trick: Ermittle den Beitrag zu dieser Summe aus Sicht der
einzelnen Elemente i.

Fir 1 <i<mn, 1<p <n definiere:

S 1 fallsi e Ky,
P71 0 sonst.

Dann erhalt man durch Umordnen der Summation:

S IEpal= 3 Dap= 3 (X ).

1<p<n 1<p<n 1<i<n 1<i<n 1<p<n
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In der letzten inneren Summe ¢; = 3, _, a;,, wird fiir jedes
i € {1,...,n} gezdhlt, wie oft es bei union-Operationen in
der kleineren Menge K, 1 enthalten ist (d. h. wie oft insgesamt
der Représentant seiner Klasse gewechselt hat).

Bei jeder union-Operation, bei der 7 in der kleineren Klasse ist,
wird die GroBe der Klasse mindestens verdoppelt, startend
mit der Klasse {i}. Da Klassen nicht groBer als n werden
konnen, gilt 2¢% < n, also ¢; < logn, also

Z |Kp1| = Z ci <nlogn.

1<p<n 1<i<n
Damit ist die Behauptung bewiesen. U
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Algorithmus von Kruskal mit Union-Find

Input: Gewichteter zusammenhangender Graph G = (V, E, ¢)
mit V ={1,...,n}.

1. Schritt: Sortiere die Kanten eq, . .., e, nach den Gewichten
c1 = cler),...,cm = c(en) aufsteigend.
Resultat: Sortierte Kantenliste (v1, w1, ¢1), ..., (Vm, Wi, Cm).

2. Schritt: Initialisiere Union-Find-Struktur fiir {1,...,n}.
3. Schritt: Firi=1,2,...,m tue folgendes:

s « find(v;); t « find(w;);

if s # t then begin R — RU {e;}; union(s,t) end;

(* Optional: Beende Schleife, wenn |[R| =n — 1. %)
4. Schritt: Die Ausgabe ist R.
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Satz 3.5.3

(a) Der Algorithmus von Kruskal in der Implementierung mit
Union-Find ist korrekt.

(b) Die Laufzeit des Algorithmus ist O(mlogm) + O(m) +
O(nlogn), also O(mlogn), wenn man die Union-Find-
Struktur mit Arrays implementiert.

(c) Die Laufzeit des Algorithmus ist O(mlogm) +
O(mlog*n), also O(mlogn), wenn man die Union-Find-
Struktur mit einem wurzelgerichteten Wald mit Pfadkom-
pression implementiert.

Bem.: In (b) und (c) steht der Summand O(mlogm) fiir die Kosten des

Sortierens.
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3.6 Huffman-Codes

Gegeben: Alphabet X und ,,Wahrscheinlichkeiten"

p(a) € [0, 1] fiir jeden Buchstaben a € 3. Also: > p(a) = 1.
a€EX

Beispiel:

a A B C D E F G H I K

p(a) |[0,15 | 0,08 | 0,07 | 0,10 | 0,21 | 0,08 | 0,07 | 0,09 | 0,06 | 0,09

Gesucht: ein ,,guter bindrer Prafixcode fiir 3.
Definition Préafixcode:

Jedem a € ¥ ist bindrer ,,Code" ¢(a) € {0,1}" zugeordnet,
mit Eigenschaft Prafixfreiheit:

Fiir a,b € 3, a # b ist ¢(a) kein Prafix von ¢(b).

Beispiel:

Herkunft der Wahrscheinlichkeiten:

(1) Buchstabenh3ufigkeit in natiirlicher Sprache oder
(2) empirische relative Haufigkeiten in einem
gegebenen Text w = ay ... an:

Anteil des Buchstabens a an w ist p(a) - 100 %.
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A B C D E F G H I K

1100 | 0110 | 000 | 111 | 10 | 0011 | 010 | 0010 | O111 | 1101

Codierung von Woartern (Zeichenreihen):

clay...an) =clay)---clay,) € {0,1}*.

Zur Codierung benutzt man (konzeptuell) direkt die Tabelle.
Beispiel: ¢(F E I G E )=001110011101010.
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Kompakte Reprasentation des Codes als Binarbaum:

Blatter sind mit Buchstaben markiert; Weg von der Wurzel
zum Blatt gibt das Codewort wieder (links: 0, rechts: 1).

Decodierung: Laufe Weg im Baum, vom Codewort gesteuert,
bis zum Blatt. Wiederhole mit dem Restwort, bis nichts mehr
iibrig ist. — Prafixeigenschaft = keine Zwischenraume notig.

Beispiel: 001111000000010 liefert ,, FACH".

FG KTuEA, TU limenau Effiziente Algorithmen — SS09 — Kapitel 3 — Teil 2 78

1. Idee: Mache alle Codewérter c¢(a) gleich lang,
am besten [log, |X|] Bits.

= c(aj ...a,) hat Lange [log, |X]] - n.

(Beispiele: 52 GroB- und Kleinbuchstaben plus Leerzeichen und Satzzei-
chen: log 64 = 6 Bits pro Codewort. ASClI-Code: 8 Bits pro Codewort.)

2. Idee: Einsparmdglichkeit: Haufige Buchstaben mit kiirzeren
Codes codieren als seltenere Buchstaben.

Erster Ansatz zu Datenkompression (platzsparendes Spei-
chern, zeitsparendes Ubermitteln).

Hier: ,,verlustfreie Kompression*“ — die Information ist un-
verandert vorhanden.

Gegensatz: MP3: Informationsverlust bei der Kompression.
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A B C D E F G H | K
p(a) |[ 0,15 | 0,08 | 0,07 | 0,10 | 0,21 | 0,08 | 0,07 | 0,09 | 0,06 | 0,09
c1 || 0000 | 0001 | 0010 | 0011 | 0100 | 0101 | 0110 | 0111 | 1000 | 1001
co || 1100 | 0110 | 000 | 111 | 10 |o0011 | 010 | 0010 | 0111 | 1101

Wir codieren eine Datei T' mit 100000 Buchstaben aus X,
wobei die relative Haufigkeit von a € ¥ durch p(a) gegeben
ist.

Mit ¢; (fixe Codewortlange): 400000 Bits.

Mit co (variable Codewortldnge):

(4-(0,15 4 0,08 + 0,08 + 0,09 + 0,06 + 0,09)) + 3 - (0,07 +
0,10 + 0,07) + 2 - 0,21 - 100000 = 334000 Bits.

Bei langen Dateien und wenn die Ubertragung teuer oder langsam ist,
lohnt es sich, die Buchstaben abzuzihlen, die relativen Haufigkeiten p(a)

zu bestimmen und einen guten Code mit unterschiedlichen Codewortlangen
zu suchen.

FG KTuEA, TU limenau Effiziente Algorithmen — SS09 — Kapitel 3 — Teil 2 80

Definition

Ein Codierungsbaum fiir das Alphabet X ist ein Bindrbaum

T, in dem

e die Kante in einem inneren Knoten zum linken /rechten Kind
(implizit) mit 0 (1) markiert ist;

e jedem Buchstaben a € 3 ein Blatt (externer Knoten) von
T exklusiv zugeordnet ist.

cr(a) ist die Kanteninschrift auf dem Weg von der Wurzel
zum Blatt mit Inschrift a.

Die Kosten von T unter p sind definiert als:
B(T,p) = ,exp(a) - dr(a),
wobei dr(a) die Tiefe des a-Blatts in T ist.
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Beispiel: Wenn T unser Beispielbaum ist und p die Beispiel-
verteilung, dann ist B(T,p) = 3,34.

Leicht zu sehen: B(T,p) = |cr(ay ... an)|/n, wenn die relative
Haufigkeit von a in w = a; ... a, durch p(a) gegeben ist,

oder B(T,p) = die erwartete durchschnittliche Bitzahl pro
Buchstabe, wenn die Buchstabenwahrscheinlichkeiten durch
p(a) gegeben ist.
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Ziel: Minimierung von B(T,p) zu gegebenem p: ¥ — [0, 1].

Beobachtung (siehe Lemma 3.6.1 unten):

Wenn es in T" einen inneren Knoten v gibt, der einen leeren und
einen nichtleeren Unterbaum hat, kann man diesen Knoten aus
T entfernen, ohne die Kosten zu erhdhen. —

Weil es nur endlich viele Codierungsbaume T gibt, in denen
jeder innere Knoten zwei Kinder hat, gibt es Codierungsbaume,
die B(T, p) minimal machen.

Solche optimalen Baume heiBen Huffman-Baume, die ent-
sprechenden Codes heiBen Huffman-Codes.

Huffman-Baume sind i. A. nicht eindeutig; zu einem p gibt es
verschiedene Huffman-Baume.

Aufgabe: Gegeben p, finde einen Huffman-Baum zu p.
Methode: ,,Greedy*“.
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Lemma 3.6.1

In einem Huffman-Baum T hat jeder innere Knoten zwei
Kinder.

Beweis: Sei T Huffman-Baum, v innerer Knoten mit einem
leeren Unterbaum. Dann kann man v aus 7' herausschneiden.
Resultat: 7" fiir ¥mit denselben markierten Blattern wie T,
aber in einigen Féllen kiirzeren Codewortern:

—_—

Umbau:

f \ B fehit  Uberspringe v

Lemma 3.6.2

Es seien a, a’ zwei Buchstaben mit p(a), p(a’) < p(b) fiir alle
be X —{a,ad}.
(a, @’ sind die beiden ,,seltensten Buchstaben.)

Dann gibt es einen Huffman-Baum, in dem die a- und a'-
Blatter Kinder desselben inneren Knotens sind.

Daher: B(T,p) > B(T',p). O
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Beweis: 2. Fall: a’-Knoten nicht in T,.

Starte mit beliebigem Huffman-Baum T

0.B.d.A. (Le. 3.6.1): Alle inneren Knoten haben zwei Kinder.
a und «’ sitzen in Blattern von T, Tiefen d(a) und d(a’).
O.B.d.A.: (x) dr(a) > dr(a’) (sonst umbenennen).

Der a-Knoten hat einen Bruderknoten v (innerer Knoten oder
Blatt).

1. Fall: Der a/-Knoten liegt im Unterbaum T, mit Wurzel v.
Wegen (%) muss er gleich v sein, und a-Knoten und a’-Knoten
sind Geschwisterknoten in 7.
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Klar: auch a-Knoten nicht in 7,,.
Weil T, mindestens ein Blatt hat und p(b) > p(da’) fiir alle
be X —{a,ad} gilt, haben wir

> p(b) = p(d).

b in Ty
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Wir vertauschen Blatt @’ und T,,.

Liefert Codierungsbaum 77, in dem a und o’ Geschwister sind,
und fiir den gilt:

B(T',p)=B(T,p) = (dr(a)—dr(a")(p(a) = Y p(b)) <O0.

b in Ty

Das heiBt: auch 7" ist ein Huffman-Baum fiir p. O
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Damit ist der erste Schritt zur Realisierung eines Greedy-
Ansatzes getan!

Man beginnt den Algorithmus mit
,,Mache die beiden seltensten Buchstaben zu Geschwistern®.

Dann ist man sicher, dass dies stets zu einer optimalen Losung
ausgebaut werden kann.

Diese optimale Losung findet man rekursiv (konzeptuell) bzw.
dann in der Realisierung iterativ.
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Ansatz: Wir bauen einen Huffman-Baum ,,bottom-up“ auf,
per Rekursion.

Wenn |X| = 1: fertig, man ben&tigt nur einen Knoten, der
auch Blatt ist.
Optimalitat: Klar.

Sonst werden zwei , seltenste” Buchstaben a, a’ zu benach-
barten Blattern gemacht.

o
[N
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Die Wurzel des so erzeugten Mini-Baums wird als ein ,,Kunst-
buchstabe" b aufgefasst mit p(b) = p(a) + p(a’).

Neues Alphabet: ¥ := (¥ — {a,a’}) U {b}; neue Verteilung:

ron | p(d) falls d # b
pld) = { p(a) +p(a’) fallsd=b

Nun bauen wir durch rekursive Verwendung des Algorithmus
einen Huffman-Baum 7" fiir ¥/ und p'.

In T fiigen wir an der Stelle des b-Knotens den a,a’-Baum
ein.

Ergebnis: Ein Codierungsbaum 7' fiir X und p,
mit B(T,p) = B(T',p) + (p(a) + p(a’)).  (Checken!)
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Lemma 3.6.3: T ist Huffman-Baum fiir (X, p).
Beweis: Durch Induktion uber die rekursiven Aufrufe.

Nach Lemma 3.6.1 gibt es einen Huffman-Baum T, fiir (3, p),
in dem a- und a’-Knoten Geschwister sind. Daher: B(T},p) <
B(T,p).

Aus T bilden wir T7 durch Ersetzen des a, a’-Teilbaums durch
den Kunstknoten b. Dann ist 7] Codierungsbaum fiir (¥, p’).

Nach I.V. ist 77 Huffman-Baum, also B(17",p") < B(1},p’).
Daher:

B(T,p) = B(T',p)+p(a)+p(a’) < B(Ty, p')+p(a)+p(a’) = B(T1,p).

Weil Ty Huffman-Baum fiir (X,p) ist: B(T,p) = B(T1,p),
und auch 7" ist ein Huffman-Baum. [
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Man konnte nach dem angegebenen Muster eine rekursive
Prozedur programmieren.

Mit einer Priority-Queue findet man stets effizient die beiden
Knoten mit geringstem Gewicht!

Anfangs in PQ: Buchstaben a € ¥ mit Gewichten p(a) als
Schliissel.

Das Ermitteln und Entfernen der beiden leichtesten Buchsta-
ben a, a’ erfolgt durch zwei Aufrufe PQ.extractMin;

das Einfligen des neuen Kunstbuchstabens b durch

PQ.insert(p(a) + p(a’)).
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Die Implementierung wird effizienter, wenn man iterativ
vorgeht.

Eine spezielle Reprasentation des Baums (nur Vorgdngerzeiger
werden durch Indizes dargestellt) erméglicht es, ganz ohne Zei-
ger auszukommen.

Als Datenstruktur geniigt ein Array A[1..2m — 11, m = |X|.
Dabei reprasentieren die Positionen 1,...,m die Buchstaben
a1,...,0y in %, die Positionen m + 1,...,2m — 1 die m —
1 ,, Kunstbuchstaben® und inneren Knoten des zu bauenden
Baums.
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pll..2m — 1] ist ein Array, das in den Positionen 1,...,m
die Gewichte p(a;) der Buchstaben aq, ..., a,, enthilt.

Fiir den Algorithmus tut man so, als ob 1, ..., m die Buchsta-
ben und m+1,...,2m — 1 die ,,Kunstbuchstaben* waren.

Positionen p[m + 1..2m — 1]1: Gewichte der m — 1 ,,Kunst-
buchstaben®.

Das Array predecessor[1..2m — 1] speichert die Vorganger
der Knoten im Baum (Knoten 2m — 1 ist die Wurzel und hat
keinen Vorgénger).

In einem Bitarray mark[1..2m — 1] kann man mitfiihren, ob
ein Knoten linkes (,,0*) oder rechtes (,,1*) Kind ist.

PQ: Priority Queue, Eintrige: a € {1,...,2m — 1},
Schliissel: die Gewichte plal.
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Algorithmus Huffman(pri..m1)

Eingabe: Gewichtsvektor p[1..m]

Ausgabe: Implizite Darstellung eines Huffman-Baums

(1) for a from 1 to m do

(2) PQ.insert(a); (* Buchstabe a hat Prioritdt p[a] *)
(3) b+« m+1 (x letzter echter Buchstabe *)

(4)  repeat m — 1 times

(5) a « PQ.extractMin;

(6) aa «— PQ.extractMin;

(7) b < b+ 1 (x nichster Kunstbuchstabe )
(8) predecessor[a] « b;

(9) mark[a] « 0;

(10) predecessor [aa] « b;

(11) mark[aa] « 1;

(12) plbl «— plal + plaal;

(13) PQ.insert(b);

(14) Ausgabe: predecessor[1l..2m — 1] und mark[1l..2m — 1].
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Aus predecessor[1l..2m — 1] und mark[1..2m — 1] baut
man den Huffman-Baum wie folgt:
Allokiere ein Array node[1..m] mit Blattknoten-Objekten

und ein Array inner [m+1..2m — 1] mit Objekten fiir innere
Knoten.

(1) for i from 1 to m do

(2) leaf[i].letter « Buchstabe a;.
3) j < predecessor[i]

(4) if mark[i] =0

(5) then inner[j].left « leaf[i]
(6) else inner[j].right « leaf[i]
(7) for ifromm+1to2m —2 do

(8) j < predecessor[i]

(9) if mark[i] =0

(10) then inner[j].left « inner[i]
(11) else inner[j].right « inner[i]

(12) return inner[2m — 1] (x* Wurzelknoten )
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Satz 3.6.5

Der Algorithmus Huffman ist korrekt und hat Laufzeit
O(mlogm), wenn m die Anzahl der Buchstaben des Al-
phabets ¥ bezeichnet.
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Beweis: Laufzeit: Aufbau der Priority Queue dauert O(nlogn);
mit Tricks kénnte man auch mit Zeit O(n) auskommen.

Die Schleife wird (m —1)-mal durchlaufen. In jedem Durchlauf
gibt es maximal 3 PQ-Operationen, mit Kosten O(logn).

Korrektheit: Folgt aus der Korrektheit der rekursiven Version.
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Kann man B(T) fiir einen optimalen Baum einfach aus
den Haufigkeiten p(o1),...,p(c,) berechnen, ohne T zu
konstruieren?

Antwort: Ja, zumindest ndherungsweise.

Definition Sind p1,...,p, > 0 mit > 1 |, p; = 1, setzt man

H(py,...,pn) =Y _pi-log(1/p;).
1=1

H(p1,...,pn) heiBt die Entropie der Verteilung p1,...,pn.
(Wenn p; = 0 ist, setzt man p;log(1/p;) = 0, was verniinftig
ist, weil lim,~ o - log(1/z) = 0.)
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Interessant: Zusammenhang zwischen Entropie H (p1,...,py)
und der erwarteten Bitlange eines Textes, in dem n = |3
Buchstaben mit Wahrscheinlichkeiten pq, ..., p, auftreten.

Klassisches Resultat:
Lemma 3.6.6 (Lemma von Gibb)

Sind q1,...,¢n >0mit 0 ¢, <1=3"_p,, so gilt

> pilog(1/q;) > pilog(1/pi) = H(p1,- -, pn).
1=1 =1
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Beweis:

Weil logyx = Inx/In2 ist, darf man mit dem natiirlichen
Logarithmus rechnen.

>oon () - 2omn ()

X ACE)
— i) = \p

= i(QZ_pi>:iQi_ipz§O

Es wird benutzt, dass In(z) < z — 1 gilt, fiir alle z € R.
(Offenbar gilt p;In(q;/p;) < q; — p; auch fiir p; = 0.)
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Satz 3.6.7 (Kraft’sche Ungleichung)

Es seien n > 1, l1,...,l, € N. Dann existiert ein Prafixcode
mit Codewortldngen [q,...,[, genau dann wenn

f: 27k < 1.
=1

Auch hier ist der Beweis sehr einfach: Statt , Existenz eines
Prafixcodes” kann man auch , Existenz eines Bindrbaums mit
Blattern auf Tiefe ly,...,0," sagen, nach den Bemerkungen
am Anfang des Abschnitts.
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"

=" Es seien x1,...,x, € {0,1}* die Codewdrter eines
prafixfreien Codes mit |z;| =1;, 1 <i < n. Sei L := max{l; |
1 <i<n}. Klar:

B; = {x;s | s € {0,1}F74}

hat 207! Elemente und alle B; sind disjunkt (wegen der
Prafixfreiheit). Also:

n n
L _ L-1;
i=1 i=1
h. .
§ 2l <1
i=1
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,<": Nun seien l1,...,l, > 1 gegeben, mit > 27l < 1.
Wir benutzen Induktion iiber n > 1, um die behauptete
Existenz eines passenden prafixfreien Codes zu zeigen.

n = 1: Wihle ein beliebiges Codewort x; aus {0, 1}1. (Ach-
tung: Wenn [; = 0, ist 1 = ¢, das leere Wort. Dies entspricht
einem Codierungsbaum, der nur aus der Wurzel besteht.)
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Nun sei n > 2. Wir ordnen (0.B.d.A.) die [, ...,l, so an, dass
Iy > 13>+ >1, gilt. Wenn [; > 5, hat man Z?:z 2ln—li <
27 und die Summe ist durch 2»~!2 teilbar, also gilt sogar
S 2Tl <2l 9=tz D h:2m(eml) L S o=l <,

Setze I} := I3 — 1 und finde (nach Induktionsvoraussetzung)

einen Prafixcode {x),x3,24,...,2,} fur I4,1l3,...,0l,. Nun
bilde x5 := x}1 und x1 := 2}0...0 (mit l; — I3+ 1 angehang-
ten Nullen). Es ist leicht zu sehen, dass auch {z1,...,2,}

prafixfrei ist.
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Beispiel:
(lh,...,1lg) = (1,4,5,3,6,3); sortiert: (6,5,4,3,3,1).

Dies fiihrt zu rekursiven Aufrufen fiir:
1) (4,4,3,3,1)

2) (3,3,3,1)

3) (2,3,1), sortiert: (3,2,1)

4) (1,1)

5) (1).
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Die Prafixcodes fiir diese Aufrufe:
5) {e}

4) {0,1}

3) {000,01,1}, also {01,00,1}
2) {010,001, 000, 1}

1) {0100,0101,011,000,1}

Gesamtlosung: {010000,01001,0101, 011,000, 1}
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Satz 3.6.8 (Huffman versus Entropie)

Sind p1,...,pn > 0 mit YI" , p; = 1 gegeben, so gilt fiir
einen Huffman-Baum T zu Buchstaben a,...,a, mit den
Wahrscheinlichkeiten p1, ..., pn:

H(plﬂ"'7pn) SB(T) SH(p17"'7pn)+1'

(Informal: Die erwartete Zahl von Bits, die man braucht, um
einen Text t1...ty lber ¥ = {o01,...,0,} zu codieren, liegt
zwischen N - H(p1,...,pn) und N - (H(p1,...,pn) +1).)
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Beweis: 1. Ungleichung: Es seien [y,...,l, die Tiefen der
Blatter in T" zu den Buchstaben oq,...,0,. Dann gilt
S 274 < 1 nach Satz 7.4.10. Damit kénnen wir Satz

7.4.9 mit ¢; = 27 % anwenden und erhalten

B(T) = Zpi = Zpi -log(1/27%) > H(py, ..., pn).
1=1 1=1
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Fir die 2. Ungleichung geniigt es zu zeigen, dass ein Co-
dierungsbaum T fiir o4,...,0, existiert, in dem B(T') <
H(p1,...,pn) + 1 gilt. (Unser Huffman-Baum T erfiillt ja
B(T) < B(T").) Wir setzen [; := [log(1/p;)], fir 1 <i <n,
und beobachten:

i o=l — i 9—Mog(1/p)] < i 9~ log(1/p;)
=1 =1 =1
= sz' =1.
=1
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Nach Satz 3.6.9 existiert also ein Prafixcode mit Code-
wortlangen (lq,...,l,); im entsprechenden Codierungsbaum
T’ ordnen wir dem Blatt auf Tiefe [; den Buchstaben o; zu.
Dann ist

BI) = 3opibis 3 pie (os/p) +1)

= H(p17-'~7pn)+zpz

i=1
= H(pi,---,pn) + 1.

Bemerkung: Es gibt bessere Kodierungsverfahren als Huffman
(vermeiden den Verlust von bis zu einem Bit pro Buchstabe:
z.B. , arithmetische Kodierung"), aber Huffman-Kodierung ist
ein guter Anfang . . .

FG KTuEA, TU llmenau Effiziente Algorithmen — SS09 — Kapitel 3 — Teil 2 113




