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-
Das Auswahlproblem

Im Folgenden wollen wir ein Problem behandeln, das eng mit dem
Sortierproblem verwandt ist.

SELECT

Eingabe: Eine Folge von paarweise verschiedenen Elementen S1,...,S,
aus einer geordneten Menge und ein Index i mit 1 </ < n.

Finde das /-t kleinste Element, d.h. einen Schliissel S;, so dass fiir i — 1
Schliissel Sy < S; und fiir n — i Schliissel S, > S; gilt.

Bemerkung

Das Problem SELECT ist eng mit dem Problem MEDIAN verwandt:
o LOWER_MEDIAN(Sy,...,S,) = SELECT(Sy1,...,5,,[5])
o UPPER_MEDIAN(S;,...,S,) = SELECT(Sy,...,Sp, [5])
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Eine einfache Losung

Eine mogliche Lésung ist natiirlich:

Algorithmus (SELECT mittels SORT)

Eingabe: Eine Folge von paarweise verschiedenen Elementen
S1,...,S, aus einer geordneten Menge und ein Index i mit1 <i <n
Ausgabe: Das i-t kleinste Element

Sortiere die Eingabe
Wihle aus der Sortierten Liste das i-te Element aus

Die Laufzeit dieses Verfahrens ist im schlechtesten und mittleren Fall
mindestens Q(nlog n) bei allgemeinen Schliisseln.

Es gibt jedoch eine weitere einfache Losung, die im Mittel sogar linear ist.
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Algorithmus (FIND)

Eingabe: Eine Menge M von paarweise verschiedenen Elementen
S1,...,S, aus einer geordneten Menge und ein Index i mit1 <i <n
Ausgabe: Das i-t kleinste Element

Wahle ein zufilliges Element S aus

My = {Sk ‘ Sk < S}

My = {Sk | Sk > 5}

wenn |M;| =i — 1 dann gebe S aus

wenn |M;| > i dann gebe FIND(My, i) aus

wenn |M;| < i — 1 dann gebe FIND(M,, i — |My| — 1) aus

Die Korrektheit des Algorithmus ist sofort intuitiv klar. Es bleibt die
Laufzeit zu untersuchen.
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Die Laufzeit von FIND

Im schlechtesten Fall wahlen wir in jeder Runde den kleinsten oder groBten
Schliissel. Das fiihrt zu insgesamt n — 1 Runden mit den Laufzeiten
O(n—1),0(n—2),...,0(1), denn in der k-ten Runde muss der gewahlte
Schliissel mit n — k anderen verglichen werden. Also ergibt sich insgesamt
O(n?) im schlechtesten Fall.

Betrachten wir die Laufzeit im mittleren Fall.

Wir haben n Elemente und nehmen an, dass das gewahlte Element S mit
Wahrscheinlichkeit % das k-t kleinste ist, d.h.

1
P(S ist das k-t kleinste Element) = — fiir 1 < j < n.
n

Dr. Michael Brinkmeier (TU limenau) Effiziente Algorithmen 8.7.2005 5 /24



]
Die mittlere Laufzeit von FIND

Sei T(n, i) die mittlere Laufzeit von FIND(S;,...,S,; i) und
T(n) := max;(T(n,i)).

Offensichtlich gilt T(1) < C fiir eine positive Konstante C.
Sei S das k-t kleinste Element, dann gilt

My| = k—1 und [My| = n—1— [My| = n— k.

Damit ergeben sich die folgenden Fille:
o Falls k = i wird nur S zuriick gegeben.
@ Falls k > i+ 1 wird FIND(Mjy, i) aufgerufen.
@ Falls k < i wird FIND(Ma, i — k) aufgerufen.
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Die mittlere Laufzeit von FIND

Damit ergibt sich die folgende Abschitzung:

i—1 n
. 1 . .
T(n,i) < Cn +— Y T(n—ki—k+ D + Y T(k—1,)
Teilen k=1 k=i k=i+1

J/

k<i k>it1

Und somit

i—1 n—1
T(n) < Cn+ % max (Z T(h—k)+D+Y T(k))

k=1 k=i
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Lemma

T(n) <4Cn+ D fiirn>1

Beweis
Fiirn=1 gilt T(1) < C <4Cn+ D.
Fiir n > 1 ergibt sich:

T(n) < Cn+ % max (Iz_: T(n—k)+ D—i—nz_: T(k))

k=1 k=i

i—1 n—1
gcn+9+1max< (4C(n—k)—|—D)+Z(4Ck—|—D)>
nen o k=i

n—1 n—1
D 1
:Cn~|—;+;mlax< Z 4Ck+Z4Ck~I—(n—1)D>

k=n—i+1 k=i

v
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Beweis (Fortsetzung)

n—1 n—1
D 1
T(n)—Cn+;+—max< Z 4Ck+Z4Ck+(n—1)D)

k=n—i+1 k=i

n 1 n—1
—Cn+D+—max< k+zk)
k=n—i+1 =i
_Cn+D+ ( = (”_’+21)(”_')
n—l) i(i—1)
2 2 )
:cnw#mf“(n(n—l)—‘”"Z”("_')—'('51))
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Beweis (Fortsetzung)

(n—i+L(n—i) i(i—1)

T(n):Cn—i—D—i—Emax(n(n—l)— >
n ]

n?  3n

4C
=Cn+D+—max| —=——+4ni—i%+i
n i 2 2

Um das Maximum abzuschdtzen, betrachten wir die Funktion

2

3n 5
— — +tnx—Xx"+x

=53

auf dem Intervall [1, n]. Es ergibt sich
f'(x)=n—2x+1und f'(x) = -2

D.h. an den Nullstellen von f' liegt ein lokales Maximum vor.

2

)
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Beweis (Fortsetzung)
Es gilt

flix)=n—2x+1=0 & x= >

Fiir n > 1 liegt dieser Wert im Intervall [1, n].
Damit gilt

f(X)Sn_2_3_n n(n+1) (n+1) ntl 3,
2 2 2 4 2 4
uns somit
4C 1
(n)<Cn+D+— “n?—(n—1)
4 2
< Cn+D+ Ci e

=Cn+D+3Ch=4Cn+D O

n+1

— —(n—l)

v
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Satz
Der Algorithmus FIND hat auf n Elementen eine mittlere Laufzeit von
O(n) und benétigt im schlechtesten Fall O(n?).

Die Laufzeit im schlechtesten Fall kann aber noch weiter verbessert
werden.

Ahnlich wie bei der Verbesserung von QUICKSORT, kénnen wir statt nur
eines Elementes mehrere Elemente wahlen und das Element S, an dem wir
die Menge aufteilen, aus diesen auswahlen.

Eine Moglichkeit hierfiir wére S als Median von k zufdlligen Elementen zu
wahlen.

Das reicht aber nicht um im schlechtesten Fall lineare Laufzeit zu erhalten.
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Algorithmus (SELECT)

Eingabe: Eine Menge M von paarweise verschiedenen Elementen
Si1,...,Snh aus einer geordneten Menge und ein Index i mit 1 < i <n
Ausgabe: Das i-t kleinste Element

wenn n < 100 dann Sortiere M und bestimme das i-te Element
sonst
fiur i=1,...,k:=[g] tue
M; = {55(,-_1)+1, e 55,-} (soweit wie méglich)
Sortiere M; und setze m; :=MEDIAN(M;)
Ende
S = SELECT({m1,...,my},[X])
A=1{5]5 <5}
B::{5j|5j>5}
wenn |A| > i dann gebe SELECT(A, i) aus
wenn |A| < i dann gebe SELECT(B,i — |A|) aus
Ende
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SELECT

Lemma

AL, 1B| > 1—31n fiir n > 100

Beweis

Sein>100 und n=10x +y mit 0 < y < 10, d.h. x > 10.
Damit gilt

ﬁ:2x—i—Z und somit 2x < [ﬁ-| =k <2x+2.
5 5 5
z k
x < W;T‘ = [5-‘ = z<x+1
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Beweis (Fortsetzung)

Ordnen wir die Mengen M; nach ihrem Median, kénnen wir sie
folgendermaBen anordnen:

(] [ ] OO [ ] [ [ [ [ ) [ )
vV Vv Vv Vv vV \% \% B/ \%
(] [ ] OO [ ] [ [ [ [ ) [ )
V vV vV V vV Vv Vv Y
m < m my;—1 < mz mz41 mox < M1 < Maxy2
Vv Vv Vv vV

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
v A v . Vv v vV

[ ] [ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Dabei kénnen die letzten beiden Spalten leer sein!
A" enthalt nur Elemente < m,, d.h. A C A
B’ enthélt nur Elemente > m,, d.h. B C B
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Beweis (Fortsetzung)

L] [ ] L] L] L] L] [ ] [ ]
Y v Vv v Y v v g v
] [ ] ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Y v Y Y Vv Vv Vv v
m < m Mme—1 <  mx Myy1 Myx—2 < My—1 < M
v Y v
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] L] L]
v Al v Vv v % % % v
[ ] [ [ ] [ ) [ ] [ ] ] ]

Falls y = 0 gilt, gilt z = x, k = 2x und alle |[M;| =5 fiir alle i. Damit gilt

|A| > |A'| =3x und |B| > |B| =3x +2 > 3x.

Da n = 10x gilt, ergibt sich

A, |B| > 3x.

v
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Beweis (Fortsetzung)

[ ) [ ) [ ) ] ] [ ) ] ]
v vV Vv \Y \% \% \Y B/ \Y

[ () [ ) [ ] [ ] ) [ ] [ ]
Y vV Y V v \Y Y% \Y
m < m my < Mx41 My42 Max—1 < M2 < Mgt

v Y v

[ ] [ ] LI [ ] [ ] [ ) [ ) [ ) [ )
v Al v Vv Vv v %

[ [ ] [ ] [ ] [ ) [ ) [ ) L]

Falls 1 < y <5 gilt, gilt z=x+1 und k = 2x + 1. Da héchstens eine
Menge weniger als fiinf Elemente enthalt, sind unter den ersten x + 1
Mengen mindestens x mit fiinf Elementen Daher gilt |A| > |A’| > 3x.

Von den Mengen My, ..., Moy i1 sind mindestens (x — 1) vollstindig
und héchstens eine unvollstandig. AuBerdem enthilt B’ zwei Elemente aus
My11 = M,. Somit gilt |B| > |B'| > 3(x — 1) + 1+ 2 = 3x.

v
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Beweis (Fortsetzung)

[ ) [ ) [ ) ] ] [ ) ] ]
V \ V V \% \% \% B/ \%

[ () [ ) [ ] [ ] ) [ ] [ ]
V V V V V \% \% \%
my < omp e M < My Myi2 - M < Myl < Maxy2

\% vV vV

[ ] [ ] LI [ ] [ ] [ ) [ ) [ ) [ )
v Al v Vv Vv v v

[ [ ] [ ] [ ] [ ) [ ) [ ) [ )

Falls 6 <y <9 gilt, gilt z=x+1 und k = 2x + 2. Da héchstens eine
Menge weniger als fiinf Elemente enthalt, sind unter den ersten x + 1
Mengen mindestens x mit fiinf Elementen Daher gilt |A| > |A’| > 3x.

Von den Mengen My, ..., Moo sind mindestens (x — 1) vollstindig,
héchstens eine unvollstindig. AuBerdem enthilt B’ zwei Elemente aus
My11 = M,. Somit gilt |B| > |B| > 3(x — 1) +1+ 2 = 3x.

v
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Beweis (Fortsetzung)
In allen Situationen erhalten wir somit
|Al,|B| > 3x.

Wegen n > 100 und x = " fiihrt dies zu

2 — 7
|A|=|B|Z3le_?6(n_y)>3_”__7_w

—10 10 110
_ 30n+3n—297 ﬂn—i— 3n — 297
- 110 110 110

3 300 —297 3 3
> —n+————==-n

11 110 11 110
>3,
— 11
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Lemma
Es gibt Konstanten a und b, so dass

T(n) < an fiir n < 100
- T(%S)Jr T(%)+bn fiir n > 100.

Beweis

Fiir n < 100 jst die Behauptung offensichtlich erfiillt, da dann mit
O(100 log 100) sortiert wird.

Fiir n > 100 wird SELECT zweimal aufgerufen:
Einmal fiir die Mediane, d.h. fiir

Celelelsl, B
-5 5 100 100

Elemente.
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Beweis (Fortsetzung)

Das zweite Mal fiir héchstens ?—;’ Elemente, denn

3 8
<n-— — —nN=—0n.
max(|A|,|B|) < n—min(|A|,|B]) <n 70 17"

Die iibrigen Operationen, auch das Sortieren aller Fiinfer-Gruppen, kosten
héchstens O(n) Schritte.

Das ergibt insgesamt:

T(n)<bn+T(12010 )+T(181 )
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Satz
SELECT findet das i-t kleinste Element in O(n) Schritten.

Beweis

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass b > %a gilt. Sei

1100 69
c: 59 b und somit a < ¢ und b = 1100C

Wir beweisen induktiv, dass T(n) < c.
Fiir n < 100 gilt die Behauptung offensichtlich, denn a < c.
Fiir n > 100 gilt:

T(n) < 1 + T En +bn<c£n+c§ G 09 n
)= 100 11 — 100 11 1100

. 231 N 800 N 69 o
- 1100 1100 1100,/

v
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Auswahl in linearer Zeit

Mit dem Entwurf und der Analyse von SELECT zeigten Blum, Floyd,
Pratt, Rivest und Tarjan 1973, dass das /-t kleinste Element schneller
direkt gefunden werden kann, als durch die Sortierung.

Dabei verwendeten Sie wieder nur Vergleiche zwischen unstrukturierten
Schliisseln.

Fiir den Spezialfall des Medians ist immer noch unbekannt, wieviel
Vergleiche bendtigt werden. Bent und John bewiesen 1985 eine untere
Schranke von mindestens 2n Vergleichen. 1995 verbesserten Dor und
Zwick die untere Schranke auf einen Wert leicht oberhalb von 2n und
bewiesen eine obere Schranke von 2.95n.
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