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Priority-Queues

Eine Min-Priority-Queue oder Min-Prioritdts-Warteschlange ist eine
Datenstruktur zur Speicherung einer linear geordneten Menge M, die die
folgenden Operationen unterstiitzt:

insert(x): M = MU {x}
min: Gibt das minimale Element in M zuriick.
delete(x): M= M\ {x}
Haufig schrankt man die Funktion delete auf das Minimum ein:
deletemin: Gibt das Minimum zuriick und entfernt es aus M.

Max-Priority-Queues sind analog fiir den Zugriff auf das Maximum
definiert.
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Heaps

HEAPSORT verwendete bereits eine solche Datenstruktur: bindre
Max-Heaps.

Diese lassen sich leicht verallgemeinern und fiir den Zugriff auf das
Minimum umdefinieren.

Definition (Allgemeine Min-Heaps)

M = {x1,...,xn} sei eine Menge und key: M — K eine Abbildung von M
in eine linear geordnete Menge (z.B. N). Der Wert key(x) heiBt Schliissel
von x.

Ein (gerichteter) Baum T mit Knotenmenge M geniigt der
Min-Heap-Bedingung, wenn fiir jedes x € M und jedes Kind y von x
key(x) < key(y) gilt.
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Priority Queues - Weitere Operationen

In vielen Anwendungen sind die Schliissel nicht statisch, sondern miissen
im Laufe des Algorithmus angepasst werden. Um diese Dynamik zu
ermdglichen, fordern wir noch die folgende zusatzliche Operation:

decrease key(x, k): key(x) := min(k,key(x)).

Dabei setzen wir voraus, das auf den Schliissel und die Position des
Elementes in der Priority Queue in konstanter Zeit zugegriffen werden
kann.

Dies erreichen wir dadurch, das zusammen mit den eigentlichen Objekten

auch Verweise / Zeiger auf die entsprechenden Objekte in dem Priority
Queue gespeichert werden.

Bemerkung

Priority Queues erlauben nicht das Suchen nach einem bestimmten
Schliissel. Lediglich der Zugriff auf alle Elemente mit minimalem /
maximalem Schliissel ist moglich.
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Priority Queues - Weitere Operationen

Zusétzlich verwenden wir die folgende Operation:
union(x, y): Vereinigung zweier disjunkter Priority Queues zu einer.

Im Zusammenhang mit Priority Queues wird union auch haufig merge
oder meld genannt.

Ein einfaches Beispiel ist z.B. das Mischen zweier sortierter Listen mittels
MERGESORT.
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Binare Heaps

Ein bindrer Heap, wie er von HEAPSORT verwendet wird, verursacht bei
n Elementen die folgenden Kosten:

Aufbau des Heaps: O(n) (Aufbauphase von HEAPSORT)
min: O(1) (Zugriff auf die Wurzel)
deletemin: O(logn) (Loschen der Wurzel + Heapify)

insert: O(logn) (Anhdngen + korrekte Position suchen,
Ubungsaufgabe)

decrease key: O(1) fiir die Wurzel, O(log n) sonst (Position muss
aktualisiert werden)

delete: O(logn) (Wie Wegnahme bei HEAPSORT)
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Binare Heaps

union(S, T) fiir zwei Heaps S und T, mit |S| = kK < n=|T|, kann auf
zwei Arten durchgefiihrt werden:

© Losche nach und nach das Minimum aus S und fiige es in T ein. Dies
fiihrt zu einer Laufzeit von O(k log(n + k))

© Baue den Heap vollstindig neu auf. Dies fiihrt zu einer Laufzeit von

O(n + k).
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Anwendungen von Priority Queues

Priority Queues werden in vielen Zusammenhingen benutzt. Als Beispiel
sollen hier nur vier Probleme auf Graphen genannt werden, die wir noch
genauer betrachten werden:
© Der Algorithmus von Prim fiir minimale Spannbdume.
@ Der Algorithmus von Kruskal fiir minimale Spannbaume (verwendet
auch Union-Find).
© Der kiirzeste Wege Algorithmus von Dijkstra.

© Der Algorithmus zur Bestimmung von minimalen Schnitten nach
Stoer und Wagner.
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Binomialbaume

Im folgenden stellen wir eine Realisierung einer Priority Queue mittels so
genannter Binomialbaume vor.

Definition (Binomialbdume)
Fiir n > 0 wird der n-te Binomialbaum B, induktiv definiert:

@ By besteht lediglich aus einem Knoten.

@ B, fiir n > 1, besteht aus zwei Bn A
Binomialbdaumen B,_1, wobei die Wurzel des

einen als Kind an die Wurzel des anderen A
gehangt wird.
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Binomialbaume
Damit ergeben sich By, ..., By als:

By :0 Blii B> :

Insgesamt ergibt sich B; als
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Binomialbaume

Lemma
Fiir n > 0 hat der n-te Binomialbaum B, genau 2" Knoten und die Tiefe n.

v

Beweis.

Wir fiihren eine vollstandige Induktion iiber n durch.
Fiir n = 0 ist die Behauptung offensichtlich erfiillt.

Fiir n > 1, ergibt sich die Anzahl der Knoten in B, als:

|Bp| = 2|Bp_z1| =221 = 2"

Da eine Kopie von B,_1 an die Wurzel der anderen Kopie gehdngt wird,
ergibt sich fiir die Tiefe von B,:

d(Bp) =d(Bp-1)+1=n—-1+1=n.

O
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Binomialbaume - Der Ursprung des Namens

Lemma
Fiir n > 0 haben genau () Knoten von B, die Tiefe k.

Beweis
Wir fiihren eine vollstandige Induktion iiber n durch.

Fiir n = 0 ist die Behauptung offensichtlich erfiillt.
Fiir n > 1 haben die folgenden Kno-
ten die Tiefe k in B,:
o Alle Knoten der Tiefe k in der T/efek
“oberen,, Kopie von B,_1

@ Alle Knoten der Tiefe k — 1 in
der “unteren,, Kopie von B,_1
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Beweis (Fortsetzung)
Damit ergibt sich die Gesamtzahl aller Knoten der Tiefe k als:

k)T k=1 :k!(n—k—.l)!+(k—1)!_(n;k)!
<n—1) <n—1) (n—1)! (n—1)!
" (k- 1(),!7(;911— 1)! G + nik)

B (n—1)! n—k+k

(k—=1)(n—k—1)! k(n— k)

B (n—1)! n

(k—=1)(n—k—1)! k(n— k)
n!

" K(n—k)!

- ()
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Binomial Queues

Wir wollen jetzt insgesamt N Schliissel in moglichst wenig
Binomialbdumen speichern, ohne dabei leere Positionen zu haben.

Da B, genau 2" Knoten hat, kénnen wir die Binardarstellung (bg .. . bk)2

von N nutzen, denn
I
N=> b2
i=0

D.h. unser Wald von Binomialbdumen fiir N Schliissel enthilt genau dann
B;, wenn das j-te Bit in der Binardarstellung von N eine Eins ist.

Definition (Binomial Queue)
Sei M = {x1,...,xn} eine geordneten Menge. Ein Binomial Queue ist eine

Menge Fpn von Binomialbdumen iiber der Knoten Menge M, so dass:

@ Genau eine Kopie von B;j in Fpy liegt, wenn die j-te Stelle der
Binardarstellung von N eine 1 ist, und

@ Alle Baume in Fpy die Heapbedingung erfiillen.

y
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Binomial Queue - min

Um das Minimum zu bestimmen, muss lediglich das Minimum aller
Wurzeln ermittelt werden.

Da hochstens [log N| + 1 Baume in Fp sind, bendtigen wir hierfiir
hochstens O(log N) zeit.

Prozedur (min auf Binomial Queues)

Eingabe: Ein Binomial Queue F mit N Schliisseln
Ausgabe: Das Minimum aller Schliissel in F

X =
fiir B € F tue

wenn root(B) < x dann x := root(B)
Ende
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Binomial Queues - union
Fiir die Vereinigung zweier Binomial Queues Fp, und Fp,, fiihren wir im
Prinzip eine Addition der beiden Binardarstellungen von N; und N, durch.

Dazu beobachten wir, dass zwei Binomialbaume B,(,l) und B,(,2) gleicher
GroBe, zu einem Binomialbaum Bj1 1 zusammengefasst werden. Dabei
muss der Baum mit der groBeren Wurzel an den Baum mit der kleineren
Wourzel gehangt werden. Dadurch erfiillt der neu entstandenen
Binomialbaum offensichtlich weiterhin die Heapbedingung.

Die Kosten fiir dieses Zusammenhiangen sind O(1).

Prozedur (union - Vereinigung zweier Baume)

Eingabe: Zwei Binomialheaps B,(,l) und B,(,2) gleicher GréBe.
Ausgabe: Der vereinigte Binomialheap B 1.

X = root(B,(,l)), y = root(B,(,2))
wenn x < y dann pred(y) := x
sonst pred(x) =y
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Binomial Queues - union

Um nun zwei Binomial Queues Fp, und Fp, zu einer F := Fp, 4n,
vereinigen, fiihren wir im Prinzip eine Addition der Binardarstellungen der
beiden Zahlen N; und N> durch.

Fiir die j-te Stelle betrachten wir bis zu zwei Baume BJ-(I) und BJ-(2) aus

Fn, und Fp,, sowie moglicherweise einen Ubertrag Bj(3) von der
vorhergegangenen Stellen.

(]

Liegt keiner dieser drei Badume vor, passiert nichts.

Liegt nur einer dieser drei Baume vor, fiige ihn in F ein.

j+1
Liegen drei vor, fiige einen in F ein, vereinige die beiden anderen und

speichere sie als Ubertrag Bj(j’_)l.

o Liegen zwei vor, vereinige Sie und speichere sie als Ubertrag B®
°

Da wir fiir jede Stelle der Binardarstellungen konstante Zeit bendtigen,
erhalten wir insgesamt eine Laufzeit von O(log Ny + log Nb).
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Binomial Queues - union

Prozedur (min auf Binomial Queues)

Eingabe: Zwei Binomial Queues Fp, und Fy,.
Ausgabe: Die vereinigte Binomial Queue F := Fn,+p,-
Bs = 0; // Initialisiere den Ubertrag
fir j=1,..., max(Ny, Np)| + 1 tue
Bi == B(Fn,,j) B2 := B(Fn,,j); // Wshle die Biume der GréSe j
wenn B; # () und B, # () dann
Fiige Bs in F ein
Bs := union(B;, B,)
sonst wenn B; = () und B, = () dann Fiige B; in F ein
sonst wenn B; # () dann
wenn B; = () dann Fiige B; in F ein sonst B3 = union(B;, B;)
sonst
wenn B; = () dann Fiige B, in F ein sonst B3 = union(B,, B;)
Ende

Ende
wenn B; # () dann Fiige B in F ein.

v
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Binomial Queues - union - ein Beispiel
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Binomial Queues - insert und deletemin

insert(x) ist einfach die Vereinigung zweier Binomial Queues Fy und

Fo, wobei die zweite lediglich x enthalt. Damit ist die Laufzeit von insert
O(log N).

delete_min verwendet ebenfalls union.

Wir nehmen an, dass das Minimum in der Wurzel eines Baumes B; € F,
steht. Durch das Loschen dieses Knotens, zerfillt der Baum in Teilbdume
der Form B;_1, ..., By, d.h. je einer von allen GroBen bis i — 1. Diese
Bilden eine Binomial Queue Fyi_; mit 2/ — 1 Schliisseln.

Um die resultierende Binomial Queue zu erhalten wird B; aus Fp entfernt,
d.h. man erhalt Fp_,i und dieser Wald wird mit dem entstehenden Wald
Foi_1 mittels union zu Fy_1 vereinigt.

Da B; 2/ Knoten enthilt und Tiefe i hat, ist die Tiefe jedes Baumes in Fy

durch O(log(N)) beschrankt. Die Laufzeit dieser Prozedur ist somit
O(log N).
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Binomial Queues - decrease key

Um den Schlissel key(x) eines Elementes x auf k herunterzusetzen, wird
einfach das Element x mit erniedrigtem Schliissel solange mit seinem
direkten Vorganger verglichen und nach oben getauscht, bis die
Heapbedingung wieder hergestellt ist.

Damit ergibt sich die Laufzeit als O(log IV).

Prozedur (decrease_key auf Binomial Queues)

Eingabe: Eine Binomial Queue F, ein Wert x und ein Schliissel k
Ausgabe: Eine Binomial Queue F mit key(x) = min(k, key(x))

wenn k < key(x) dann

key(x) == k
solange key(x) < key(pred(x)) tue Tausche pred(x) und x
Ende
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Binomial Queues - delete

Um einen beliebigen Eintrag x zu |6schen gehen wir folgendermaBen vor:
© Senke key(x) mittels decrease key auf —cc.

@ Losche mittels deletemin das Minimum.

Damit bendtigt das Entfernen eines beliebigen Schliissels O(log V) Zeit.
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Binomial Queues - Implementation

Bislang haben wir recht abstrakt iiber die Binomial Queues und die
Operationen auf ihnen gesprochen. Im Folgenden wollen wir uns mit ihrer
Implementation beschéftigen.
Jean Vuillemin schlug 1978 vor, jeden Knoten durch eine Struktur mit
folgendem Inhalt darzustellen:
@ Dem Wert/Schliisselpaar (x,key(x)).
@ Einen Zeiger pred(x) auf den direkten Vorganger.
@ Einen Zeiger 11ink(x) auf den linkesten Sohn mit 11ink(x) = x falls
x ein Blatt ist.
@ Einen Zeiger rlink(x) auf das nichste Kind des Vorgéngers. Folgen
x keine weiteren Kinder, gilt rlink(x) = pred(x).
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DESSS———....
Binomial Queues - Implementation

Damit ergibt sich fiir B3 das folgende Bild:
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Binomial Queues - Implementation

Die Vereinigung zweier B, ergibt sich dann folgendermaBen:
Q pred(b) :=a
© rlink(b) :=1link(a)
O 1llink(a):=b
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Binomial Queues - Zusammenfassung

Mit der Implementation nach Vuillemin kdnnen die Operationen mit den

oben beschriebenen Verfahren mit den jeweiligen Kosten implementiert

werden
Operation Binary Heaps Binomial Queues
min 0(1) O(log )
union O(Njy log(Ny + N»)) | O(log Ny + log Ny)
insert O(log N) O(log N)
deletemin O(log N) O(log N)
decrease_key O(log N) O(log )
delete O(log N) O(log N)
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