Teil 4: Verwaltung von Mengen

Prioritats-Warteschlangen

Fibonacci Heaps
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Fibonacci Heaps

Binary Heaps und Binomial Queues haben die Eigenschaft, dass ihre
Struktur durch die Anzahl der in ihnen enthaltenen Schliisseln eindeutig
bestimmt ist.

Fibonacci Heaps (F-Heaps) tiberwinden diese Beschrankung. Sie sind
lediglich als ein Wald heapgeordneter Baume mit disjunkten
Schliisselmengen definiert. Ihre Struktur ergibt sich implizit tGber die
Operationen, die auf ihnen definiert sind:

@ Aufbau eines F-Heaps
min

deletemin

°
°

@ decrease key
@ delete

°

union
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Fibonacci Heaps - Marken und Range

Ein F-Heap wird als Liste von (heapgeordneten) Baumen implementiert.
Dabei wird jeder Baum durch seine Wurzel reprasentiert.

Zusatzlich halten wir einen Zeiger auf die Wurzel mit dem kleinsten
Schliissel, dem so genannten Minimalknoten des F-Heaps.

AuBerdem bendtigen wir fiir jeden Schliissel im F-Heap eine Marke, die wir
iber mark(x) abfragen und setzen kénnen. Mogliche Werte sind 0 (nicht
gesetzt) und 1 (gesetzt).

Definition (Rang)

Sei F ein F-Heap, x € F ein Schliissel in F und B € F ein Baum in F.
Dann definieren wir die Range von x und B als

@ rank(x) := Anzahl der Kinder von x in seinem Baum

@ rank(B) := rank(root(x))

Wir gehen davon aus, dass jeder Knoten seinen Rang kennt.
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Fibonacci Heaps - Initialisierung, union und insert

Die Initialisierung eines F-Heaps erzeugt einen leeren F-Heap nil ohne
Markierungen. Dies verursacht O(1) Kosten.

Da wir keine besonderen Anforderungen an die Struktur von F-Heaps
gestellt haben, gestalten sich union und insert als besonders einfach.

Um zwei F-Heaps F; und F, mittels union(F7,F>) zu vereinigen, werden
einfach ihre Baumlisten aneinander gehangt. Dies verursacht O(1) Kosten.

Um ein neues Element x mittels insert(x) einzufiigen, wird ein Baum mit
genau einem Schliissel, x, erzeugt und an die Liste des F-Heaps gehangt.
Auch hier ergeben sich Kosten von O(1).
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Fibonacci Heaps - delete min

F sei ein F-Heap mit T B3umen und n Schliisseln.

max(n) sei der maximale Rang, der in einem F-Heap mit n Elementen
auftreten kann.

Offensichtlich gilt rmax(n) < n— 1. Allerdings werden wir spater noch
sehen, dass rmax(n) € O(log n).

deletemin l6scht den Minimalknoten und hangt die so entstehenden
Baume an den F-Heap an. AnschlieBend wird der F-Heap konsolidiert, d.h.
man sorgt durch Vereinigung von Bdumen dafiir, dass am Ende maximal
ein Baum eines Ranges r € {0, ..., frmax(n — 1)} vorliegt.
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Fibonacci Heaps - delete min

Prozedur (delete min)

Eingabe: Ein F-Heap F mit n Schliisseln und T Biumen

x sei der Minimalknoten und r := rank(x) < fmax(n) ; // O(1)
Trenne x ab und fiige die entstehenden r Teilbdume an die Liste an.
Lésche dabei alle Marken an den neu entstandenen Wurzeln. ; // O(T +r)
Lege ein Feld L[0. .. rmax(n)] von Baumlisten an. ; [/ O(rmax(n))
fiir B € F tue L[rank(B)] := (L[rank(B)], B) ; // O(T +r)
fiir i =0...rax(n) — 1 tue
solange |L[i]| > 2 tue
Entnehme zwei Biume aus L[i] und F
Héange den Baum mit der groBeren Wurzel an die Wurzel des
anderen Baumes.
Fiige den neu entstandenen Baum an L[i + 1] und F an.
Ende
Ende
Bestimme den neuen Minimalknoten. ; 7/ O(T + rmax(n))

V.
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Fibonacci Heaps - delete min

Die Kosten fiir die Schleife zur Konsolidierung belaufen sich auf
O(T + rmax(n)) (Ubungsaufgabe), wodurch sich eine Gesamtlaufzeit fiir
deletemin von O(T + rya(n)) ergibt.

Bemerkung

o Nach der Ausfiihrung von deletemin gibt es pro méglichen Rang
héchstens einen Baum. Insbesondere ist die Zahl der Bdume danach
durch rmax(n) beschrinkt.

@ Hat man bislang nur insert durchgefiihrt, erhilt man nach
Ausfiihren von deletemin eine Binomial Queue.
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Fibonacci Heaps - delete min - Ein Beispiel

Wir fiihren delete min auf dem folgenden F-Heap aus:
3@ © g N @0®®06
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Fibonacci Heaps - decrease key

Um einen Schliissel zu senken gehen wir folgendermaBen vor:
@ Falls x keine Wurzel ist:

® Sei x =y, )1,...,y der Pfad von x zur Wurzel.

O Vi1, k > 0 sei der erste Knoten (auBer x), der nicht markiert ist
(existiert, da die Wurzel auf jeden Fall unmarkiert ist).

© Fiir alle j mit 0 < j < k, trenne y; von seinem Vorgdnger ab und mache
ihn zur Wurzel eines neuen Baumes und I6sche seine Markierung.

Q Falls yx11 keine Wurzel ist, markiere ihn.

@ Senke den Schlissel von x.

© Falls der neue Schliissel kleiner als das bisherige Minimum ist, merke
ihn dir als Minimalknoten.
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Prozedur (decrease key)

Eingabe: Ein F-Heap F, ein Element x in F und ein Schliisselwert k
Ausgabe: Ein F-Heap mit auf k gesenkten Schliissel key(x) (falls méoglich)

wenn k < key(x) dann // Bndert sich der Schliissel?
wenn x # pred(x) dann // Wenn x keine Wurzel ist
// Durchlaufe den Weg von x zur Wurzel bis zum ersten
// unmarkierten Knoten.

wiederhole
Mache x zur Wurzel eines neuen Baumes
mark(x) :=0; // Losche Marke der neuen Wurzel
x := pred(x) ; // Gehe zum Vorginger

bis mark(x) =0
wenn pred(x) # x dann mark(x) := 1

Ende
key(x) := k; // Jetzt ist x eine Wurzel
wenn key(x) < key(Minimalknoten) dann Minimalknoten := x

Ende
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Fibonacci Heaps - decrease key

Die Laufzeit von decrease _key(x, k) ist O(i + 2), wobei i die Anzahl der
umzuhangenden Knoten auBer x ist.

Beobachtung
® Nur in decrease_key werden Markierungen gesetzt.

® Markierungen werden gelscht, wenn der Knoten zur Wurzel eines
Baumes wird.

@ Insbesondere sind die Wurzeln aller Bdume stets unmarkiert.

@ Die Zahl der Marken hat sich um mindestens k — 1 mit kK > 0
verandert. Fiir k = 0 ist sie unter Umstinden um 1 gestiegen.

@ Die Zahl der Biume nach der Ausfiihrung von decrease key, ist
durch T + k + 1 begrenzt.
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Fibonacci Heaps - decrease key - Ein Beispiel

Wir fiihren decrease_key(10,6) auf dem folgenden F-Heap aus:

@)
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Fibonacci Heaps - min und delete

min ist offensichtlich nur der Zugriff auf den Minimalknoten und
verursacht somit O(1) Kosten.

Ein beliebiges Element wird mittels delete auf die folgende Art entfernt:
Q decrease key(x, —00), d.h. mache x zum Minimalknoten
Q deletemin()

Damit verursacht delete die gleichen Kosten wie decrease key und
deletemin.
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Lemma

Sei x Knoten eines F-Heaps und fiir i > 2 sei ¢; das i-t alteste Kind von x.
Dann hat c; mindestens Rang i — 2.

Beweis
Seien c1, ¢, ..., Ci—1,C; die nach dem Alter geordneten i altesten Kinder
von X.

Lediglich wahrend der Konsolidierung in delete min werden neue Kinder
an Wurzeln gehangt. D.h. zu dem Zeitpunkt, zu dem c¢; an den Knoten x
gehidngt wurde, sind cy, ..., ci—1 bereits Kinder von x und x ist eine
Waurzel.

Der Rang von x war daher mindestens r > i — 1 (es kénnen in der
Zwischenzeit Kinder entfernt worden sein). Da wahrend der Konsolidierung
nur Bdume gleichen Ranges miteinander vereinigt werden, muBte ¢; zu
diesem Zeitpunkt denselben Rang r > i — 1 gehabt haben.
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Beweis (Fortsetzung)

Danach kann der Knoten c; durch decrease key ein Kind verloren haben,
wobei er aber markiert worden ware.

Hatte er ein weiteres Kind verloren, wéire er abgetrennt und zu einer neuen
Waurzel geworden.

Damit hat c¢; mindestens den Rang i — 2. O

v

Damit ist auch der Sinn der Marken klar. Die Marken verhindern, dass ein
Knoten der keine Wurzel ist, mehr als ein Kind verliert.

Verliert ein innerer Knoten ein zweites Kind, wird er selbst zur Wurzel
gemacht.

Dadurch wird verhindert, dass die Bdume zu stark ausdiinnen.
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Fiboaci Heaps - Der Ursprung des Namens

Definition (Fibonacci Zahlen)

Fiir i > 0 sind die Fibonacci Zahlen definiert als

F0:0,F1:1und F,'+1:F,'+F,'_1

Zum Exkurs Fibonacci Zahlen

Lemma

Hat ein Knoten x eines F-Heaps F den Rang k, so enthilt der Teilbaum
mit Wurzel x mindestens Fy1 Knoten.

Beweis

Sei Sy die Mindestanzahl von Knoten in einem Teilbaum vom Rang k > 0.
Wir zeigen mittels vollstindiger Induktion, dass Sy > F.» gilt.

Fiirk =0 und k =1 gilt So =1= F, und 51 > 2 = F3.

v
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Beweis (Fortsetzung)

Sei nun k + 1 der Rang von x und die Behauptung gelte fiiar alle Range
0<i<k.

Wir betrachten die Kinder ci, ..., cky+1 von x, geordnet nach Alter.

Nach dem vorhergehenden Lemma hat fiir i > 2 das i-t 4lteste Kind
mindestens den Rang i — 2 und c; und ¢, haben mindestens den Rang 0.

Nach der Induktionsannahme und der Definition von S; enthalt der
Teilbaum mit Wurzel ¢; fiir i > 2, somit mindestens S;_» > F; Knoten.

Daher gilt

k+1 k+1
Skt1 2 2+ZSI—2 > 2+ZFi: Frys. O
i=2 i=2
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Der maximale Rang

Lemma

Fiir den maximalen Rang eines Baumes in einem F-Heap F mit n
Elementen gilt:

fmax(n) € O(log n).

Beweis.

Sei x ein beliebiger Knoten in F in dessen Teilbaum S Knoten enthilt.

rank(x)+2
Dann gilt: n > S > Frany(x)42 = (1+2\/§>

. Dies fiihrt zu

log n > (rank(x) + 2) log (1 +2\/§> )

was wiederum rankmax(n) € O(log n) impliziert.

O
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Die Laufzeit

Damit ergeben sich die folgenden Kosten fiir die Operationen auf F-Heaps:

Operation Fibonacci Heaps
min 0(1)
union 0(1)
insert 0(1)
delete min O(T + logn)
decrease key | O(1) + O(max(0, k))
delete O(T + log n+ k)

Dabei ist T die Anzahl der Baume im F-Heap und k die Anzahl der
Marken, um die die Gesamtzahl der Marken in dem F-Heaps verringert

wird mit kK > —1.
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N —
Amortisierte Kosten

Im Folgenden werden wir mit Hilfe der amortisierten Analyse zeigen, dass
die tatsdchlichen Kosten fiir eine Sequenz von Operationen auf einem
Fibonacci Heap deutlich niedriger sind, als die Worst-Case Kosten
nahelegen.

Insbesondere werden wir die amortisierten Kosten nur in Abhangigkeit von
der Anzahl der Elemente im F-Heap beschreiben.

Als erstes entledigen wir uns der O-Notation. Durch geeignete Wahl der
Konstanten kdnnen wir von den folgenden Kosten ausgehen:

@ union und insert bendtigen einen Schritt.
@ delete min bendtigt hochstens T + log n Schritte.
@ decrease_key bendtigt hochstens k + 2 Schritte.
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N —
Das Potential

Wir verwenden wieder die Potentialmethode.

Die kritischen MaBe sind die Zahl T der Baume und die Anzahl k der
Markierungen. decrease key verringert die Anzahl der Markierungen, was
spatere Aufrufe von decrease key verbilligt, allerdings mehr Baume
erzeugt. Dadurch wird delete min teurer, garantiert aber im Gegenzug,
dass die Anzahl der Baume anchlieBend wieder auf maximal ryax(n) sinkt.

Das Potential ®(F) eines F-Heaps definieren wir als

O(F) =T +2M,

wobei T die Anzahl der Baume und M die Anzahl der markierten Knoten
ist.
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N —
Das Potential

O(F)=T+2M
Offensichtlich hat das Potential die folgenden Eigenschaften:
e d(F)>0
@ ®(F) € O(n)
e d(P)=0

Insbesondere wegen der ersten Eigenschaft kdnnen wir die tatsichlichen
Kosten fiir eine beliebige Sequenz von Operationen auf F iiber die
amortisierten Kosten abschatzen.
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N —
Die amortisierten Kosten

Fiir union gilt:
a.u.nion = Cunion + 0=1

denn dass Potential dndert sich nicht, da die Anzahl der Baume und
Markierungen gleich bleibt.

Fiir insert ergibt sich:
Cinsert = Cinsert +1 =2

denn das Potential wird um eins erhdht, da sie Anzahl der Baume um eins
wachst.
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Die amortisierten Kosten

Nach der Ausfiihrung von delete min ist die Anzahl der Baume maximal

rmax(n). Die Anzahl der Markierungen sinkt hingegen, da die Marken der
neuen Wurzeln entfernt werden. Damit gilt

Cdeletemin < Cdelete_min T (fmax(n) +2M) — (T +2M)
= Cdeletemin t fmax(n) — |
=T+ fmax(n) — T
= rmax(n) € O(log n)
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Die amortisierten Kosten

Im Laufe von decrease key ,verliert” F insgesamt k > —1 Marken und

erhalt hochstens k + 1 neue Baume (einen fiir jede geldschte Marke und
das verdnderte Element).

Damit ergeben sich die amortisierten Kosten als:

a.decrease_key < Cdecrease_key + (T +k+1+ 2(M - k)) - (T + 2M)
=k+2+T+k+1+2M—-2k—-T —-2M
=3

Satz

Fiir einen Fibonacci Heap mit n Elementen gelten die folgenden
amortisierten Kosten:
° a‘u.nion S O(]-) ° edelete_min S O(|Og n)

o a‘insert € 0(1) ° edecrease_key € O(]-)
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Priority Queues in der Ubersicht

Die Kosten der Operationen auf Prioritatswarteschlangen

Operation Binary Heaps Binomial Queues | F-Heaps*
min 0(1) O(log N) 0(1)
union O(Nq log(Ny + Ny)) | O(log Ny + log Na) O(1)
insert O(log N) O(log N) 0(1)

deletemin O(log N) O(log N) O(log n)
decrease_key 0(1) O(log ) 0(1)

delete O(log N) O(log N) O(log n)

* Bei den Fibonacci Heaps handelt es sich um amortisierte Kosten.
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