
Teil 4: Verwaltung von Mengen

Exkurs: Fibonacci Zahlen
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Fibonacci Zahlen

Definition (Fibonacci Zahlen)

Für i ≥ 0 sind die Fibonacci Zahlen definiert als

F0 = 0,F1 = 1 und Fi+1 = Fi + Fi−1

Die Fibonacci Zahlen lassen sich auch in geschlossener Form darstellen.

Für Fk+1 = Fk + Fk−1 macht man den Ansatz

xk+1 = xk + xk−1

⇔ xk−1(x2 − x − 1) = 0
⇔ x2 − x − 1 = 0

⇔ x = 1
2

(

1 ±
√

5
)
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Fibonacci Zahlen
Setzt man nun

α :=
1

2

(

1 +
√

5
)

und β :=
1

2

(

1 −
√

5
)

und macht den Ansatz

F
!
= F ′

k := aαk + bβk für k ≥ 0,

dann muß folgendes gelten:

0 = F0
!
= F ′

0 = a + b

1 = F1
!
= F ′

1 = aα + bβ

Somit ergibt sich b = −a und

1 = aα − aβ = a(α − β) = a

(

1

2
+

√
5

2
− 1

2
+

√
5

2

)

= a
√

5

Was zu a = 1√
5

führt.

Dr. Michael Brinkmeier (TU Ilmenau) Effiziente Algorithmen 8.7.2005 3 / 8



Fibonacci Zahlen
Damit soll folgendes gelten:

Fk

!
= F ′

k = a
(

αk − βk

)

=
1√
5

(

αk − βk

)

Offensichtlich gilt

α2 =

(

1 +
√

5

2

)2

=
1

4

(

1 + 2
√

5 + 5
)

=
1

2

(

1 +
√

5 + 2
)

= α + 1

β2 =

(

1 −
√

5

2

)2

=
1

4

(

1 − 2
√

5 + 5
)

=
1

2

(

1 −
√

5 + 2
)

= β + 1

Damit ergibt sich

αk+1 = α2αk−1 = (α + 1)αk−1 = αk + αk−1

βk+1 = β2βk−1 = (β + 1)βk−1 = βk + βk−1
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Fibonacci Zahlen

Damit erhalten wir

F ′
k+1 =

1√
5

(

αk+1 − βk+1
)

=
1√
5

(

αk + αk+1 − βk . − βk−1
)

=
1√
5

(

αk − βk

)

+
1√
5

(

αk+1 − βk+1
)

= F ′
k

+ F ′
k+1

Da F ′
0 = F0 und F ′

1 = F1 giltm ergibt sich somit F ′
k

= Fk . Es gilt

α ≃ 1.61803 und β ≃ −0.61803. Da |β| < 1 wird |βk | für großes k sehr
klein und es gilt

Fk ≃ 1√
5

αk .
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Fibonacci Zahlen

Damit wachsen die Fibonacci Zahlen exponentiell.

Insbesondere gilt F2 = 1 ≥ α0.

Induktiv folgt nun

Fk = Fk−1 + Fk−2 ≥ αk−3 + αk−4 = αk−2.

Folgerung

Für k ≥ 2 gilt Fk ≥
(

1+
√

5
2

)k−2
.
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Fibonacci Zahlen

Lemma

Für k ≥ 2 gilt

2 +

k
∑

i=2

Fi = Fk+2

Beweis

Für k = 2 ergibt sich die Summe als

2 + F2 = F3 + F2 = F4 = Fk+2.

Induktiv ergibt sich somit

2 +
k
∑

i=2

Fi = 2 +
k−1
∑

i=2

Fi + Fk = Fk+1 + Fk = Fk+2
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