Teil 4: Verwaltung von Mengen

Exkurs: Fibonacci Zahlen
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]
Fibonacci Zahlen

Definition (Fibonacci Zahlen)

Fiir i > 0 sind die Fibonacci Zahlen definiert als

Fo = 0, F1 =1 und F;+1 =F+F_

Die Fibonacci Zahlen lassen sich auch in geschlossener Form darstellen.
Fir Fxi1 = Fix 4+ Fxk—1 macht man den Ansatz

XKLk okl
& xFl(x®-x-1) = 0
& x>—-x—-1 =0
& x = 3(1+5)
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Fibonacci Zahlen

Setzt man nun

o= <1+\/§> und 3 := (1—\/5)

N~

und macht den Ansatz
FéF,’( ::aak+bﬂk fir k >0,
dann muB folgendes gelten:
0O=Fo=Fy=a+b

1=F = F] = ao + b3
Somit ergibt sich b = —a und

1, v5 1 45
]_ = — = — = — —_— — = — —
aa — af = a(a — B) a<2+2 2+2> ENG
Was zu a = 7 fihrt.
Dr. Michael Brinkmeier (TU limenau) Effiziente Algorithmen 8.7.2005

3/8



]
Fibonacci Zahlen

Damit soll folgendes gelten:

FkéFL:a<ak—ﬂk>: L (ak—ﬂk>

NG
Offensichtlich gilt
2
1++5 1 1
2 _ _ - I —
a_< > )_4(1+2\/§+5) 2(1+\/§+2) a+1

2
ﬁ2:<1_2‘/§) %(1—2f+5) %(1—\/§+2):ﬁ+1
Damit ergibt sich
of 1l =20kl = (a+1)ak 1 = ak + k1
BRHL = g2gk-1 (ﬂ—i—l)ﬂk L _ gk gkl
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]
Fibonacci Zahlen

Damit erhalten wir

1

Fl/<+1:_(04k+1—/3k+1)
5
1
:_5<ak+ak+1_ﬂk._ﬂk—1>
1 k k) k+1 k+1
el )
5( ’ V5 ’
:FL+FII<+1

Da Fj = Fo und F| = F; giltm ergibt sich somit F, = Fy. Es gilt

o~ 1.61803 und 3 ~ —0.61803. Da |3 < 1 wird || fiir groBes k sehr

klein und es gilt
1
Fi ~ — aX.

S
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Fibonacci Zahlen

Damit wachsen die Fibonacci Zahlen exponentiell.
Insbesondere gilt F, = 1 > aP.
Induktiv folgt nun

Fi=Fr1+ Fip > a3 4ok

Folgerung

k—2
Fiir k > 2 gilt Fy > (Hﬁ) .
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Fibonacci Zahlen

Lemma
Fiir k > 2 gilt
k

2 - Z Fi = Fiso
i=2

Beweis
Fiir k = 2 ergibt sich die Summe als

2+ Fr=F+F=F = Fgo.

Induktiv ergibt sich somit

k k—1
24> Fi=2+> Fi+Fi=Fip1+Fc=Fiyz O
i=2 i=2

v
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