Teil 8

Graphen: Maximale Fliisse

Dr. Michael Brinkmeier (TU limenau) Effiziente Algorithmen



Minimale Schnitte messen, wie stark ein Graph zusammenhangt, d.h.
wieviele und welche Kanten entfernt werden miissen, damit zwei
voneinander getrennte Teile entstehen.

Diese GroBe beantwortet dabei zwei Fragen:
@ Wie zuverlissig ist das Netzwerk (wieviel Kanten miissen ausfallen,
bevor es seine Funktion verliert)?

@ Wieviel Einheiten kann ich maximal zwischen Knoten der
entstehenden Teile transportieren?

Dabei ist (uns) noch nicht klar, wie die zweite Frage mit Hilfe von
minimalen Schnitten beantwortet werden kann. Die Betrachtung von
Fliissen vertieft dies jedoch weiter.
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R ——
Grundlegendes

Ein Fluss in einem gerichteten Graphen soll beschreiben, auf welchen
Wegen sich irgendwelche Objekte (z.B. Waren oder Informationen) in
einem Netzwerk bewegen.

Dabei interessiert uns insbesondere, wieviel Einheiten maximal zwischen
zwei bestimmten Knoten des Graphen transferiert werden koénnen.

Definition (Flussnetzwerk)

Ein Flussnetzwerk N = (V, E; c; s, t) ist ein gerichteter Graph G = (V, E)
mit nicht-negativen Kanten- Kapazitdten c(e) > 0 und zwei
ausgezeichneten Knoten, der Quelle s und der Senke t.

Bemerkung
Wir nehmen an, dass c(u,v) =0 < (u,v) € E. J
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Flisse

Definition (Fluss)
Ein Fluss f ist eine Abbildung f: V x V — R, so dass

Q Fir alle u,v € V gilt f(u,v) < c(u,v)

Q Fiir alle u,v € V gilt f(u,v) = —f(v,u)

Q Firalleuc V\{s,t} gilt > . f(u,v)=0
f(u, v) wird der Fluss von u nach v genannt.
Der Wert |f| des Flusses f ist definiert als

|f| = Z f(s,v).

veV
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N —
Flisse

o f(u,v) < c(u,v) (Kapazitidtsbeschrankung)

Diese Eigenschaft beschrankt den Fluss iiber eine Kante auf ihre
Kapazitat. D.h. durch die Kante (u, v) kann nicht mehr flieBen, als
ihre Kapazitat zuldsst.

o f(u,v) = —f(v,u) (Anti-Symmetrie)
Diese Eigenschaft besagt, dass der Fluss in einer Richtung dem
negativen Fluss in der anderen Richtung entspricht.

@ > f(u,v) =0 (Erhaltung)
veVv
Diese Eigenschaft entspricht einem Erhaltungssatz. In keinem Knoten
auBer der Quelle und dem Ziel, wird Fluss ,,vernichtet" oder
~erzeugt”. Anders formuliert: Alles was in einen Knoten hineinflieBt,

flieBt auch wieder heraus.
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Ein Beispiel
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@ Maximale Anzahl der moglichen taglichen Transporte
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@ Tagliche Transporte

Zwischen Briissel und Paris resultiert ein taglicher Netto-Fluss von 1 von
Briissel nach Paris. Damit sind die korrigierten Transporte giinstiger.
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-
Ein Beispiel

Die Anti-symmetrie eines Flusses erlaubt die Aufhebung zweier Transporte
in entgegengesetzter Richtung.

Um aus einem Fluss einen Transport zu erhalten, wird zwischen zwei
Knoten u, v nur in der positiven Richtung transportiert. In der negativen
Richtung erfolgt kein Transport.

Als Konsequenz kénnen wir aus einem Fluss nicht die tatsachlichen
Transporte rekonstruieren. Allerdings lasst sich aus jedem Fluss eine
Moglichkeit fiir tatsdchliche Transporte rekonstruieren.

Die Aufhebung durch die Anti-Symmetrie macht die so gefundenen Ldsung
unter Umstanden sogar effizienter als der urspriingliche Transport, da
weniger Einheiten bewegt werden.
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]
Das Problem

Fiir ein gegebenes Flussnetzwerk N = (V, E; c; s, t) ist es nun unser Ziel
den Fluss von s nach t zu maximieren.

Problem (Max-Flow)
Eingabe: Ein Flussnetzwerk N = (V,E; c;s,t)

Berechne den maximalen Wert eines Flusses in .
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Das Max-Flow-Min-Cut-Theorem

Satz (Max-Flow-Min-Cut)

Der maximale Wert eines Flusses auf einem Flussnetzwerk
N = (V,E;c;s,t) ist gleich dem Gewicht eines minimalen s-t-Schnittes
des zugrunde liegenden Graphen G = (V, E).
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Residualnetzwerke

Ein wichtiges Werkzeug fiir die Konstruktion maximaler Fliisse sind die so
genannten Residualnetzwerke.

Definition (Residualnetzwerk)

N = (V,E;c;s,t) sei ein Flussnetzwerk und f ein Fluss auf N. Dann
definieren wir das Residualnetzwerk Ny als N := (V, E; cf; s, t) mit

cr(u,v) = c(u,v) — f(u,v)

Ein Fluss f kann nun vergroBert werden, in dem ein Weg von s nach t in
dem Residualnetzwerk N¢ hinzugefiigt wird.

Definition (Augmentierende Wege)

Sei N =(V,E;c;s,t) ein Flussnetzwerk und f ein Fluss auf N. Ein
augmentierender Weg (augmenting path) ist ein Weg p in Nf, so dass fiir
alle Kanten (u,v) in p ¢f(u,v) > 0 gilt.
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Residualnetzwerke und augmentierende Pfade

Lemma

Sei N =(V,E;c;s,t) ein Flussnetzwerk und f ein Fluss auf N.

Desweiteren sei f' ein Fluss auf den Residualnetzwerk N¢. Dann ist der
Fluss f + f' mit

f+f(u,v):=f(u,v)+f(uv)
ein Fluss auf N mit Wert |f + f'| = |f| + |F'|.

Beweis
Vorlesung Graphentheorie
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]
Die Methode von Ford-Fulkerson

Aus einem Pfad p in N ldsst sich ein Fluss f, konstruieren:

w falls (u,v) € p
fo(u,v) :=q —w falls (v,u) €p

0 sonst
mit w := min{c(u,v) | (u,v) € p}.

Algorithmus (Methode von Ford-Fulkerson)

Eingabe: Ein Flussnetzwerk N = (V,E; c; s, t).
Ausgabe: Ein maximaler Fluss f auf N.
Initialisiere f als Nullfluss

solange ein Pfad p in N¢ existiert tue f :=f +f,
Gebe f zuriick
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Ein problematisches Beispiel

Da jeder augmentierende Pfad den Wert des gefundenen Flusses erhoht,
scheint die Strategie zur Auswahl eines Pfades im Residualnetzwerk
unerheblich zu sein.

Doch tatsichlich hat die Konstruktion des Pfades eine wesentliche
Auswirkung auf die Laufzeit, und bei irrationalen Gewichten, sogar auf das

Ergebnis selbst.
Im nebenstehenden Beispiel bendtigt

man, wie man leicht sieht, nur zwei We-

) 0 ge, um einen maximalen Fluss zu erhal-
e v O

0, l N Durch eine ungiinstige Wahl der augmen-

\@/ tierenden Wege, kann man aber leicht auf

20 Durchginge kommen.
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-
Ein problematisches Beispiel

Sind die Kantenkapazititen irrational, kann es sogar passieren, dass das
Verfahren gar nicht terminiert. AuBerdem kann es sein, dass der Wert des
resultierenden Flusses nicht gegen den Wert eines maximalen Flusses
konvergiert.

Aus diesem Grund ist es wichtig, sich Gedanken iiber die optimale Auswahl
von augmentierenden Pfaden zu machen.
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R ——
Die |dee von Edmonds-Karp

Edmonds und Karp bewiesen, dass es fiir die Methode von Ford-Fulkerson
geniigt, stets einen kiirzesten augmentierenden Pfad zu suchen. Dabei wird
die Lange lediglich iiber die Anzahl der Kanten, nicht ihre Kapazitat,
gemessen.

Ein solcher kiirzester Weg lasst sich mittels einer Breitensuche finden.
Algorithmus (Edmonds-Karp)

Eingabe: Ein Flussnetzwerk N = (V, E; c;s, t).
Ausgabe: Ein maximaler Fluss f auf N.

Initialisiere f als Nullfluss

solange ein kiirzester Weg p von s nach t in Nf existiert tue
=i

Gebe f zuriick
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Lemma

Sei N = (V,E;c;s,t) ein Flussnetzwerk und p sei ein kiirzester Weg von s
nach t in N. Dann gilt fiir alle Knoten v € V' \ {s, t}, dass die Distanz
5pr(s, v) in N, gréBer oder gleich der Distanz n(s, v) in N ist.

Beweis

Wir nehmen an, dass ein Knoten v € V' \ {s, t} existiert mit

On,(s,v) < dn(s,v).

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass v der Knoten mit kleinster Distanz
Oy, (s, v) unter allen Knoten ist, deren Distanz in N, sinkt.

w = s~ u— v sei ein kiirzester Pfad von s nach v in N,. Damit gilt
(u,v) € N, und op, (s, u) = dn, (s,v) — 1.

Da v unter allen Knoten, deren Distanz zu s sank, einer mit kleinster
Distanz ist, kann die Distanz von u zu s in N,cp nicht gesunken sein, d.h.

6pr (57 U) > 6N(S7 U)-
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N
Beweis (Fortsetzung)

Ware nun (u, v) im urspriinglichen Graphen N enthalten gewesen, so
wiirde Folgendes gelten:

on(s,v) <on(s,u)+1 (Dreiecksungleichung)
< 5pr(5, u)+1= 5pr(s, v),

was im Widerspruch zu unserer Annahme steht.

Damit gilt (u,v) ¢ N und (u,v) € Ng,.

Dies kann nur gelten, wenn die Kante (v, u) in p vorkommt, denn nur
dann wird ihre Kapazitdt in Ng, erhoht.

Damit muss (v, u) auf einem kiirzesten Pfad von s nach v in N liegen,
und somit gilt

n(s,v) =on(s,u) —1< 5pr(5, u)—1= 5pr(s, v) — 2,

was wiederrum unserer Annahme widerspricht. O

v
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Satz

Auf einem Flussnetzwerk N = (V, E; c; s, t) benétigt der Edmonds-Karp
Algorithmus O(|V/||E|) Suchen nach augmentierenden Wegen.

Beweis

Sei Nf das bislang konstruierte Residualnetzwerk. Eine Kante (u,v) auf
einem augmentierenden Weg p heiBt kritisch, wenn

cr(u,v) = min{c(e) | e € p}.

D.h. falls f' := f + f, ist, haben kritische Kanten in N¢, Kapazitat 0 und
in Nf positive Kapazitat.

Im Folgenden zeigen wir, dass jede Kante (u,v) € E in N héchstens |V/|/2
mal kritisch sein kann.

v
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Beweis (Fortsetzung)
Sei (u,v) € E eine beliebige Kante. Ist sie kritisch, so gilt

dr(s,v) = 0¢(s,u) + 1

wobei ¢ die Distanz in N¢ vorher ist.

AnschlieBend ist (u,v) nicht mehr im Residualnetzwerk, bis die Kante in
anderer Richtung, d.h. als (v, u), wieder im augmentierenden Pfad liegt. In
dieser Situation gilt aber

5f/($, u) = 5f/($, V) +1

Aufgrund des vorhergegangenen Lemmas gilt ¢(s, v) < d¢(s, v) und somit

der(s,u) = 6p(s,v) + 1> 6¢(s,v) + 1 = d¢(s,u) + 2.
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Beweis (Fortsetzung)

D.h. zwischen zwei Runden, in denen die Kante (u, v) kritisch ist, steigt
die Distanz 0¢(s, v) von v zur Quelle s um mindestens 2.

Da die Distanz von v zu s aber héchstens |V/| — 1 betragen kann, kann die
Kante (u, v) héchstens MT_I < |2L| mal kritisch sein.

Da insgesamt nur |E| Kanten vorliegen und jede nur % mal kritisch sein
kann, ergibt sich, dass der Algorithmus von Edmonds-Karp héchstens

O(|E||V|) Durchginge benétigt. O

v

Satz

Der Algorithmus von Edmonds-Karp benétigt zur Berechnung eines
maximalen Flusses auf N = (V, E; c;s,t) Zeit O(|V||E|?).

Beweis.
Jede Breitensuche benétigt O(|E|) Zeit. O
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Ein Beispiel
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Kapazitdt: 12+ 4+ 7 =23
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Distanzmarken

Idee

Statt immer wieder eine vollstandige Breitensuche auszufiihren, fiihren wir
Distanzmarken mit, die uns erlauben den kiirzesten Weg schneller zu
finden.

Definition (Distanzmarken)

N = (V,E;c;s,t) sei ein Flussnetzwerk. Eine Distanzmarkierung auf N ist
eine Abbildung d: V — N. d heiBt giiltig, wenn

e d(t)=0
e d(u) < d(v)+1 firr jede Kante (u,v) € E.

Wir werden nun beschreiben, wie solche Distanzmarken genutzt werden
kdnnen, um den Algorithmus von Edmonds-Karp auf O(|V/|?|E|) zu
beschleunigen.
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N —
Distanzmarken

Lemma
Seien d(v) giiltige Distanzmarken auf N = (V,E; c; s, t). Dann ist d(v)
fiir v € V eine untere Schranke fiir die Distanz von v zu t.

Beweis.

Sei w = (v = vy, v, Va,..., vk = t) ein kiirzester Weg der Lange k von v
nach t.

Die zweite Bedingung fiir die Giiltigkeit impliziert induktiv:

d(vk_l) < d(t) +1=1
d(vk—2) < d(vk—1) +1<2

d(l) = d(Vo)S d(vl) < d(V2) +1<k
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N —
Distanzmarken

Definition
Seien d(v) giiltige Distanzmarken auf N = (V, E; c; s, t). Eine Kante
(u,v) € E heiBt zulassig, wenn d(u) = d(v) + 1.

Mit anderen Worten, ist eine Kante zul3ssig, wenn sie, bezogen auf die
Distanzmarken, naher zu t fiihrt.

Lemma

Seien d(v) giiltige Distanzmarken auf N = (V, E; c; s, t). Ein zuldssiger
Weg von s nach t, d.h. ein Weg, der nur aus zulidssigen Kanten besteht,
ist ein kiirzester Weg.
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Beweis.
Sei w = (s = vy,..., v, = t) ein zuldssiger Weg der Lange k von s nach t.

Damit gilt fiir alle Kanten (v;, viy1) auf dem Weg
d(vi) = d(vis1) + 1.
Da d(vk) = d(t) = 0 gilt, gilt somit
d(vi) =k —i,

was wiederrum d(vp) = d(s) = k impliziert.
Da d(s) eine untere Schranke fiir die Distanz von s nach t ist, und w ein
Weg der Lange d(s) = k ist, muss er ein kiirzester Weg sein. O

v

Somit ist das Ziel, einen zuldssigen Weg im Residualnetzwerk zu finden,
und dabei die Distanzmarken so anzupassen, dass sie nach der
Kombination des Flusses mit dem augmentierenden Weg weiterhin giiltig
sind.
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]
Die ldee

Falls giiltige Distanzmarken bekannt sind, entspricht die Suche nach einem
kiirzesten, augmentierenden Weg der Suche nach einem zuldssigen Weg.
Diese lasst sich effizienter gestalten als eine Breitensuche.

Im Algorithmus werden wir stets genau einen zuldssigen Pfad, beginnend
in der Quelle s, mitfiihren. Dazu speichern wir zu jedem Knoten v den
Vorganger pred[v| auf dem Pfad und den aktuell letzten Knoten u. damit
kann der Weg riickwarts rekonstruiert werden.

Die Suche nach einem zuldssigen Weg realisieren wir mit zwei
Operationen: advance und retreat.

advance erweitert den Weg, wenn moglich um eine zuldssige Kante,
wahrend retreat einen Schritt riickwirts macht und die Distanzmarken
des , verlassenen” Knotens verindert.
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retreat

Die Funktion retreat wird aufgerufen, wenn von dem aktuellen Knoten v
keine zuldssige Kante ausgeht.

In diesem Fall, gehen wir zu dem vorletzten Knoten des Weges zuriick
(wenn moglich) und passen die Distanzmarke des letzten Knotens v an.
Genauer gesagt setzen wir

d(v) :=min{d(u) +1|(v,u) € N}.

Algorithmus (retreat)
Eingabe: Ein Flussnetzwerk N = (V, E; c; s, t), giiltige
Distanzmarken d(v), ein aktueller Knoten v und ein Feld pred von
Vorgéngern.
d(v) :=min{d(u)+1|(v,u) € N}
wenn v # s dann v := pred|v]

v
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Algorithmus (SPA — Shortest Path Augmenting)

Eingabe: Ein Flussnetzwerk N = (V,E;c;s, t).
Ausgabe: Ein maximaler Fluss von s nach t in N.

Daten: Ein Fluss f

Initialisiere f als Nullfluss

Erstelle durch eine riickwarts durchgefiihrte Breitensuche, die

korrekten Distanzmarken d(v)

vi=s5

solange d(s) < ntue // Bis kein Pfad im Residualnetzwerk existiert
wenn v einen zuldssige Kante (v, u) besitzt dann

predfu] :=v // advance
vi=u
wenn v = t dann augment(N, f,v,pred) und v :=s

Ende

sonst retreat(N, d, v, pred)

Ende

V.
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Algorithmus (augment)

Eingabe: Ein Flussnetzwerk N = (V,E; c;s,t), ein Fluss f, ein Weg
p von s nach t in N, beschrieben durch pred.
Ausgabe: Das Residualnetzwerk N, und der Fluss f + f,.

0 :=00
vi=t
solange pred[v] # v tue // Suche kleinste Kante

0 := min(0, c(pred|v], v))
v := pred|v]
Ende
vi=t
solange pred|v] # v tue // Augmentiere den Weg
f(pred|[v],v) := f(pred[v],v) + ¢
c(pred|v], v) := c(pred|v],v) — 0
c(v,pred|v]) := c(v,pred|v]) +
Ende

v
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Die Korrektheit des SPA-Algorithmus

Lemma

Die Distanzmarken sind zu jedem Zeitpunkt des SPA-Algorithmus giiltig.
Weiterhin erhéht jede retreat-Operation die Distanzmarken.

Beweis

Offensichtlich verdndert die advance-Operation weder das Netzwerk noch
die Distanzmarken, so dass deren Giiltigkeit bewahrt bleibt. Wir miissen
lediglich die retreat-Operation und die Augmentierung betrachten.

Anfanglich konstruiert der Algorithmus iiber eine Breitensuche korrekte
(und damit giiltige) Distanzmarken. Deshalb kénnen wir im Folgenden
annehmen, dass die Markierungen vor der jeweiligen Operation giiltig sind.
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Beweis (Die Korrektheit des SPA-Algorithmus — Fortsetzung)
Betrachten wir zuerst die Augmentation.
Da die Markierungen giiltig sind, wenn fiir jede Kante (u,v) gilt

d(u) < d(v)+ 1, bleibt die Giiltigkeit erhalten, wenn eine oder mehrere
Kanten entfernt werden.

Bei der Augmentation kénnen aber auch neue Kanten (u, v) entstehen.

Damit dies geschieht, muss die Kante (v, u) in dem zulassigen Pfad und
damit selbst zulissig sein. D.h. es gilt d(v) = d(u) + 1 und somit

d(u) =d(v) —1 < d(v) + 1, was die Giiltigkeit der Markierungen nach

der Augmentation zeigt.
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Beweis (Die Korrektheit des SPA-Algorithmus — Fortsetzung)

Betrachten wir nun die retreat-Operation.

retreat verdndert die Marke eines Knotens v nur, wenn es keine zulissige
inzidente Kante gibt. D.h. keine Kante (v, u) erfiillt d(v) = d(u) + 1.
Zusammen mit der Giiltigkeits-Bedingung d(v) < d(u) + 1, erfiillen alle
Kanten (v, u) die Bedingung d(v) < d(u) + 1.
Damit gilt

d(v) <min{d(u)+1|(v,u) € E} = d'(v),
welches die neue Distanzmarke von v ist. Damit gilt insbesondere

d'(v) < d(u) + 1 fiir alle Kanten (v, u) und die neue Markierung ist
beziiglich der ausgehenden Kanten giiltig.

Fiir die eingehenden Kanten (u, v) gilt

d(u) <d(v)+1<d(v)+1,

was die Gliltigkeit auch fiir sie beweist. O
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Die Korrektheit des SPA-Algorithmus

Satz

Der SPA-Algorithmus berechnet einen maximalen Fluss in einem
Flussnetzwerk N = (V, E; c; s, t).

Beweis

Wie bereits gesehen konstruiert der SPA-Algorithmus in jeder Runde einen
augmentierenden kiirzesten Pfad im Residualnetzwerk. Damit entspricht er
dem Algorithmus von Edmonds-Karp.

Um die Korrektheit zu zeigen, miissen wir nur noch zeigen, dass der
Algorithmus erst terminiert, wenn kein Pfad von s nach t im
Residualnetzwerk existiert.

Der Algorithmus terminiert, wenn die Quelle eine Distanzmarke d(s) > n
erreicht hat. In diesem Falls ist die tatsachliche Distanz von s zu t auf
mindestens n gestiegen.

v
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Beweis (Die Korrektheit des SPA-Algorithmus — Fortsetzung)

Da aber jeder Knoten nur einmal auf einem kiirzesten Weg vorkommen
kann, muss die Distanz kleiner gleich n — 1 sein.

Damit impliziert d(s) > n, dass kein Weg von s nach t mehr existieren
kann. O]
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R ——
Suchen von zulassigen Kanten

Bevor wir die vom SPA-Algorithmus benétigte Zeit ermitteln konnen,
miissen wir uns noch damit beschaftigen, wie wir zu einem gegebenen
Knoten v eine zuldssige Kante (v, u) finden konnen.

Ein einfacher Ansatz ware, dass mit jedem Erreichen des Knotens v die
Liste der ausgehenden Kanten von Anfang an durchsucht wird, bis eine
zuldssige Kante gefunden wurde, oder das Ende der Liste erreicht wurde.

Dieses Vorgehen ist aber ungiinstig, da bei einem Riickschritt von v die
Liste des Vorgangers erneut durchsucht wiirde, obwohl klar ist, dass alle
Kanten bis zur Kante (u, v) weiterhin unzul3ssig sind.

Daher merkt man sich, welches die Kante hinter der zuletzt betrachteten
Kante in der Liste ist, und beginnt die Suche bei ihr.
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R ——
Suchen von zulassigen Kanten

Zu Beginn jeder Runde setzen wir die aktuelle (ausgehende) Kante jedes
Knotens auf die erste Kante der List.

Wird nun eine zuldssige Kante gesucht, beginnen wir mit der aktuellen
Kante.

Wird eine zuldssige Kante gefunden, setzen wir die aktuelle Kante auf die
nachste Kante und machen einen advance-Schritt mit der gefundenen
Kante.

Machen wir entlang von (u, v) einen Schritt zuriick, so wird die
Distanzmarke von v auf mindestens d(u) + 1 erhéht, wodurch die Kante
(u, v) im weiteren Verlauf nicht mehr zul3ssig ist.

Wird das Ende erreicht, wissen wir, dass keine der Kanten in der Liste
(mehr) zul3ssig ist. Damit muss die Distanzmarke des aktuellen Knoten
erhéht werden.
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R ——
Die Laufzeit des SPA-Algorithmus

Bemerkung

Wenn der SPA-Algorithmus die Distanzmarke eines Knotens v hochstens
k-mal dndert, dann wird jede von v ausgehende Kante hdchstens
2k 4+ 1-mal iiberpriift:

o fiir jede Erhdhung einmal fiir die Suche nach einer zuldssigen Kante,

o fiir jede Erhohung einmal fiir die Suche nach der kleinsten
Nachbarmarkierung,

@ und einmal fiir die Suche nach einer zuldssigen Kante nach der letzten
Erhéhung.

Damit ergibt sich die Gesamtzeit fiir die Suche nach zuldssigen Kanten
und dem Anpassen der Marken als O(k|E|).
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R ——
Die Laufzeit des SAP-Algorithmus

Lemma

Wenn der SAP-Algorithmus die Distanzmarke jedes Knotens héchstens
k-mal erh6ht, werden héchstens k' | Augmentationen durchgefiihrt.

Beweis.

Ahnlich wie beim Beweis der Korrektheit des Algorithmus von
Edmonds-Karp, kann man sehen, dass zwischen zwei Augmentationen in
denen die Kante (u, v) kritisch ist, die Distanzmarken von v und v um
mindestens zwei steigen miissen.

Damit kann jede Kante hdchstens g—mal kritisch sein. Da aber bei jeder
Augmentation mindestens eine Kante kritisch ist, finden héchstens k|E|
Augmentationen statt. ]

V.
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R ——
Die Laufzeit des SAP-Algorithmus

Lemma

Der SAP-Algorithmus erh6ht die Distanzmarke jedes Knotens héchstens
|V|-mal. Damit ist die Anzahl der Augmentationen héchstens |V“E|

Beweis.

Jeder Anderung der Distanzmarke, erhdht sie um mindestens 1.

Sobald d(v) > n gilt, wird der Knoten v nicht mehr betrachtet, da fiir die
Zulassigkeit einer Kante (u, v) stets |V| > d(s) > d(u) = d(v) + 1 gelten
muss.

D.h. nach spéatestens | V| Erhéhungen wird die Marke von v nicht mehr
verandert.

Mit dem vorhergehenden Lemma ergibt sich somit die zweite
Behauptung. O

v
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R ——
Die Laufzeit des SAP-Algorithmus

Satz

Der SAP-Algorithmus berechnet einen maximalen Fluss in einem
Flussnetzwerk N = (V,E; c;s,t) in Zeit O(|V|?|E|).

Beweis.

@ O(|V]|E|) Zeit fiir die Suche von zulassigen Kanten und dem
Anpassen der Distanzmarken.

o O(|V|12|E|) Zeit fiir die Augmentationen (O(|V|) pro
Augmentation).

@ O(|V|?) retreat-Operationen.
@ O(]V|?) advance-Operationen.

O

v
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Andere Algorithmen

Name | Laufzeit | Bemerkungen

Ford-Fulkerson-Methode

Generisch ganzzahlige Kapazitdten

Edmonds-Karp O(|V||E?)

SPA O(|V|?|E|) | Effizient in der Praxis

Preflow-Push-Methode

Generisch O(|V|?|E|) | Effizient Implementation er-
fordert Heuristiken

FIFO Preflow-Push Oo(|V3) Sehr effizient in der Praxis

Highest-Label Pref-Push | O(|V/|>\/|E|) | Wahrscheinlich am effizien-
testen
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