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Einflihrung Motivation

= Ziel des Netzwerkdesigns: kostenglinstiges Netz zu entwerfen
= Topologie und Routing festlegen — Verkehrsanforderungen gut erfiillen

= Abhdngig von der Netzwerk-Architektur, den zu verwendenden Protokollen,
Kundenwliinsche usw.

= — kein einzelnes Problem, das ,,das Netzwerkdesign-Problem® heif3t

= sondern eine Vielzahl verwandter Probleme, die alle unter dem Begriff
Netzwerkdesign zusammengefasst werden

= Hier behandelt: Zwei konkrete Probleme

= Algorithmen zur Berechnung von Kiirzeste-Wege-Baumen, angendherten Kiirzeste-Wege-
Baumen und Spanners als Unterroutinen sind notig
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Einfiihrung Vereinbarung

= Sei ein ungerichteter Graph G = (V,E) mit Kantengewichten (Kosten) c¢: £ — Rt
gegeben
* Im Hinblick auf Anwendungen beim Netzwerkdesign seien:

= J/die Menge der Knoten, die wir vernetzen wollen

* die Kanten in £ alle Links, die wir potentiell verwenden konnten

" c(e) (das Gewicht einer Kante e) die Kosten, die die Verwendung des Links e mit sich
bringen wiirde

= ¢in Knoten s € V' (source, Wurzel) ausgezeichnet, mit dem alle anderen Knoten
verbunden werden sollen
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Berechnung kiirzester Wege in Graphen

»Geg. G=(V,E)mit |V|=n, |[E|=mundc: E >R

= Ziel: Fur einen Startknoten s € V' berechne die kiirzesten Wege (Pfade) zu allen anderen

Knoten in V
— Effiziente Losung: Dijkstra-Algorithmus, Laufzeit O(n log n+m)
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Leichte angenidherte Kiirzeste-Wege-Baume

= Spannbdume eines Graphen, die die Eigenschaften von minimalen Spannbdumen und von
kiirzeste-Wege-Bdumen in gewissem Sinne vereinen

* Ein minimaler Spannbaum in G ist ein Spannbaum T = (V,E ") von G, so dass die Summe
der Kantengewichte Zee ~¢(€) minimal ist und kann z.B. mit dem Algorithmus von Prim
effizient in Zeit O(n log n+m) berechnet werden

» Bezeichne mit 7),(G ) einen minimalen Spannbaum von G, mit ¢ (7),(G)) sein Gewicht und
mit d(s,v) die Lange des Pfades von s nachvin T

» Ein Kiirzester-Wege-Baum fiir G und s € V' ist ein Spannbaum von G, so dass fiir jeden
Knotenv eV die Linge des Pfades (Summe der Gewichte aller Kanten auf dem Pfad) von s
nach v in dem Baum gleich der Linge eines kiirzesten Pfades von s nach v in G und kann mit
dem Algorithmus von Dijkstra effizient in Zeit O(n log n+m) berechnet werden

» Bezeichne mit d, (s,v) die Lange des kiirzesten Pfades von s nach vin G
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Leichte angenidherte Kiirzeste-Wege-Baume

Definition:

= Fiir gegebene Parameter 2 1 und 2 1 nennen wir einen Spannbaum 7 von G einen

(a,p)-leichten angendherten Kiirzeste-Wege-Baum (kurz (o, f)-LAST, wegen englisch light
approximate shortest-paths tree), wenn:

1.VveVd,.(s,v)<ad.(s,v)

2.¢(T) s Bc(T,,(G)), wobei ¢ (T') das Gesamtgewicht aller Kanten von 7" bezeichnet

» Ziel: Finde einen Algorithmus, der fiir moglichst kleine Werte von « und f effizient einen
(a,)-LAST berechnet

18.06.2009 Kiirzeste Wege, Spanner und Netzwerkdesign Alrifaee (TU Ilmenau)



LAST Praordernummerierung

Definition:

Eine Praordernummerierung eines Baumes ist eine bijektive Zuordnung der Zahlen 1,2,...,n
zu den Knoten des Baumes in der Reihenfolge, wie die Knoten in einem bei der Wurzel
beginnenden Praorderdurchlauf besucht werden. Ein Priorderdurchlauf ist ein Durchlauf des
Baumes, bei dem nach dem Besuch eines Knotens nacheinander Praorderdurchlaufe in den an
seinen Kindern gewurzelten Teilbaumen durchgefiihrt werden.

Ol O/an 0
/P O\OLO MO
Q0300
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LAST Praordernummerierung

Algorithmus: Priordernummerierung (Rekursiv)
Eingabe: Baum 7' = (V,E ) mit Wurzel s eV
Ausgabe: Priordernummern num|[v] fir alleveV
procedure preorder(node v)
begin
num|[v] =1, i++;
for alle Kinder w von v do
preorder (w);
od
end

i:=1;
preorder (s);
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LAST Praordernummerierung

Lemmal:

Sei T ein Spannbaum von G. Betrachte s als die Wurzel von 7. Wenn z,,z,, ...,z, beliebige k+1
verschiedene Knoten von 7' in Reihenfolge aufsteigender Praordernummern sind, dann gilt:

k
> d(z,,,2) < 2c(T)
i=l

Beweis:

Betrachte den (nicht einfachen) Weg w, den ein Praorderdurchlauf durch T zuriicklegt. Dieser
Weg beginnt und endet bei der Wurzel s und durchliuft jede Kante des Baums genau
zweimal, einmal abwirts und einmal aufwarts. Die Summe der Kantengewichte auf dem Weg
wist 2¢(T).

Fir jedes i, 1 i < k, enthélt der Weg w einen Teilpfad vom ersten Vorkommen von z, , bis
zum ersten Vorkommen von z.. Die Lange dieses Teilpfads von w ist mindestens d,(z,; , z;).
Ausserdem sind alle k£ solchen Teilpfade disjunkte Teile von w, da die Knoten z; in
Reihenfolge aufsteigender Priordernummern gegeben sind.
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LAST Die Berechnung eines LAST

Algorithmus: (o, f)-LAST
Eingabe: zusammenhiangender ungerichteter Graph G = (V,E), ausgezeichneter Knotens € ',
Kantengewichte c: £ — RY Werte (a,f) mit > I und B=1+ 2
a—1
Ausgabe: (o, f)-LAST T

1. berechne minimalen Spannbaum T),von G;
2. berechne kiirzeste Pfade von s zu allen anderen Knoten in G;
3. berechne Praordernummerierung von T,, mit s als Wurzel;
4. H =Ty
for alle Knoten v € V' in Reihenfolge aufsteigender Priordernummern do
berechne kiirzesten Pfad p von s nach v in H,
if c(p) > ad(s,v) then
flige einen kiirzesten Pfad von s nach v in G in den Graphen H ein;
fi
od
5. berechne in H einen Kiirzeste-Wege-Baum T mit Startknoten s;
6. return 7;
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LAST Die Berechnung eines LAST

Satz:

Der Algorithmus berechnet in polynomieller Zeit einen (e, 5)-LAST.

Beweis:

a) VveVd,(s,v)<ad;(s,v) : H enthilt einen Pfad von s nach v mit Lange hochstens
adG (s,v), und wir berechnen am Ende in H einen Kiirzeste-Wege-Baum mit Startkonten s.

b) «(T) < Bc(T,,(G)): wir zeigen, dass sogar c¢(H) < Bc(T,,(G)) gilt.
Seien z,,z,,...,z, diejenigen Knoten, fiir die die if-Bedingung erfullt war. Wahle z,= s.
Nach Lemma 1 erhalten wir: Zk: d(z. . 2)<2e(T) ()

Als der Algorithmus in Schritt 4 den Knoten z, bearbeitete, enthielt / auf jeden Fall
den Pfad von s nach z,, der aus dem kiirzesten Pfad von s nach z, , in G und dem
Pfad von z ; nach z; in T} besteht. Dieser Pfad hat Lange d;(s,z, ) +d; (z,,z,). Da
der kiirzeste Pfad von s nach z; in H zu diesem Zeitpunkt langer als ad; (s,z;) war,
muss also gelten: d;(s,z, ) +d; (z,,,z,)>ad(s,z,)
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LAST Die Berechnung eines LAST

Umformen zu ad (s,z,)—d (s,z,_) < dTM (z,1,2;)

Wenn wir diese Ungleichungen fiir i = 1,2,...,k aufsummieren, erhalten wir (unter
Berticksichtigung von d; (s,z,) = 0):

ad;(s,z,)—d;(s,z,) < d; (2,2
ad;(s,z,)—d;(s,z,) < d; (z,2,)
adg(s,2,) = dg(s,2,) < dy (24,2;)

k—1 k
ady(s,z)+ ) (@=Ddg(s,z) < D.d; (z.,,2)
i=l i=1

2
a—1

k
Mit der Ungleichung (1) erhalten wir Z d.(s,z;) < c(T,,)
i=1
Es gilt nach Konstruktion des Algorithmus:  c¢(H)<c(7,,)+ Z; d.(s,z,)

—> c(H)<(1+ 2 (T,

a—1
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" Ein (,f)-LAST enthélt fir einen bestimmten Knoten Wege zu allen anderen Knoten, die
nicht viel ldnger als die kiirzesten Wege im Ursprungsgraphen sind

= Nun wollen wir einen Teilgraphen finden, in dem die Wege fiir a/le Paare von Knoten nicht

viel langer als im Ursprungsgraphen sind

Definition:

* Se1 G = (V,E) ein ungerichteter zusammenhangender Graph mit Kantengewichten
c:E—>NR"

* Bezeichne mit d, (u,v) die Lange eines kiirzesten Pfades von u nach vin G

= Sei H=(V,E") ein zusammenhangender Teilgraph von G, der alle Knoten von G enthélt
(spannender Teilgraph)

» Bezeichne mit d,, (u,v) die Lange eines kiirzesten Pfades von u nach v in H

= Definiere: Stretch(H ) = max dy(u,v)
u,velV dG (u’ V)

Knoten in A hochstens langer sein kann als in G

Faktor, um den der kiirzeste Pfad zwischen zwei

» Wenn Stretch(H) < t fiir ein ¢ 2 1 gilt, so nennen wir H einen ¢-Spanner von G
g J%
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Algorithmus: Greedy-Spanner

Eingabe: Zusammenhingender Graph G = (V,E ) mit Kantengewichten c: E — R*
Parameter > 1

Ausgabe: Zusammenhingender Teilgraph H = (V,E ) von G

sortiere die Kanten in £ = {e,e,,...,e, } so, dass c(e;) < c(e,) S~ < c(e,);
E =,
H:=(V,E"),
fori=1tomdo
/] sel e;= {u,v}
if d;(u,v) > t-c({u,v}) then
E =E"U {e};
H:=VE"),
fi
od;
return

Bemerkung: Falls in H noch gar kein Pfad von u nach v enthalten ist, so ist d,, (1,v) = > und
die Kante {u,v} wird auf jeden Fall in H eingefligt.
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=  Bezeichne mit ¢(H ) die Summe der Gewichte aller Kanten in H
= Bezeichne mit MST (G ) das Gewicht eines minimalen Spannbaums in G

Satz:

Der Algorithmus Greedy-Spanner liefert fiir einen Graphen G = (V,E) mit n Knoten und
Kantengewichten ¢ : E — R” einen Teilgraphen H, fiir den gilt:

(a) H ist ein t-Spanner von G.

2

(b) H enthélt hochstens 7 - {n”] Kanten.

32t 2+0
(c) Fur jedes dmit 0 < 5<min{z-1,1} gilt: c(H)<(5 +?) n'71=% - MST(G)

Der Satz liefert obere Schranken sowohl fiir die Anzahl der Kanten von H als auch
fiir das Gesamtgewicht aller Kanten von H.

Den Beweis teilen wir in eine Reihe von Lemmas aufl!! 1l

16 18.06.2009 Kiirzeste Wege, Spanner und Netzwerkdesign Alrifaee (TU Ilmenau)



Spanner Analyse des Stretch-Faktors

Lemma:

Der vom Algorithmus Greedy-Spanner berechnete Teilgraph H = (V,E ") ist ein -Spanner von
G=VE).

Beweis:

Betrachte eine Kante e = {u,v}, die in G enthalten ist, aber nicht in H. Als der Algorithmus
die Kante e bearbeitet hat, muss H bereits einen Pfad von u nach v der Lange hochstens #-c(e)
enthalten haben. Also enthilt H fiir jede Kante e = {u,v} € E einen Pfad von u nach v der
Lange hochstens #-c(e).

Seien x und y zwei beliebige Knoten in 7 und sei p ein kiirzester Pfad von x nach y in
G. Wir konnen jede Kante e des Pfades p durch einen Pfad der Lange hochstens #-c(e) in H
ersetzen und erhalten so einen Pfad von x nach y der Lange hochstens #-d (x,y) in H.

> Stretch(H) < t.
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Spanner Analyse der Kantenzahl

Lemma:

Sei H ein ungerichteter Graph mit » Knoten und m Kanten, in dem jeder Kreis
aus mindestens g Kanten besteht. Dann gilt 2 2

m<n-|n¥?|<2-n &7
Beweis:

= Falls m < 2n ist die Behauptung offensichtlich richtig.
= Falls m > 2n : Sei - LmJ z Es gilt £ 2 3. Solange H einen Knoten mit Grad kleiner als &

n
enthilt, entfernen wir diesen Knoten und alle seine inzidenten Kanten aus . Dadurch konnen

nicht alle Knoten entfernt werden, weil wir beim Entfernen der ersten n-1 Knoten hochstens
(n-1)(k-1) < m Kanten entfernen und dann keine Kante mehr iibrig sein kann, ein
Widerspruch. Also bleibt ein Teilgraph H~ von H iibrig, in dem alle Knoten Grad mindestens
k haben.

* Falls g ungerade g = 2d +1

Sei x ein beliebiger Knoten in A" und betrachten wir alle Knoten, die von x aus iiber
hochstens d Kanten erreicht werden konnen. Diese Knoten miissen einen Baum bilden, da alle
Kreise in H und damit auch in A" aus mindestens 2d +1 Kanten bestehen. Keine zwei Knoten
in diesem Baum konnen identisch sein, da A" sonst einen Kreis der Lange hochstens 2d
enthalten wiirde.
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Spanner Analyse der Kantenzahl

Da alle Knoten Grad mindestens & haben, muss dieser Baum mindestens

g-1
2

-1

d 19 _ _
1+k2(k—1)f-1:1+kM=1+k(k D
i=1 k_2 k_2

Knoten enthalten.

* Falls g gerade g = 2d
Betrachte eine beliebige Kante {x,y} in A und alle Knoten, die von x oder y aus iiber
hochstens d-1 Kanten erreichbar sind. Wieder miissen diese Knoten einen Baum bilden. Der
Baum enthilt mindestens g
d . _ 1\ _ —12 —
2Z(k_1)1—1:2(k 1) 1:2(k 1) 1
i=1

k-2 k-2

Knoten.
In beiden Féllen ist die Anzahl der Knoten in A" (wie auch in H) groBer als (K —1)
Also gilt

g 2 2 2
m | -1 - m - m -
n>(L—J)2 :>ng2>{—J:>{ng2—|2—:>mSn-{ng2}
n n n

£
2
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Spanner Analyse der Kantenzahl

Lemma:

Jeder Kreis in H besteht aus mehr als 7 +1 Kanten.

Beweis: (durch Widerspruch)

Nehmen wir an, es gibe in H einen Kreis C aus hochstens ¢ +1 Kanten.

Sei {u,v} die letzte Kante des Kreises, die der Algorithmus in H eingefiigt hat.

Der Rest des Kreises besteht aus hochstens ¢ Kanten, deren Gewicht nicht grosser als das von
{u,v} 1st. Also enthielt H vor dem Einfligen der Kante {u,v} bereits einen Pfad von u nach v
mit Gewicht hochstens #-c({u,v}), ein Widerspruch zur Denition des Algorithmus.

2
» Aus den letzten beiden Lemmas folgt, dass H hochstens 7 - {n”—‘ Kanten enthilt.
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Spanner Analyse des Gewichts

= Sei 7' der minimale Spannbaum von G, der mit dem Algorithmus von Kruskal berechnet
wird, wenn die Kanten in derselben Reihenfolge bearbeitet werden wie vom Algorithmus

Greedy-Spanner

Algorithmus von Kruskal
Eingabe: Zusammenhingender Graph G = (V,E) mit Kantengewichten c: £ — R”*
Ausgabe: Spannbaum 7= (V,E ") von G mit minimalem Gewicht

sortiere die Kanten in £ = {el,e2,...,em} so, dass c(e;) < c(e,) <~ < c(e,);
E = d;
T:=(V.E);
fori=1tomdo
/] set e; = {u,v}
if # und v sind in verschiedenen Zusammenhangskomponenten von 7 then
E :=E"U {e};
T:=(V.E");
fi
od;
return 7;
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Spanner Analyse des Gewichts

= Bezeichne mit £(7) die Menge der Kanten von 7' und mit MST das Gewicht von T’
= Bezeichne die Kanten von H weiterhin mit £

= £ enthilt alle Kanten des minimalen Spannbaums 7, d.h. es gilt E(7T) € £, da im
Algorithmus Greedy-Spanner: Falls d,, (#,v) = ® — u und v sind in verschiedenen
Zusammenhangskomponenten!!

= Sei P der Weg (Tour), den ein Praorderdurchlauf durch T zuriicklegt

= Sei L die Summe der Kantengewichte von P, L =2-¢(T) = 2-MST

* Ordne jeden Knoten von T der Stelle auf der Tour zu, wo der Knoten zum ersten Mal
besucht wird

— Kreis, der alle Knoten in der Reihenfolge ihrer Praordernummerierung enthilt und in dem
der Abstand zweier aufeinander folgender Knoten u und v gleich d(u,v) 1st

= Bs giltd, (1,v) 2 d,(u,v)

» Beispiel
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Spanner Analyse des Gewichts

= Wir teilen die Ausfithrung des Algorithmus Greedy-Spanner in log n +1 Phasen ein
= Vereinfachende Annahme: Sei n eine Zweierpotenz
* Das Gewicht jeder Kante in 7 oder H liegt im Intervall [0,L]

= Wir partitionieren das Intervall [0,L] in log n + 1 Teilintervalle:

I, :[0,£
n

L L
1, 1,=(2"-=2"-=] firj=1.2,.logn
n n

= Innerhalb einer Phase bearbeitet der Algorithmus Kanten, deren Gewichte im selben
Intervall /; liegen

= Fiir 0 </ < log n definiere: £, ={e€ E\E(T)|c(e) e}

= £, ist also die Menge derjenigen Kanten, die der Algorithmus in Phase j in £ einfligt und
die nicht im minimalen Spannbaum 7" enthalten sind
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Spanner Analyse des Gewichts

2 2

Lemma: c¢(E,)< 2-{;1711 -MST <4-n"' - MST

Beweis: 2
* £" und damit auch E, besteht aus hochstens 7 - {n“l—‘ Kanten (Satz (b))
: : : ) L 2
= jede Kante in £, hat Gewicht hochstens —=—-MST
non

2 2
n :c(EO)Sn-{n’1—|-%-MST=2-{n“—‘-MST
n
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Spanner Analyse des Gewichts

Betrachtung von E; fir j > 1

" Sei g =2"" L , 50 dass I, = (a, 2d]
n

= Sei ein o mit 0 < o<min{z-1,1} vorgegeben
= Definition (Cluster): Wir teilen den Kreis P in 2—L Intervalle der Grof3e oa ein, indem
a

wir an einer beliebigen Stelle einen Schnitt machen und von dort aus um den Kreis

L0 . : : :
herumlaufen und nach jeweils 761 zurlickgelegten Langeneinheiten wieder einen Schnitt

machen. Die resultierenden Intervalle nennen wir Cluster

= Sei n, die Anzahl der Cluster, die mindestens einen Knoten aus V' enthalten
2L 2n
< —

n.xs -
' da 52

* Eine Kante {u,v} nennen wir Intercluster-Kante, wenn u und v in verschiedenen Clustern
liegen
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Spanner Analyse des Gewichts

Lemma:
Jede Kante {u,v} € E, 1st eine Intercluster-Kante

Beweis:

= Es gilt {u,v} & E(T)

= Betrachte den Pfad O, der u und v in T verbindet

= Alle Kanten auf Q haben Gewicht hochstens c({u,v}) (sonst wére T kein minimaler
Spannbaum) und wurden von Kruskal's Algorithmus und damit auch vom Algorithmus
Greedy-Spanner vor der Kante {u,v} bearbeitet

» Da E(T) € E" gilt, muss Q bereits in H enthalten gewesen sein, als Greedy-Spanner die
Kante {u,v} bearbeitet hat

" Da {u,v} € E, gilt c(Q) > t-c({u,v})

" Aus 0<t-1 folgtt> 1+6

* Damit erhalten wir: d, (,v) > d(u,v) = c(Q) > t-c({u,v}) > (1+0)c({u,v}) > da

= Der Abstand zwischen zwei Knoten innerhalb eines Clusters ist hochstens oa . Also liegen
u und v in verschiedenen Clustern
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Spanner Analyse des Gewichts

Lemma:

. 246
min{2,1+
|E,|<2-n, t-1-0

}

Beweis: | 2w6
. +
* Da E, nur Intercluster-Kanten enthilt, gilt daher | £, [< n; —z7. | E |<2-n, 10

" Sei M der Graph, der aus (V,E)) entsteht, indem man die Knoten jedes Clusters zu einem
einzigen Knoten verschmilzt

t+1

» Sei C ein beliebiger Kreis in M, der aus g Kanten besteht. Z.Z. g 2 5
1+—
2

= Seien w;, w,,...,w, die Gewichte der g Kanten von C in aufsteigender Reihenfolge
= Als die letzte Kante (mit Gewicht w,) in H eingefiigt wurde, gab es in H bereits einen Pfad
. . oa g-1 .
der Lange hochstens g - EY + Zi:l w, zwischen den Endknoten der Kante
o : : : :
— g °7a schitzt die hochstens g Teilpfade innerhalb eines Clusters ab

g-1 .
— > 7w, die Intercluster-Kanten —
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Spanner Analyse des Gewichts

oa

. . . . . .. . g-1
" Da die Kante mit Gewicht w, in / eingefiigt wurde, gilt g Y + Zi:l W, >t-w,

w
= Wegen a <w, und w, <w, fiir | <7< g-1 kénnen wir folgern: z-w, <g- 2g +(g—-Dw,

5y t+1
* Das ergibt: t < g(—+1)-1 — &> 5
2 1_|_ _
2
——> Jeder Kreis in M enthilt mehr als t+; Kanten
1+ 5
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Spanner Analyse des Gewichts

Lemma:

t
Bewelis: 245

min{2,1+ }

Jede Kante 1n E] hat Gewicht hochstens 2a, daher wegen | £, |<2-n, 1= gilt

246 J-1
o(E,) s%.nf—l—ff -MST(QJ

240
i 2+0 min{2,1+ )
C(E) <24.7. nr.mn{2,1+t_1_§} <. 2j_1 £ . 2]’1 t-1-0
] : n 52!
L 2\ n 1+t3;—55 I 2\ 2;55
<2:277—=-2- = 1 =2.2/1 = 2. = | . ’.1_ . r.l_ t__
n 5 2] n 5 2] 1 2] 1
240 245 s
:165.( ﬁljm :162L,n% ( IJW :%.MST.nifi ( 11)t15
o \Z 0 2! ) 2
J-1 g
32 ﬁfg | ifg YA
< MST-n | — £3—§-MST.n (t_lj
5 o 5 t
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Spanner Analyse des Gewichts

. 2 32 A t—1
= Mit c(E,)<4-n""'-MST und C(Ej)_5 -n'™= . MST - t

j-1
j konnen wir wegen

E" = E(T)UE,UE|U...UE,_ , das Gewicht c(H) wie folgt abschitzen:

ogn

2 32 2+ logn f—1 Jj-1
c(H)SMST+4-nH-MST+§-n . MST - Z( ]

4
= 32 55
<MST +4-n'. MST+5— n

- MST -t

2+5

2 t2+5 3 t
<5.p MST+35i n'MST <(5+=5): n'™"" MST

= Teil ¢) vom Satz ist somit bewiesen ©

Korollar:
Wenn der Algorithmus Greedy-Spanner mit Parameter ¢ = log, n aufgerufen wird (unter

Verwendung von 6= 0.5 ,,z.B.“), so liefert er einen #-Spanner H mit O(n) Kanten und
c(H) = O(log n)MST
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Modellierung eines Netzwerkdesign-Problems

= Gegeben ist eine Menge V' von n Knoten, die vernetzt werden sollen
= Die Knoten sind von 1 bis n durchnummeriert
= Fiir jedes Knotenpaar (i, ) ist eine Verkehrsanforderung r; ; gegeben, die bestimmt, wie viel
Verkehr pro Zeiteinheit von i nach j geschickt werden soll
= r;; als Vielfache einer gewissen Basis-Einheit (z.B. 2 Mbps) gegeben (nichtganzzahlige
Vielfache zugelassen)
= Losung: Welche Links mit welcher Kapazitit zu installieren? «— Routing der
Anforderungen (Pfade)?
= Kapazitit jedes Links > Summe aller durch ihn gerouteten Anforderungen!!!
= Losungskosten: Summe der Kosten jedes Links
» Linkskosten: zwei Komponenten
= Kapazitdatsunabhéangige Grundkosten F (fiir jeden Link gleich)
o Kapazitétsabhéngige Kosten (abhéngig von Linksldnge (p, ) und Kapazitat (i, )
~ganzzahliges Vielfaches der Basis-Einheit) — p, u,;
= — Gesamtkosten '+ p, u, .

= Jede Anforderung r,; ; wird entlang einem Pfad P, ; geroutet
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Modellierung eines Netzwerkdesign-Problems

» Fiir jede Kante e bezeichne mit g(e) die Summe aller Anforderungswerte »
die Kante e enthalt

deren Pfad P, J

i,

= Links e mit ¢(e) > 0 sind einzurichten mit Kapazitit (am giinstigsten) | g(e) |
= Bezeichne mit £ fiir ein Routing die Menge der Kanten e mit g(e) > 0
= Das so modellierte Problem nennen wir ,,Netzwerkdesign mit einem Kabeltyp*

Problem Netzwerkdesign mit einem Kabeltyp (ND1K)

Instanz: Menge V' von n Knoten, Anforderungsmatrix R = (r; ), Fixkosten F,
Preismatrix P = (p,))

Losung: Pfad P, fur jede Anforderungr;; >0, 1 <i<j<n

Ziel: minimiere Ze:{i’ e o+ [q(e) | p. ;)
= Annahmen: - das Netz ist zusammenhéingend — die Optimallosung enthélt min. #-1 Kanten
- die Matrizen R und P sind symmetrisch

- fiir die Preise p, ; gilt die Dreiecksungleichung d.h. p; . < p,+ p,  fur alle

= Wir betrachten das geplante Netz als ungerichteten Graphen und die Verkehrsstrome als
ungerichtete Pfade
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Modellierung eines Netzwerkdesign-Problems

Untere Schranken fur die Kosten OPT einer optimalen Losung

Lemma:

(@) OPT > F (n-1) + MST, mit Kantengewichten p,
(b) OPT>F (n-1) + ZKKJSHI;J D,

Beweis:

(a) - Das (zusammenhdngende) Netz enthalt einen Spannbaum, in dem jede Kante
Kapazitit mindestens 1 hat
- Die kapazitatsunabhiangigen Kosten fiir die n-1 Kanten in diesem Spannbaum sind
F (n-1)
- Die kapazitatsabhangigen Kosten sind mindestens MST, da kein Spannbaum mit
Kantenkapazitit 1 weniger kapazititsabhingige Kosten haben kann als der minimale
Spannbaum

(b) Jede Anforderung r;; verursacht min. Kapazititsabhangige Kosten ;- p; ;, da kein Pfad
von i nach j eine Linge kleiner als p, ; haben kann (Dreiecksungleichung)
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Design von Access-Netzen

* Eine Variante von ND1K, wo alle Anforderungen einen ausgezeichneten Knoten (z.B. 1)
mit einem anderen Knoten verbinden

= Nenne den Knoten 1 Quelle und das sich ergebende Problem ND 1K mit einer Quelle

Definition:
Problem NDI1K mit einer Quelle

Instanz: Menge V' von n Knoten, Anforderungen 7, o 2 <i<n, Fixkosten F,
Preismatrix P = (p,))

Losung: Pfad P, fir jede Anforderung r, ,2<i<n

i,

Ziel: minimiere Ze={i,j}eE‘(F +[ g} p,,)

Achtung: r; ;>0 fir alle 2 < i < n, deshalb muss die Quelle mit allen anderen Knoten
verbunden werden!!
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Design von Access-Netzen

Algorithmus: Netzwerkdesign mit einer Quelle

Eingabe: Menge /' mit n Knoten (Knoten 1 ist die Quelle), Anforderungen r,
fir 2 <i < n, Fixkosten F, Preismatrix P = (p, )

Ausgabe: Pfade P, fir2<i<n

1. berechne (1 +42,1+42 )-LAST T mit Startknoten 1 in dem vollstindigen
Graphen mit Knotenmenge /" und Kantengewichten p, ;;

2. P, ;= der Pfad von 1 nach i in 7 (fiir alle i = 2,...,n);
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Design von Access-Netzen

Approximationsrate des Algorithmus

Satz:

Der Algorithmus liefert ein Routing, bei dem die Kosten fiir das Netz hochstens

2+2 J2 ) OPT sind. Der Algorithmus ist somit ein (2 + 2 J2 )-Approximationsalgorithmus
fiir ND1K mit einer Quelle

Beweis:
= Bezeichne mit £ die Menge der Kanten des (o, )-LAST T, die der Algorithmus in
Schritt 1 berechnet

= Jede dieser Kanten ist am Ende auch in mindestens einem der berechneten Pfade P Li
enthalten

= definiere A(e) = (q(eﬂ- g(e): der Teil der Kapazitit von e, den wir zwar bezahlen miissen,
den wir aber eigentlich nicht bendtigen

= Die Kosten des Netzes, das sich aus dem Routing des Algorithmus ergibt, sind
C=F- (n B 1) T Zez{i,j}eE‘(q(e)} pi,j
s C=A+B 4= Z q(e) p,,
e={i,jleE’

B=F-(n-)+ > Ae) p,

e={i,jleE’ —
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Design von Access-Netzen

A= Z Q(e)’pi,j

e={i,j}ekE"
" Der Beitrag einer Anforderung r; ; zu der Summe fiir 4 ist r; . d(1,i ), wobei d;. (1,i ) die

Lénge des Pfades von 1 nach i in T beziiglich der Kantengewichte p, , st
— A=) r.d.(Li)
i=2

"DaTein (o,f)-LAST ist, gilt d (1, ) < a d;(1,i ) = a p, ; (Dreiecksungleichung)

n
— A< azru "D

i=2

» Mit OPT > F-(n—1)+ Z erhalten wir 4 < o OPT

v. .- D..
I<i<j<n’ isJ Di;
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Design von Access-Netzen

B=F-(n-D+ >, Ae)-p,,

e={i,j}eE’
"DaAle)<1 - B<F-(n-D+ Y. p,,

e={i,j}eE’

= Da Tein (0,8 )-LAST ist, gilt {Z}; p; < p-MST
e={i,j}eE’

» Mit OPT > F (n-1) + MST, folgt B < S OPT

s~ C=A+B<(a+B)OPT

2
*Da f=1+—— , wird ¢+ fminimal, wenna = B=1+2

> Approximationsrate 2+ 242 ~ 4.828
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Allgemeines Netzwerkdesign

Die allgemeine Version des Problems ND1K

Algorithmus: Netzwerkdesign

Eingabe: Menge /' von n Knoten, Anforderungsmatrix R = (r, ),
Fixkosten £, Preismatrix P = (p, )

Ausgabe: Pfade P, furalle | <i<j<nmitr,;>0

1. berechne mit Algorithmus Greedy-Spanner einen log n-Spanner H in dem
vollstandigen Graphen mit Knotenmenge /" und Kantengewichten p, ;;

2. P, :=ein kiirzester Pfad von i nach j in 4 (fliralle 1 <i <j<nmitr,;> 0)

39 18.06.2009 Kiirzeste Wege, Spanner und Netzwerkdesign Alrifaee (TU Ilmenau)



Allgemeines Netzwerkdesign

Satz:

Der Algorithmus liefert fiir Probleme mit » Knoten ein Routing, bei dem die Kosten fiir das
Netz hochstens O(log n) OPT sind. Der Algorithmus ist somit ein O(log n)-
Approximationsalgorithmus fiir NDIK

Beweis:

= Bezeichne mit £ die Menge der Kanten des log n-Spanners H, den der Algorithmus in

Schritt 1 berechnet
= Sei E" < F die Menge der Kanten, die am Ende in mindestens einem der berechneten Pfade

P, ; enthalten sind
» Die Kosten des Netzes, das sich aus dem Routing des Algorithmus ergibt, sind

C=F I, Ja@] n,

»C=A4A+B A= Z Q(e)'pi,j

e={i,j}eE"

B=F-[E|+ Z Ale)-p;;

e={i,j}eE’
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Allgemeines Netzwerkdesign

= A= Z r,-dy (A, J) wobei d,(i,j ) die Lange eines kiirzesten Pfades von i nach j

in H b:zla']giich der Kantengewichte p, . ist

= Da H ein log n-Spanner von G ist, gilt dj, (i,j) < (log n) d; (i, j) = (log n) p; ; (Dreiecksungl.)
n , A<(logn)- Z rt D

1<i< j<n

» Mit OPT 2 F-(n—-1)+ ZISKan v, i+ Pi;,erhalten wir 4 <log n - OPT

* Da A(e) <1 gilt, folgt B F-|E'|+ Z P

e={i,jlekE"
= |E"| < |E| = O(n) ('Korollar!) — F|E"| < ¢ F (n-1) fiir eine Konstante c
" Z pi; < Z D= O(logn)-MST ('Korollar!)

e={i,j}eE” e={i,j}eE

» Mit OPT > F (n-1) + MST, folgt B < O(log n) - OPT

> C=A+ B<0(logn)- OPT
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Vielen Dank fiir die Aufmerksamkeit ©

Fragen?



