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Kapitel 2

Grundlegende NP-vollstandige
Probleme
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2.1 Das Cliquenproblem und seine Verwandten

6

Graph mit (maximal groBer) Clique.
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MAXCLIQUE: Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V, E),
finde eine Clique V' in G mit mdglichst vielen Knoten.

Ein Optimierungsproblem.
Zugehoriges Entscheidungsproblem: CLIQUE:

Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl
k>1.
Frage: gibt es eine Clique V' in G mit (mindestens) k Knoten?
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Satz 2.1.1
CLIQUE ist NP-vollstandig.
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Satz 2.1.1
CLIQUE ist NP-vollstandig.
Beweis: (i) CLIQUE € NP:
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Satz 2.1.1
CLIQUE ist NP-vollstandig.
Beweis: (i) CLIQUE € NP: schon gesehen.
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Satz 2.1.1

CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis: (i) CLIQUE € NP: schon gesehen.
(ii) Mit Reduktionsmethode.
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Satz 2.1.1
CLIQUE ist NP-vollstandig.

Beweis: (i) CLIQUE € NP: schon gesehen.
(ii) Mit Reduktionsmethode.

Behauptung: 3-5AT <, CLIQUE.
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Miissen: Funktion f definieren
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Miissen: Funktion f definieren
Jrom (chv kcp)
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Miissen: Funktion f definieren

Jrom (chv kcp)
©: 3-KNF-Formel
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Miissen: Funktion f definieren
Jrom (chv kcp)

©: 3-KNF-Formel

G, Graph,
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Miissen: Funktion f definieren
fro—(Gy,ky)

©: 3-KNF-Formel

G, Graph, k, € N
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Miissen: Funktion f definieren
from (Gy,ky)

©: 3-KNF-Formel

G, Graph, k, € N mit

e f polynomialzeitberechenbar,
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Miissen: Funktion f definieren

Jrom (chv kcp)
©: 3-KNF-Formel
G, Graph, k, € N mit

e f polynomialzeitberechenbar, und

e Fiir jede 3-KNF-Formel ¢ gilt:
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Miissen: Funktion f definieren

Jrom (chv kcp)
©: 3-KNF-Formel
G, Graph, k, € N mit

e f polynomialzeitberechenbar, und

e Fiir jede 3-KNF-Formel ¢ gilt:

© € 3-SAT
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Miissen: Funktion f definieren

Jrom (chv kcp)
©: 3-KNF-Formel
G, Graph, k, € N mit

e f polynomialzeitberechenbar, und

e Fiir jede 3-KNF-Formel ¢ gilt:

© € 3-SAT &
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Miissen: Funktion f definieren

Jrom (chv kcp)
©: 3-KNF-Formel
G, Graph, k, € N mit

e f polynomialzeitberechenbar, und

e Fiir jede 3-KNF-Formel ¢ gilt:

p € 3-SAT & f(¢) = (G, k,) € CLIQUE.
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Miissen: Funktion f definieren

Jrom (chv kcp)
©: 3-KNF-Formel
G, Graph, k, € N mit

e f polynomialzeitberechenbar, und

e Fiir jede 3-KNF-Formel ¢ gilt:

p € 3-SAT & f(¢) = (G, k,) € CLIQUE.

(Syntaxcheck: f(x) = 0 falls = keine 3-KNF-Formel.)
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Beispiel:
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Beispiel:

p=(X1VX2VX)A(XaVX1VX3)A X1V X2V Xy).
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Beispiel:

p=(X1VX2VX)A(XaVX1VX3)A X1V X2V Xy).

Go:
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Beispiel:

p=(X1VX2VX)A(XaVX1VX3)A X1V X2V Xy).
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Beispiel:

p=(X1VX2VX)A(XaVX1VX3)A X1V X2V Xy).

k, :=3 (Anzahl der Klauseln)
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Formal: Gegeben

p=CL A NC,
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Formal: Gegeben
o =C1LN---NC,

mit
Cj — (ljl \/ljg\/ljg), 1 S] <.
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Formal: Gegeben
w0 =Ci N---NC,

mit
Cj — (ljl \/ljg\/ljg), 1 S] S T.

Graph G, hat 3r Knoten
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Formal: Gegeben
w0 =Ci N---NC,

mit
Cj — (ljl \/ljg\/ljg), 1 S] S T.

Graph G, hat 3r Knoten

Uj1, Uj2, Uj;3, 1 S] <.
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Formal: Gegeben
w0 =Ci N---NC,

mit
Cj — (ljl \/ljg\/ljg), 1 S] S T.

Graph G, hat 3r Knoten

Uj1, Uj2, Uj;3, 1 S] <.

Ein Knoten fiir jede Literal-Position in ¢.

FG KTuEA, TU limenau KT - 11.+18.05.2009



Formal: Gegeben
w0 =Ci N---NC,

mit
Cj — (ljl \/ljg\/ljg), 1 S] S T.

Graph G, hat 3r Knoten

Uj1, Uj2, Uj;3, 1 S] <.

Ein Knoten fiir jede Literal-Position in ¢.

ko, =r.
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3r Knoten
Uj1,Uj52, U453, 1 S.] <.
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3r Knoten
Uj1,Uj52, U453, 1 S] <.

Anordnung in r Spalten
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3r Knoten
Uj1,Uj52, U453, 1 S] <.

Anordnung in r Spalten (= Klauseln)
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3r Knoten
Uj1,Uj52, U453, 1 S] <.

Anordnung in r Spalten (= Klauseln) mit je 3 Knoten.
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3r Knoten
Uj1,Uj52, U453, 1 S] <.
Anordnung in r Spalten (= Klauseln) mit je 3 Knoten.

Kanten E:
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3r Knoten

Uj1,Uj52, U453, 1 S] <.
Anordnung in r Spalten (= Klauseln) mit je 3 Knoten.
Kanten E:

Keine Kante innerhalb einer Spalte.
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3r Knoten

Uj1,Uj52, U453, 1 S] <.
Anordnung in r Spalten (= Klauseln) mit je 3 Knoten.
Kanten E:

Keine Kante innerhalb einer Spalte.

J#F "
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3r Knoten

Uj1,Uj52, U453, 1 S] <.
Anordnung in r Spalten (= Klauseln) mit je 3 Knoten.
Kanten E:

Keine Kante innerhalb einer Spalte.

7 # j't Kante zwischen u;, und w,ry
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3r Knoten
Uj1, Uj2, Us3, 1 <7 <7
Anordnung in r Spalten (= Klauseln) mit je 3 Knoten.
Kanten E:
Keine Kante innerhalb einer Spalte.
7 # j't Kante zwischen u;, und w,ry

existiert genau dann wenn
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3r Knoten
Uj1, Uj2, Us3, 1 <7 <7
Anordnung in r Spalten (= Klauseln) mit je 3 Knoten.
Kanten E:
Keine Kante innerhalb einer Spalte.
7 # j't Kante zwischen u;, und w,ry
existiert genau dann wenn

nicht [;s und [,/ entgegengesetzte Literale sind.
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3r Knoten
Uj1, Uj2, Us3, 1 <7 <7

Anordnung in r Spalten (= Klauseln) mit je 3 Knoten.
Kanten E:
Keine Kante innerhalb einer Spalte.
7 # j't Kante zwischen u;, und w,ry
existiert genau dann wenn

nicht [;s und [,/ entgegengesetzte Literale sind.

(Entgegengesetzt sind z.B. X3 und X3.)
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3r Knoten
Uj1, Uj2, Us3, 1 <7 <7
Anordnung in r Spalten (= Klauseln) mit je 3 Knoten.
Kanten E:
Keine Kante innerhalb einer Spalte.
7 # j't Kante zwischen u;, und w,ry
existiert genau dann wenn

nicht [;s und [,/ entgegengesetzte Literale sind.

(Entgegengesetzt sind z.B. X3 und X3.)

Die im Bild eingetragenen Literale sind nicht Teil des Graphen
G ; sie dienen nur zur Orientierung.
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Beispiel:

p=(X1VX2VX)A(XaVX1VX3)A X1V X2V Xy).
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Beispiel:

p=(X1VX2VX)A(XaVX1VX3)A X1V X2V Xy).
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Nicht schwer zu sehen:

Die Funktion f: ¢ — (G,,k,)
ist in polynomieller Zeit berechenbar.
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Nicht schwer zu sehen:

Die Funktion f: ¢ +— (G, k)
ist in polynomieller Zeit berechenbar.

Behauptung:
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Nicht schwer zu sehen:

Die Funktion f: ¢ +— (G, k)
ist in polynomieller Zeit berechenbar.

Behauptung: Fiir jede 3-KNF-Formel ¢ gilt:
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Nicht schwer zu sehen:

Die Funktion f: ¢ +— (G, k)
ist in polynomieller Zeit berechenbar.

Behauptung: Fiir jede 3-KNF-Formel ¢ gilt:

@ € 3-SAT < f(p) € CLIQUE,
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Nicht schwer zu sehen:

Die Funktion f: ¢ +— (G, k)
ist in polynomieller Zeit berechenbar.

Behauptung: Fiir jede 3-KNF-Formel ¢ gilt:
@ € 3-SAT < f(p) € CLIQUE,

das heil3t:
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Nicht schwer zu sehen:

Die Funktion f: ¢ — (G, k)
ist in polynomieller Zeit berechenbar.

Behauptung: Fiir jede 3-KNF-Formel ¢ gilt:
@ € 3-SAT < f(p) € CLIQUE,
das heilt:

@ ist erfiillbar < G, hat Clique der GroBe k..
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.

n= .
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
, =" Gegeben: Belegung v mit v(p) = 1.
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.

, =" Gegeben: Belegung v mit v(p) = 1.
Beispiel: v(X1) = v(X32) = v(X3) = v(Xy) = 1.

In jeder Spalte gibt es ein wahres Literal.
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.

, =" Gegeben: Belegung v mit v(p) = 1.
Beispiel: v(X1) = v(X32) = v(X3) = v(Xy) = 1.

In jeder Spalte gibt es ein wahres Literal. Keine Clique!
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.

, =" Gegeben: Belegung v mit v(p) = 1.
Beispiel: v(X1) = v(X32) = v(X3) = v(Xy) = 1.

Aus jeder Spalte ein wahres Literal wahlen! — Clique.
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Allgemein:

In jeder Klausel C;
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Allgemein:

In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [;
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Allgemein:

In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [; 5 mit v(l;,s)
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Allgemein:
In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [; 5 mit v(l;,s)

Dann ist
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Allgemein:
In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [; 5 mit v(l;,s)

Dann ist
V/
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Allgemein:
In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [; 5 mit v(l;,s)

Dann ist
V, — {ujasj ‘
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Allgemein:

In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [; 5, mit v(l;s;) = 1.

Dann ist
Vi {15 < 1)
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Allgemein:

In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [; ;. mit v(l;,.) = 1.

Dann ist
V= {uj,sj 11 <5<r}

eine Clique in G, mit r Knoten.
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Allgemein:

In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [; ;. mit v(l;,.) = 1.

Dann ist
V= {uj,sj 11 <5<r}

eine Clique in G, mit r Knoten.

Denn:
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Allgemein:

In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [; ;. mit v(l;,.) = 1.

Dann ist
V= {uj,sj 11 <5<r}

eine Clique in G, mit r Knoten.

Denn: [; ;. und [,/ ; , haben unter v den Wert 1
) j Y ]
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Allgemein:

In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [; ;. mit v(l;,.) = 1.

Dann ist

V= {uj,sj 11 <5<r}
eine Clique in G, mit r Knoten.

Denn: [; ;. und [,/ ; , haben unter v den Wert 1
) j Y ]

= konnen nicht entgegengesetzte Literale sein

FG KTuEA, TU limenau KT - 11.+18.05.2009

14



Allgemein:

In jeder Klausel C; gibt es ein Literal [; ;. mit v(l;,.) = 1.

Dann ist

V= {uj,sj 11 <5<r}
eine Clique in G, mit r Knoten.
Denn: [;5, und lj/’sj, haben unter v den Wert 1
= konnen nicht entgegengesetzte Literale sein

= (uj75j7u.j,asj/) = ESO'
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.

n— .
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten.
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten. Beispiel:
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten. Beispiel:

Definiere Belegung: v(X3) = v(X4) = 1, die anderen auf 0.
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten. Beispiel:

Definiere Belegung: v(X3) = v(X4) = 1, die anderen auf 0.
Erfullend fiir
p=(X1 VX VX)AXoVXIVX3)A X1V XV XY).
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.

n<— .
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten.

= 1 Knoten liegen in verschiedenen Spalten
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten.
= 1 Knoten liegen in verschiedenen Spalten

= fiir jedes j gibt es genau ein s; € {1,2, 3},
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten.
= 1 Knoten liegen in verschiedenen Spalten

= fiir jedes j gibt es genau ein s, € {1,2,3}, so dass

Vi=A{ujs [1<j<r}
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten.
= 1 Knoten liegen in verschiedenen Spalten

= fiir jedes j gibt es genau ein s, € {1,2,3}, so dass

Vi=A{ujs [1<j<r}

Definiere Belegung:
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.

,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten.

= 1 Knoten liegen in verschiedenen Spalten

= fiir jedes j gibt es genau ein s, € {1,2,3}, so dass
V,: {uj,S' ’ 1 <] <’I“}.

j =~ =

Definiere Belegung:

U(XZ) =
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten.
= 1 Knoten liegen in verschiedenen Spalten

= fiir jedes j gibt es genau ein s, € {1,2,3}, so dass

Definiere Belegung:

U(XZ) =

{1 falls Xz = lj,sj
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten.
= 1 Knoten liegen in verschiedenen Spalten

= fiir jedes j gibt es genau ein s, € {1,2,3}, so dass

Definiere Belegung:

o(X,) {1 falls X; = lj,sj fiir ein 7,
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Zu zeigen: o ist erfiillbar < (G, k,) € CLIQUE.
,<=": Gegeben: Clique V" in G, mit r Knoten.
= 1 Knoten liegen in verschiedenen Spalten

= fiir jedes j gibt es genau ein s, € {1,2,3}, so dass

Definiere Belegung:

o(X,) 1 falls X; = lj,sj fiir ein 7,
0 sonst.
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1 falls X; =1, .. furein 7,
v(X;) = T g
0 sonst.

Sei nun j beliebig, 1 <7 <.
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o(X,) 1 falls X; = lj,sj fiir ein 7,
0 sonst.
Sei nun j beliebig, 1 < 5 <.
1. Fall: lj s — Xz
)
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o(X,) {1 falls X; = lj,sj fiir ein 7,
0 sonst.
Sei nun j beliebig, 1 <7 <.
1. Fall: lj s — Xz
53
Dann v(X;) =1,
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o(X,) {1 falls X; = lj,sj fiir ein 7,
0 sonst.
Sei nun j beliebig, 1 < 5 <.
1. Fall: lj s — Xz
)
Dann v(X;) =1, also v(Cj;) = 1.
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o(X,) 1 falls X; = lj,sj fiir ein 7,
0 sonst.

Sei nun j beliebig, 1 < 5 <.
1. Fall: lj s — Xz
53
Dann v(X;) =1, also v(Cj;) = 1.
2. Fall: lj 5. — 72
53
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1 falls X; =1, .. furein 7,
v(X;) = { jisj 1Y J
0 sonst.
Sei nun j beliebig, 1 < 5 <.
1. Fall: lj s — Xz
5
Dann v(X;) =1, also v(Cj;) = 1.
2. Fall: lj 5. — 72
5
Dann kann nicht v(X;) = 1 sein.
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1 falls X; =1, .. furein 7,
v(X;) = { jrsj T4 J
0 sonst.
Sei nun j beliebig, 1 < 5 <.
1. Fall: lj s — Xz
5
Dann v(X;) =1, also v(Cj;) = 1.
2. Fall: lj 5. — 72
5
Dann kann nicht v(X;) = 1 sein.

Sonst ware [/ ; , = X; fiir einen Knoten u; 4 , in Clique V.
7 )

[]
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1 falls X; =1, .. furein 7,
v(X;) = 7 g
0 sonst.
Sei nun j beliebig, 1 < 5 <.
1. Fall: lj s — Xz
53
Dann v(X;) =1, also v(Cj;) = 1.
2. Fall: lj 5. — 72
53
Dann kann nicht v(X;) = 1 sein.
Sonst ware [/ ; , = X; fiir einen Knoten u; 4 , in Clique V.
J J

Das ist unmoglich, well
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1. Fall: lj s — Xz
53
Dann v(X;) =1, also v(Cj;) = 1.
2. Fall: lj 5. — 72
53
Dann kann nicht v(X;) = 1 sein.
Sonst ware [/ ; , = X; fiir einen Knoten u; 4 , in Clique V.
J J
Das ist unmdglich, weil (uj,sj,uj/,sj,) keine Kante in E, ist.

Also v(X;) = 0 und v(lj,sj) =1, ]
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1 falls X; =1, .. furein 7,
v(X;) = 7 g
0 sonst.
Sei nun j beliebig, 1 < 5 <.
1. Fall: lj s — Xz
53
Dann v(X;) =1, also v(Cj;) = 1.
2. Fall: lj 5. — 72
53
Dann kann nicht v(X;) = 1 sein.
Sonst ware [/ ; , = X; fiir einen Knoten u; 4 , in Clique V.
J J
Das ist unmdglich, weil (uj,sj,uj/,sj,) keine Kante in E, ist.

Also v(X;) = 0 und v(lj,sj) = 1; also v(C};) = 1. ]
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»Unabhdngige Menge“ /,,Independent Set*:
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»Unabhdngige Menge“ /,,Independent Set*:

Definition
G = (V, F) sei ein Graph.
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»Unabhdngige Menge“ /,,Independent Set*:

Definition
G = (V, F) sei ein Graph.

V' C V heiBt unabhangig
(auch ,stabil”, engl. , independent set”) in G,
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»Unabhdngige Menge“ /,,Independent Set*:

Definition
G = (V, F) sei ein Graph.

V' C V heiBt unabhangig
(auch ,stabil”, engl. , independent set”) in G,

wenn es innerhalb von V' keine Kante gibt.
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Das Independent-Set-Problem: Ein Maximierungsproblem.
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Das Independent-Set-Problem: Ein Maximierungsproblem.

MAXIS: Gegeben Graph G = (V, E),
finde unabhangige Menge V' C V
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MAXIS: Gegeben Graph G = (V, F),
finde unabhangige Menge V' C V mit |V’| moglichst groB.

Im Beispiel ﬁ Ist 2 groBtmoglich.
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Das Independent-Set-Problem: Ein Maximierungsproblem.

MAXIS: Gegeben Graph G = (V, F),
finde unabhangige Menge V' C V mit |V’| moglichst groB.

Im Beispiel ﬁ Ist 2 groBtmoglich.

Entscheidungsvariante IS:
Gegeben Graph G = (V, E) und Zahl 1 < k£ < |V|.
Frage: gibt es in GG eine unabhangige Menge mit > k£ Knoten?
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Formalisierung;:

IS = {(G,k)\G:(V,E) Graph, 1 < k < m:
esgibt V' CVmit|V'| >k
undVv,wEV’:v#wi(v,w)QﬁE}.
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IS = {(G,k)\G:(V,E) Graph, 1 < k < m:
esgibt V' CVmit|V'| >k
undVv,wEV’:v#wi(v,w)QﬁE}.

Satz 2.1.2
IS ist NP-vollstandig.
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Formalisierung;:

IS = {(G,k)\G:(V,E) Graph, 1 < k < m:
esgibt V' CVmit|V'| >k
undVv,wEV’:v#wi(v,w)QﬁE}.

Satz 2.1.2
IS ist NP-vollstandig.

Beweis: (i) IS € NP: Wie iiblich fiir Entscheidungsvarianten
von NP-Optimierungsproblemen, wie bei CLIQUE.
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Satz 2.1.2
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Beweis: (ii) IS ist NP-schwer. Reduktionsmethode!
Wir zeigen: CLIQUE <, IS.
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,Komplementgraph“ G = (V,E) zu G = (V, E):
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Satz 2.1.2
IS ist NP-vollstandig.

Beweis: (ii) IS ist NP-schwer. Reduktionsmethode!
Wir zeigen: CLIQUE <, IS.

,Komplementgraph“ G = (V,E) zu G = (V, E):

(v,w) € E & (v,w) ¢ E
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Klar: V' Clique in G < V' unabhingig in G
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Klar: V' Clique in G < V' unabhingig in G
Reduktionsfunktion: f: (G, k) — (G, k)
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Klar: V' Clique in G < V' unabhingig in G
Reduktionsfunktion: f: (G, k) — (G, k)
(Inputs w, die nicht die Form (G, k) haben,
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Klar: V' Clique in G < V' unabhingig in G
Reduktionsfunktion: f: (G, k) — (G, k)

(Inputs w, die nicht die Form (G, k) haben, werden von f
z.B. auf 0 abgebildet.)
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(Inputs w, die nicht die Form (G, k) haben, werden von f
z.B. auf 0 abgebildet.) — Leicht: f € FP.
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Reduktionsfunktion: f: (G, k) — (G, k)

(Inputs w, die nicht die Form (G, k) haben, werden von f
z.B. auf 0 abgebildet.) — Leicht: f € FP.

Und: Fiir jeden Input (G, k) gilt:
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Klar: V' Clique in G < V' unabhingig in G
Reduktionsfunktion: f: (G, k) — (G, k)

(Inputs w, die nicht die Form (G, k) haben, werden von f
z.B. auf 0 abgebildet.) — Leicht: f € FP.

Und: Fiir jeden Input (G, k) gilt:

(G, k) € CLIQUE
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Klar: V' Clique in G < V' unabhingig in G
Reduktionsfunktion: f: (G, k) — (G, k)

(Inputs w, die nicht die Form (G, k) haben, werden von f
z.B. auf 0 abgebildet.) — Leicht: f € FP.

Und: Fiir jeden Input (G, k) gilt:

(G,k) € CLIQUE < f((G,k)) = (G,k) €IS
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Klar: V' Clique in G < V' unabhingig in G
Reduktionsfunktion: f: (G, k) — (G, k)

(Inputs w, die nicht die Form (G, k) haben, werden von f
z.B. auf 0 abgebildet.) — Leicht: f € FP.

Und: Fiir jeden Input (G, k) gilt:

(G,k) € CLIQUE < f((G,k)) = (G,k) €IS

also CLIQUE <, IS via f.
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Problem ,,Vertex Cover“: Ein Minimierungsproblem.
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Problem ,,Vertex Cover“: Ein Minimierungsproblem.

Definition
G = (V, F) sei ein Graph.

Ein Knoten v liberdeckt eine Kante (u,w), falls v € {u, w}.
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Problem ,,Vertex Cover“: Ein Minimierungsproblem.

Definition
G = (V, F) sei ein Graph.
Ein Knoten v liberdeckt eine Kante (u,w), falls v € {u, w}.

V' C V ist Knoteniiberdeckung von G,
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Problem ,,Vertex Cover“: Ein Minimierungsproblem.

Definition
G = (V, F) sei ein Graph.
Ein Knoten v liberdeckt eine Kante (u,w), falls v € {u, w}.

V' C V ist Knoteniiberdeckung von GG, wenn jede Kante in
E von einem Knoten in V' iberdeckt wird.
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Knoteniiberdeckungsproblem /Vertex-Cover-Problem MINVC:
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Zu Graph G = (V, F) finde Knoteniiberdeckung V' C V
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Knoteniiberdeckungsproblem /Vertex-Cover-Problem MINVC:
Zu Graph G = (V, F) finde Knoteniiberdeckung V' C V
mit |V’| moglichst klein.
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Knoteniiberdeckungsproblem /Vertex-Cover-Problem MINVC:
Zu Graph G = (V, F) finde Knoteniiberdeckung V' C V
mit |V’| moglichst klein.

Im Beispiel ist 3 kleinstmoglich.
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Knoteniiberdeckungsproblem /Vertex-Cover-Problem MINVC:
Zu Graph G = (V, F) finde Knoteniiberdeckung V' C V

mit |V’| moglichst klein.

Im Beispiel ist 3 kleinstmoglich.

Entscheidungsvariante VC:
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Knoteniiberdeckungsproblem /Vertex-Cover-Problem MINVC:
Zu Graph G = (V, F) finde Knoteniiberdeckung V' C V
mit |V’| moglichst klein.

Im Beispiel ist 3 kleinstmoglich.

Entscheidungsvariante VC: Gegeben Graph G = (V, FE) mit
V={1,....,m}
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Knoteniiberdeckungsproblem /Vertex-Cover-Problem MINVC:
Zu Graph G = (V, F) finde Knoteniiberdeckung V' C V
mit |V’| moglichst klein.

Im Beispiel ist 3 kleinstmoglich.

Entscheidungsvariante VC: Gegeben Graph G = (V, FE) mit
V ={1,...,m} und Zahl &k < m.

Frage: Gibt es eine Knoteniiberdeckung fir G mit < k
Knoten?
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Formalisierung als Sprache:

VC = {(G, k)| G=(V,F) Graph, 1 <k < |V]|;
esgibt V' CVmit|V| <k
undV(v,w)EE:vEV’\/wEV’}.
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Formalisierung als Sprache:
VC = {(G, k)| G=(V,F) Graph, 1 <k < |V]|;

esgibt V' CVmit|V| <k
undV(v,w)EE:vEV’\/wEV’}.

Satz 2.1.3
VC ist NP-vollstandig.
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Formalisierung als Sprache:

VC = {(G, k)| G=(V,F) Graph, 1 <k < |V]|;
esgibt V' CVmit|V| <k
undV(v,w)EE:vEV’\/wEV’}.

Satz 2.1.3
VC ist NP-vollstandig.

Beweis: (i) VC € NP: Wie iiblich fiir Entscheidungsvarianten
von NIP-Optimierungsproblemen, wie bei CLIQUE.
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Satz 2.1.3
VC ist NP-vollstandig.
Beweis: (ii) VC ist NP-schwer: Wir zeigen IS <, VC.
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Beweis: (ii) VC ist NP-schwer: Wir zeigen IS <, VC.

Schwarz: Knoteniiberdeckung
WeiB3: Unabhangige Menge

Hilfsbehauptung (leicht zu sehen):
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Schwarz: Knoteniiberdeckung
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Satz 2.1.3
VC ist NP-vollstandig.
Beweis: (ii) VC ist NP-schwer: Wir zeigen IS <, VC.

Schwarz: Knoteniiberdeckung
WeiB3: Unabhangige Menge

Hilfsbehauptung (leicht zu sehen):
V' unabhingig in G < V — V' Knoteniiberdeckung in G
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Also:
G = (V, E) hat unabhingige Menge der GroBe >k <
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Also:
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Also:

G = (V, E) hat unabhingige Menge der GroBe >k <
G = (V, F) hat Knoteniiberdeckung der GréBe < |V|—k

Reduktionsfunktion f: (V. E), k) — (V, E),|V]| — k)
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Also:
G = (V, E) hat unabhingige Menge der GroBe >k <
G = (V, F) hat Knoteniiberdeckung der GréBe < |V|—k

Reduktionsfunktion f: (V. E), k) — (V, E),|V]| — k)
(klar: in FP 1)
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Also:
G = (V, E) hat unabhingige Menge der GroBe >k <
G = (V, F) hat Knoteniiberdeckung der GréBe < |V|—k

Reduktionsfunktion f: (V. E), k) — (V, E),|V]| — k)
(klar: in FP 1) erfiillt
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Also:
G = (V, E) hat unabhingige Menge der GroBe >k <
G = (V, F) hat Knoteniiberdeckung der GréBe < |V|—k

Reduktionsfunktion f: (V. E), k) — (V, E),|V]| — k)
(klar: in FP 1) erfiillt

(V,E),k) IS &
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Also:
G = (V, E) hat unabhingige Menge der GroBe >k <
G = (V, F) hat Knoteniiberdeckung der GréBe < |V|—k

Reduktionsfunktion f: (V. E), k) — (V, E),|V]| — k)
(klar: in FP 1) erfiillt

(V,E),k) €IS < f(((V,E),k)) € VC.
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Also:
G = (V, E) hat unabhingige Menge der GroBe >k <
G = (V, F) hat Knoteniiberdeckung der GréBe < |V|—k

Reduktionsfunktion f: (V. E), k) — (V, E),|V]| — k)
(klar: in FP 1) erfiillt

(V,E),k) €IS < f(((V,E),k)) € VC.

Also: IS <, VC via f.
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Problem ,,Hitting Set* MINHITTINGSET: Ein Minimierungsproblem.
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Problem ,,Hitting Set* MINHITTINGSET: Ein Minimierungsproblem.

(, to hit": treffen).
Eingabe: Endliche Menge A, Teilmengen C4,...,C,, von A.

Aufgabe: Finde eine moglichst kleine Menge B C A mit:
(B ,trifft" alle Mengen C; in mindestens einem Punkt.)
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Problem ,,Hitting Set* MINHITTINGSET: Ein Minimierungsproblem.
(, to hit": treffen).
Eingabe: Endliche Menge A, Teilmengen C4,...,C), von A.

Aufgabe: Finde eine moglichst kleine Menge B C A mit:
(B ,trifft" alle Mengen C; in mindestens einem Punkt.)

Entscheidungsvariante: HITTINGSET.
Eingabe: A, (',...,C,, wie oben und &k < m.

Frage: Gibt es eine Teilmenge B C A mit (hochstens) k
Elementen, die jede Menge C; trifft?

Ubung: Beschreibe diese Probleme formal als Optimierungs-
probleme und als Suchvariante/Entscheidungsvariante.
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Satz 2.1.5 HITTINGSET ist NP-vollstindig.
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Satz 2.1.5 HITTINGSET ist NP-vollstindig.

Beweis: (i) HITTINGSET € NP: Wie iiblich fiir Entscheidungs-
varianten von NP-Optimierungsproblemen, wie bei CLIQUE.
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Satz 2.1.5 HITTINGSET ist NP-vollstindig.

Beweis: (i) HITTINGSET € NP: Wie iiblich fiir Entscheidungs-
varianten von NP-Optimierungsproblemen, wie bei CLIQUE.

(i) HITTINGSET ist NP-schwer:
Wir zeigen VC <, HITTINGSET.

Reduktionsfunktion: f: (V, E. k) — (A,Cq,...,Cn, k),
wobei A ={1,...,n} =V,
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Satz 2.1.5 HITTINGSET ist NP-vollstindig.

Beweis: (i) HITTINGSET € NP: Wie iiblich fiir Entscheidungs-
varianten von NP-Optimierungsproblemen, wie bei CLIQUE.

(i) HITTINGSET ist NP-schwer:
Wir zeigen VC <, HITTINGSET.

Reduktionsfunktion: f: (V, E k) — (A,C1,...,Cn, k),
wobei A ={1,...,n} =V,

C1,...,C,, sind Paarmengen, die genau den m Kanten in E
entsprechen; Schranke £ wird libernommen.
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Satz 2.1.5 HITTINGSET ist NP-vollstindig.

Beweis: (i) HITTINGSET € NP: Wie iiblich fiir Entscheidungs-
varianten von NP-Optimierungsproblemen, wie bei CLIQUE.

(i) HITTINGSET ist NP-schwer:
Wir zeigen VC <, HITTINGSET.

Reduktionsfunktion: f: (V, E k) — (A,C1,...,Cn, k),
wobei A ={1,...,n} =V,

C1,...,C,, sind Paarmengen, die genau den m Kanten in E
entsprechen; Schranke £ wird libernommen.

Diese Funktion ist in polynomieller Zeit berechenbar und
sie hat die Reduktionseigenschaft, weil eine Knoteniiberde-

ckung in (V, E) genau dasselbe ist wie ein ,hitting set” in
(A,C1,...,Ch). []
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Ein Input fiir MINHITTINGSET lasst sich in normalisierter
Form als 0-1-Matrix M darstellen.

M hat n Spalten und m Zeilen.
Die Spalten entsprechen den Elementen von A = {1,...,n};

die Zeilen stellen die charakteristischen Funktionen von
Cl,. . .,Cm dar:

Qj; = 1 falls 2 € C';, und Qj; = 0 falls ¢ ¢ Cj.

Gesucht ist eine Auswahl von moglichst wenigen Spalten, so

dass jede der m Zeilen in einer der ausgewahlten Spalten eine
1 hat.
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(01011100\

101 000120

010011120

001 0O0O0O00O0
00010001

00 0O01O0T12®O0

001111200
1 1T0101O00O0

\0 0100071 0/
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Zeilen 5, 6, 7, 8 sind eine legale Losung:

o O O O O = O
_o O O O = O =

1

\ 0

-

in jeder Spalte eine 1.

_ o = O O = O = O

—__= O = O OO O =

-

S O == O O = O =

—_ O O O == O -

-

_o O = O O = = O

——

O O OO = O oo o O

N—
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Problem ,,Set Cover*

MINSETCOVER: Ein Minimierungsproblem.
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Problem ,,Set Cover*
MINSETCOVER: Ein Minimierungsproblem.
Eingabe: Endliche Menge A, Teilmengen C4,...,C), von A.

Aufgabe: Finde eine moglichst kleine Menge I C{1...,m}
(eine Auswahl der C1, ..., C},) mit:

A:U@

iel
(C;, i €1, ,liberdeckt” ganz A.)
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Problem ,,Set Cover*
MINSETCOVER: Ein Minimierungsproblem.
Eingabe: Endliche Menge A, Teilmengen C4,...,C), von A.

Aufgabe: Finde eine moglichst kleine Menge I C{1...,m}
(eine Auswahl der C1, ..., C},) mit:

A:U@

iel
(C;, i €1, ,liberdeckt” ganz A.)

Sinnvoll ist diese Aufgabe nur, wenn A = C; U---U (), ist,
aber das verlangt man nicht unbedingt.
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Entscheidungsvariante: SETCOVER.
Eingabe: A, C'1,...,C,, wie oben und k& < m.

Frage: Gibt es eine Menge I C{1...,m} mit |I| <k, derart
dass A =

Ubung: Beschreibe diese Probleme formal als Optimierungs-
probleme und als Suchvariante/Entscheidungsvariante.

zEI
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Satz 2.1.6 SETCOVER ist NP-vollstindig.
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Satz 2.1.6 SETCOVER ist NP-vollstindig.

Beweis: (i) SETCOVER € NP: Wie iiblich fiir Entscheidungs-
varianten von NP-Optimierungsproblemen, wie bei CLIQUE.
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(ii)) SETCOVER ist NP-schwer:
Wir zeigen VC <, SETCOVER.
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(ii)) SETCOVER ist NP-schwer:
Wir zeigen VC <, SETCOVER.

Reduktionsfunktion: f: (V, E k) — (A,C1,...,Ch, k).

Dabei: V ={1,...,n}.
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(ii)) SETCOVER ist NP-schwer:
Wir zeigen VC <, SETCOVER.

Reduktionsfunktion: f: (V, E k) — (A,C1,...,Ch, k).

Dabei: V ={1,...,n}.
A=FE; (1)
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(ii)) SETCOVER ist NP-schwer:

Wir zeigen VC <, SETCOVER.

Reduktionsfunktion: f: (V, E k) — (A,C1,...,Ch, k).
Dabei: V ={1,...,n}.

—E; (1)
C; = {e € E | Knoten 17 liegt auf e}, fiir 1 <i < n.

Diese Funktion ist in polynomieller Zeit berechenbar und sie
hat die Reduktionseigenschaft, weil eine Knoteniiberdeckung

in (V, E') genau dasselbe ist wie eine Teilmenge I C {1,... n}

mit £ = J,.; C;

FG KTuEA, TU llmenau KT - 11.4-18.05.2009 36



(ii)) SETCOVER ist NP-schwer:
Wir zeigen VC <, SETCOVER.

Reduktionsfunktion: f: (V, E k) — (A,C1,...,Ch, k).
Dabei: V ={1,...,n}.

= F; ()
C; = {e € E | Knoten 17 liegt auf e}, fiir 1 <i < n.

Diese Funktion ist in polynomieller Zeit berechenbar und sie
hat die Reduktionseigenschaft, weil eine Knoteniiberdeckung

in(V,F) genau dasselbe ist wie eine Teilmenge I C {1,...,n}
mit £ =

(Ein Knoten ¢ € V liberdeckt genau die Kanten in C;!) ]

'LEI
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Ein Input fir MINSETCOVER lasst sich in normalisierter Form
als 0-1-Matrix M darstellen.

M hat n Spalten und m Zeilen.
Die Spalten entsprechen den Elementen von A = {1,...,n};

die Zeilen stellen die charakteristischen Funktionen von
Cl,. . .,Cm dar:

Qj; = 1 falls 2 € C';, und Qj; = 0 falls ¢ ¢ Cj.

Gesucht ist eine Auswahl von moglichst wenigen Zeilen, so

dass jede der n Spalten in einer der ausgewahlten Zeilen eine
1 hat.
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Das haben wir schon gesehen!
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Das haben wir schon gesehen! — Fast!
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Das haben wir schon gesehen! — Fast!

—
OO O A O O O
— — O A O - O
SO —H == A — O
S O OO H O
o OO —H O O O
o O - O O O O
S — O O
— O - O O O
SO - O = = - O
N—

\ 000010000/
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Das haben wir schon gesehen! — Fast!

[0

——

0
1 1
0 0
1 0
1 1
1 1
1

O O O = O O O

0
0
1
1
1
1
0

o O O o = O O

0
\0 000100

Zeilen 2, 3, 5, 8 sind eine legale Losung: in jeder Spalte eine 1.

O R O = O O O O

o =IO O O = O O

N—

O O O O = O =
OO O O =
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Das haben wir schon gesehen! — Fast!

(00100000 10)
101000010
010100101
100010110
101001100
101000110
011001001
\0 00010000/

Zeilen 2, 3, 5, 8 sind eine legale Losung: in jeder Spalte eine 1.

MINHITTINGSET und MINSETCOVER sind eigentlich dassel-
be Problem — man iibersetzt das eine in das andere Problem
durch Transponieren einer 0-1-Matrix.
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Haben:
NP-vollstindige Sprachen

SAT, 3-SAT, CLIQUE, IS, VC, HITTINGSET und
SETCOVER.
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Haben:
NP-vollstindige Sprachen

SAT, 3-SAT, CLIQUE, IS, VC, HITTINGSET und
SETCOVER.

Nur der Anfang von
Problemen.

Tausenden von

NP-vollstandigen
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Haben:

NP-vollstindige Sprachen

SAT, 3-SAT, CLIQUE, IS, VC, HITTINGSET und
SETCOVER.

Nur der Anfang von Tausenden von NP-vollstandigen
Problemen.

Zugehorige NP-Suchprobleme: SAT, 3-SAT

Zugehorige  NP-Optimierungsprobleme: CLIQUE, IS, VC,
MINHITTINGSET und MINSETCOVER

haben vermutlich keinen Polynomialzeitalgorithmus.
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