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Kapitel 2

Grundlegende NP-vollstandige

Probleme

2.2 Einfache Zahlenprobleme
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Suchproblem RUCKSACK™:

Gegeben:
(n Objekte mit) Volumina ay,...,ay,,
(Rucksack mit) Volumen b.

Aufgabe: Finde eine Auswahl der Objekte, die den
Rucksack exakt fiillen!

Finde I C {1,...,n} mit >, ;a;, =0.

Entscheidungsvariante RUCKSACK™: Gibt es eine
solche Auswahl?
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Formalisierung als Sprache:

RUCKSACK™ =
{(al,...,an,b) n > 0,ay,

I C{1,...,n}:

ceeyQp, b EN,
Zazzb}
1€l
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Satz 2.2.1 Rucksack™ ist NP-vollstindig.
Beweis:

(i) RucksAck™ € NP: Entscheidungsvariante eines
NP-Suchproblems.

(i) RUCKSACK™ ist NP-schwer:
Reduktionsmethode.
Wir zeigen: 3-SAT <, RUCKSACK™.
Das heiBt: Wir finden Reduktionsfunktion
f:{¢| ¢ KNF-Formel} — {(a1,...,an,b) | ay,...,an,b € N}

mit f € FP und, fiir alle 3-KNF-Formeln :
¢ erfiillbar < f(¢) = x, € RUCKSACK™.
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Wenn ¢ = CyA...AC, 3-KNF-Formel ist, die genau
k verschiedene Variablen hat,

(Beispiel:

(X1 V Xuoa V X7) A (X145 V Xog V Xyoa) A (X9 V
Xog V Xeo))

benennen wir die Variablen in X;..., X} um (alle
Variablen kommen vor):

(X1VXoVX3)A(X4V X5V Xo)A (X1 VX5V X),

ohne dass sich an der Erfiillbarkeit etwas andert.
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f(e) =z,=(a1,...,a,,b) hat folgendes Format:
n = 2k + 2r und

die Zahlen a4, ..., a,,b haben k + r Ziffern.
(Dezimal, oder bequemer: oktal).

Eine Ziffer fiir jede Variable und eine fiir jede
Klausel.
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Beispiel: £k =12, r =9.
h—

ATa[a[ala e el a )« 2 a[a[ ] ][] 4]

oder:

b=111111111111444444444
(Dezimal oder oktal.)
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Die Zahlen ay, ..., a, sind in 4 Gruppen eingeteilt: Beispiel: £k =12, r = 9.
cly ..., ¢ (furv(Xy) =1,...,0(X) =1) c3 =

dy,...,dg (fUI’U(Xl):O,...,U(Xk):O) ’(l)‘o‘1‘O‘O‘O‘O‘O‘O‘o‘o‘guk?‘o‘1‘0‘0‘1‘0‘0‘k;r‘
p1,---,0r  (zum ,Auffiillen”)

q1s---5q- (zum , Auffiillen") wobei X3 in C, C3, Cs vorkommt.

Also: n = 2k + 2r Kurz: c¢3 = 001000000000 101001000.

und (al,...,an,b) = (Cl,...,Ck,dl,...,dk, ci,1 <2 < ke

DlyeeesDroGis- - qrb). Position ¢ gleich 1;Position 1 < i’ < k,i’ # 4, gleich 0;

Position k + j gleich 1 falls X; in C; vorkommt,
0 sonst.

di’ 1S 7’ S k Beispie/: @Y = (X1 V 72 V Xg) A (X2 V Yg vV 74) N

Position ¢ gleich 1; (72 V X3V Xy)

Position 1 <4/ < k,i’ # 1, gleich 0;

Position k + j gleich 1 falls X; in C; vorkommt, Komponenten von f(¢p) = zy:

0 sonst. c1 = 1000100 d; = 1000000
1< i< co = 0100010 ds = 0100101
Pasition & £ jr-gleich 2, alle anderen sind 0 s = OU1010% ds = 0010019
' ' cy, = 0001001 dy = 0001010
g, 1< g < p1 = 0000200 ¢ = 0000100
Position k£ + j gleich 1, alle anderen sind 0. ps = 0000020 ¢ = 0000010
Klar: Aus o = Cy A ... A C, ist p3 = 0000002 gz = 0000001
flo)=z,=(c1,...,¢chd1, ..., dk, D1, -, Pry Q15 - - - Gy D) b = 1111444.
leicht (|n Polynomialzeit) zu berechnen. Ebenfalls leicht: Ubersetzen (aus Oktal-) in Binardarstellung.
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Zu zeigen:
¢ ist erfiillbar & z, € RUCKSACK™.

»Aus einer erfiillenden Belegung kann man eine Auswahl der Gegenstinde

mit Summe b erhalten und umgekehrt."
“=-": Sei v eine erfiillende Belegung fiir .

Wir wahlen zuerst aus ¢4, ..., ¢, dy, . .., d; folgende
Zahlen:

¢; falls v(X;) = 1, und d; falls v(X;) = 0.

Die Summe der ausgewahlten Zahlen im Block der
ersten k Ziffern ist 111...111.
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Beispiel:

0 = (X1VXoVX3)A(XoVX3VX4)A(X2V X3V X))
v(X7) = v(Xs) = v(Xy) = 1 und v(X3) = 0 ist
erfiillend.

Wir wahlen: ¢y, co, ¢y, ds.

Summe: 1111121

Wir wahlen weiter: p1, q1, p2, p3, q3.

Liefert Summe b = 1111444.
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In Ziffern im zweiten Block kdnnen als Summe der
ausgewahlten ¢; bzw. d; 1,2 oder 3 erscheinen:

v ist erfiillende Belegung, also gibt es fiir jede
Klausel C; eine Variable X; mit der , richtigen”
Belegung, so dass das gewdhlte ¢; bzw. d; an Stelle
k + j eine 1 hat.

Jede Klausel hat nur 3 Literale, also kann keine
Position > 3 sein.

Mit einer passenden Auswahl aus p;,q;,1 <7 <r
konnen wir jede Position auf 4 auffiillen und so die
Summe b= 111...11144...44 erreichen.
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Also gibt es eine Auswahl
ausden Zahlen ¢y, ..., cp,dy, ..., dg,p1y- -5 Pry G,y - -
die sich zu b summiert.

Also ist x, € RUCKSACK™.
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Zu zeigen:
¢ erfiillbar & z,, € RUCKSACK™.

“«<=": Sei eine Auswahl aus den Zahlen

Cly vy Chydiy .oy dpy D1y vy DryQly -G

gegeben, die sich zu b summiert.

Es kann keine Ubertrige zwischen Ziffernpositionen
geben.

(In jeder Ziffernposition ist die Summe maximal 6.)
Daher: Addition funktioniert wie bei Vektoren
(komponentenweise).
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Wegen der len im ersten Teil von b:
Fiir jedes 7 ist ¢; oder d; gewahlt, aber nicht beide.
— Definiere:

v(X;) =1 falls ¢; gewahlt und v(X;) := 0 falls d;
gewahlt.
Diese Belegung v muss jede Klausel C; von ¢
erfullen,

da sonst die Summe 4 in Position k+j nicht erreicht
werden kann. O
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Rucksack-Problem: Ein NP-Optimierungsproblem.

Gegeben: a4,...,a,,,¢1,...,¢p,b EN.
ai, ..., an: , Volumina" (von n Gegenstinden)
b: Volumenschranke

Cly .-y Com
»Nutzenwerte”, , Profite" der n Gegenstande

Gesucht: Eine Auswahl I C {1,...,m} der Ge-
genstande

mit Y .., a; < b (Volumenschranke einhalten)

und >, ; ¢; moglichst groB.
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Entscheidungsproblem (als Sprache): RUCKSACK.
Input: a1,...,a,,¢1,...,¢y, b,k €N.

Frage: Gibt es eine Auswahl I C {1,...,m} der
Gegenstdnde, die Y . ;a; < bund > . ;¢ > k
erfiillen?

el

Satz 2.2.2 RUCKSACK ist NP-vollstandig.
Beweis: (i) Rucksack € NP: Wie iiblich.

(i) RUCKSACK ist NP-schwer:
Wir zeigen: RUCKSACK™ <, RUCKSACK.

Reduktionsfunktion: (a1, ...,an,b) — (a1,...,an,a1,...,an,b,b).

Verifiziere die Reduktionseigenschaft!
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Partition-Problem: Ein NP-Suchproblem.

Gegeben:
(n Objekte mit) Volumina ay, ..., a,.

Aufgabe: Teile die Objekte in zwei Teilmengen auf,
die genau das gleiche Volumen haben.

Formal: Finde I C{1,...,n} mit

Dier @i = D gy i falls moglich.

(Falls nicht moglich, gib ,,unmdglich® aus.)
Beispiel: Bei Eingabe (1,2,2,8,3,4) wire [ =
{3,4} eine legale Ausgabe. Bei Eingabe
(1,2,4,8,16) ware die Ausgabe ,,unmdglich".
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Entscheidungsvariante als Sprache:

PARTITION = {(al,...,an,b) ‘ ai,...,0,,b EN,
I C{1,...,n}: Zai:b}.
el

Satz 2.2.3 PARTITION ist NP-vollstandig.
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Satz 2.2.3 PARTITION ist NP-vollstandig.
Beweis:
(i) PARTITION € NP: Wie blich.

(ii) PARTITION ist NP-schwer:
Wir zeigen: RUCKSACK™® <, PARTITION..

Reduktionsfunktion:

fl(ay, ... an,b)) = (ar,...,an, s+ 1,20+ 1),
fir s =% i, i
Zu zeigen:

(ai,...,a,,b) € RUCKSACK™
< (ay,...,ap,54+1,2b+ 1) € PARTITION.
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Binpacking-Problem: MINBINPACKING
Ein NP-Optimierungsproblem.

Gegeben: (n Objekte mit)
Volumina aq,...,a,, Behalterkapazitat b.

Aufgabe: Teile die Objekte auf moglichst wenige
Behilter auf, so dass in keinem Behalter Objekte
mit Gesamtvolumen groBer als b sind.
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MINBINPACKING Formal:
Gegeben: a1,...,a,,b €N.
Aufgabe: Finde o: {1,...,m} — {1,...,k} mit

Vie{l,...,k}: Y ai<b,

1<i<n
o(i)=j

so dass k moglichst klein ist.
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Entscheidungsvariante als Sprache:

BINPACKING = {(al,...,an,b, k) ‘ ai,...,ap, b,k €N,
do: {1,....,n} = {1,..., k}:
Vie L. ky: Y aigb}.
1<i<n

o(i)=j

Satz 2.2.4 BINPACKING ist NP-vollstandig.
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Satz 2.2.4 BINPACKING ist NP-vollstandig.
Beweis:

(i) BINPACKING € NP: Wie iiblich.

(ii) BINPACKING ist NP-schwer:

PARTITION <, BINPACKING.

Reduktionsfunktion:
2 Behilter, Kapazitat s = ), _;_, a;.

Gegenstande verdoppeln!

fl(ay, ... ay)) = (2a1,...,2ap,s,2).
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Zu zeigen:

(ai,...,a,) € PARTITION
&
(2aq,...,2a,,s,2) € BINPACKING.
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