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Notationen
De nition
SeiG = (V;E) ein ungerichteter,gewichteterGraphmit Kantengewichten
w(u; V). Dannde nierenwir fur v 2 V; U; uo v:
X
w(U; U9 := w(u; u9
u2U;u%2uo
w(v;U) = w(fvg;U) = w(Vv;u)
u2U
w(U) := w(U;V nU) = W)((U; U)
w(v) := w(v;Unfvg) = w(Vv;u)
u2v

V.

Damit erweitern wir die Kantengewichten naturlicher Weiseauf Gewichte
zwischenTeilmengernvon Knoten.

w(Vv) ist o ensichtlich der Gradvon v.
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Notationen

De nition

SeiG = (V;E) ein ungerichteter,gewichteterGraphmit Kantengewichten
w(u; V). Dannde nierenwir furv 2 V und U V die Nachbarschaften
von v und U als:

N(v) := fuj(u;v) 2 E;u6 vg
N(U) :=fvj(u;v) 2 E;u2 U undv 62Ug

D.h. N(U) enthalt alle echtenNachban von U, d.h. alle Knotenv 62U,
die zu Knoten in U benachbat sind.
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CommunitiemachFlake

Idee

Eine Communiy ist eine Mengevon Dokumenten,die starker innerhalb
der Communiy, als auserhalbder Communiy verbundensind.

Dr. Michael Brinkmeier (TU llmenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 5/ 23



|
CommunitiemachFlake

Idee
Eine Communiy ist eine Mengevon Dokumenten,die starker innerhalb
der Communiy, als auserhalbder Communiy verbundensind.

Flake et al. formulierten diesformal:

De nition (Flake et al. 2000)

SeiG = (V;E) einungerichteter,gewichteterGraphmit Kantengewichte
w(u; V). Eine Community in G ist eineTeilmengeC V von Knoten, so
dass

w(v;C) w(v;V nC):
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Minimale Schnitte

Um CommunitiesdieserArt berechnerzu kennen,benutzenwir Minimale
Schnitte
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Minimale Schnitte

Um CommunitiesdieserArt berechnerzu kennen,benutzenwir Minimale
Schnitte

De nition (Schnitt)

SeiG = (V;E) einungerichteter,gewichteterGraph.Ein
(Kanten-)Schnitt von G ist eineMengeS ( V von Knoten.

Ein Schnitt S heisstminimal, wenn er minimalesGewichtw(S) unter
allen Schnittenvon G hat, d.h.

w(S) = minfw(U) jU ( Vg:

Das GewichteinesminimalenSchnittesS von G nennenwir
Kantenzusammenhang und bezeichneresmit (G).
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Minimale Schnitte

De nition (s-t-Schnitt)
SeiG = (V;E) einungerichteter,gewichteterGraphunds 6 t 2 V. Ein
s-t-Schnitt von G ist ein Schnitt S( V mit s2 S undt 62S. Wir sagen

auch
S trennt sundt.

Ein s-t-Schnitt S heisstminimal , wenn er minimalesGewichtunter allen
s-t-Schnitten hat, d.h.

w(S) = minfw(U) jU ( V;u2 U;v 62g:

Das Gewichteinesminimalens-t-SchnittesS bezeichnerwir mit g (s;t).
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Communitiesund minimaleSchnitte

Satz
Seiens und t zwei Knoten und S ein minimalers-t-Schnitt. Gilt

w(s;S) w(S);

dannist S eine Communit.

Beweis

Wir nehmenan, dassS keine Communiy ist. Dann existierteinv 2 S mit
w(Vv;S) < w(v;S).

Fallsv = s gilt, ergibt sich
w(s;S) > w(s;S)  w(S):

Da abersin S liegt, mussw(s;S) w(S) gelten.Damit mussv 6 s
gelten.

V.
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Communitiesund minimaleSchnitte

Beweis.
Somit ergibt sich

w(Snv) = w(S) w(v;S)+ w(v;S)< w(S):

Dies steht aber im Widerspuch zur Minimalitet von S als s-t-Schnitt. [

v
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Fragenuber Fragen

Problem

Die Communities,die wir so erhaltenheangenmassivvon der Wahl der
Quelles und der Senke t ab.

Dadurchergelen sich mehrereFragen:
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Problem
Die Communities,die wir so erhaltenheangenmassivvon der Wahl der
Quelles und der Senle t ab.

Dadurchergelen sich mehrereFragen:
e Kennenalle Communitiesso berechnetwerden?
@ Sind die minimalenSchnitte eindeutig?
o Wie kennenminimales-t-Schnitte berechnetwerden?
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Fragenuber Fragen

Problem
Die Communities,die wir so erhaltenheangenmassivvon der Wahl der
Quelles und der Senle t ab.
Dadurchergelen sich mehrereFragen:
e Kennenalle Communitiesso berechnetwerden?
@ Sind die minimalenSchnitte eindeutig?
o Wie kennenminimales-t-Schnitte berechnetwerden?
o Wie sollens undt gewahlt werden?
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Kennenalle Communitiesso berechetwerden?

Antwort: NEIN!
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Eindeutigleit der minimalenSchnitte

Dr. Michael Brinkmeier (TU lImenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 16/ 23



-
Eindeutigleit der minimalenSchnitte

Dr. Michael Brinkmeier (TU lImenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 16/ 23



-
Eindeutigleit der minimalenSchnitte

Dr. Michael Brinkmeier (TU lImenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 16/ 23



-
Eindeutigleit der minimalenSchnitte

Antwort: NEIN!

Dr. Michael Brinkmeier (TU lImenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 16/ 23



|
Wie kennenminimales-t -Schnitteberechnetwerden?

Satz (Ford-Fulkerson)

Die Gewichteinesminimalens-t-Schnittesist genaudie Kapazitat eines
maximalenFlusses/on s nacht.

De nition (Fluss)
G = (V;E) seiein gerichteterGraphmit Kantengewichtenv(u;v) und s
undt zwei Knoten ausG. Ein Flussvon s nacht ist eine Abbildung
f: E! R", diedenbeidenfolgendenBedingungergeregt:
Q@0 f(uv) w(u;v)
@ Fur jedenKnotenv 6 s;t gilt

X
f(u;v) = f(v;u):

u u
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Der Algaithmusvon Edmonds-Kep

Algaithmus (Edmonds-Kgp)

Eingabe: Ein gerichteter,gewichteterGraphG = (V;E) und
zwei Knotens;t 2 V.
Ausgabe: Die Kapazitat einesminimalens-t-Schnittes.
=0
Solangeein Wegvon s nacht existiert, wiederhole
SucheeinenWegvon s nacht in G mit meglichstwenig Kanten
Falls ein solcherWeg gefundenwurde
Bestimmedaskleinste Gewichtr einerKante auf dem Weg.
=] +r
Fur alle Kantenu ! v auf demWeg, tue
w(u;v) = w(u;v) r
w(v;u) = w(v;u) +r
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Der Algaithmusvon Edmonds-Kep - Ein Beispiel

Dr. Michael Brinkmeier (TU llmenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 19/ 23



-
Der Algaithmusvon Edmonds-Kep - Ein Beispiel

@ ErsetzeKanten.

Dr. Michael Brinkmeier (TU llmenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 19/ 23



-
Der Algaithmusvon Edmonds-Kep - Ein Beispiel

@ ErsetzeKanten.
@ FindeeinenkurzestenWegvon s nacht.

Dr. Michael Brinkmeier (TU llmenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 19/ 23



-
Der Algaithmusvon Edmonds-Kep - Ein Beispiel

© ErsetzeKanten.
@ FindeeinenkurzestenWegvon s nacht.
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ErsetzeKanten.

Finde einenkurzestenWegvon s nacht.
Passedie GewichteentlangdesWegesan.
Finde einenkurzestenWegvon s nacht.
Passedie GewichteentlangdesWegesan.
Finde einenkurzestenWegvon s nacht.
Es exisitert kein Weg.

0006000
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(S

ErsetzeKanten.
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(S

ErsetzeKanten.

Finde einenkurzestenWegvon s nacht.
Passedie GewichteentlangdesWegesan.
Finde einenkurzestenWegvon s nacht.
Passedie GewichteentlangdesWegesan.
Finde einenkurzestenWegvon s nacht.
Es exisitert kein Weg.

© Entfernealle Kanten auf denWegen.

© Komponentevon s im verbliekenenGraphe
ist minimaler Schnitt.
0

0006000
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DasFindenvon Communities

Satz

Der maximaleFlusszwischerzwei Knoten s und t einesgerichtetenund
gewichtetenGraphenG = (V; E) lasstsichin Zeit O(jVjjEj?) berechnen.
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v

Folgerung

Bei guter Wahl von's und t lasstsich eine Communiy in Zeit O(jV jjEj?)
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DasFindenvon Communities

Satz

Der maximaleFlusszwischerzwei Knoten s und t einesgerichtetenund
gewichtetenGraphenG = (V; E) lasstsichin Zeit O(jVjjEj?) berechnen.

Folgerung

Bei guter Wahl von's und t lasstsich eine Communiy in Zeit O(jV jjEj?)
berechnen.

Aber betrachtenwir dasfolgendeEntscheidungsmblem:

Problem(Par tition into Communities)

Eingabe: Ein ungerichteterGraphG = (V;E) undk 2 N
Frage: KannV in k verschiedendeile zerlegtwerden,so dassjeder der
induziertenTeilgrapheneine Communiy ist?
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DasFindenvon Communities

Satz
Par tition into Communities ist NP-vollsendig.

Beweis.

[Szizze]DassPar tition  into  Communities (PIC) in NP liegt ist Klar.
Die Vollstandigleit kann gezeigtwerden,indemBalanced Par tition

auf PIC reduzziertwird.

(Balanced Par tition : Zerlegungin zwei gleichgro e Knotenmengen
mit gleichemGesamtgewicht.) O

v
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DasFindenvon Communities

Satz
Par tition into Communities ist NP-vollsendig.

Beweis.

[Szizze]DassPar tition  into  Communities (PIC) in NP liegt ist Klar.
Die Vollstandigleit kann gezeigtwerden,indemBalanced Par tition

auf PIC reduzziertwird.

(Balanced Par tition : Zerlegungin zwei gleichgro e Knotenmengen
mit gleichemGesamtgewicht.) O

V.

Damit ergibt sichwiederdie folgendeFrage:

Frage
Wie sollens undt gewahlt werden?
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Die Quelleund die Senle

Wir fuhreneinekenstlicheQuelles und einekenstlicheSenle t ein:
o WahleeineMengeS V von Seiten,die Saat, und einenParameter

@ s wird mit jedemKnotenin S verbundenDie Kanten erhalten
unendlicheKapazitat.

o t wird mit allenKnoten desurspunglichenGraphenverbundenDie
Kanten erhaltenKapazitat

@ Berechneeinenmaximalens-t -Fluss.

o C seidie Mengealler Knoten in der Komponente,die s enthalt,
nachdemalle Kanten desFlussesntfernt wurden.

o FallsS ( C gilt, ist C eineCommuniy.
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EineQualiatsschrank& fur die Communities

Satz
SeiC eine Communiy, die mit demvorhergehenderverfahrenund
Paramtere konstruiert wurde.Danngilt fur alleP;Q mit P[ Q= C
undP\ Q= ;
w(C) w(P; Q)
Vi iCj min(jPj;jQj)
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Satz

SeiC eine Communiy, die mit demvorhergehenderverfahrenund
Paramtere konstruiert wurde.Danngilt fur alleP;Q mit P[ Q= C

dP\ Q =;
o ° w(C) w(P; Q)
Vi iCj min(jPj;jQj)

In anderenWorten:
@ ist eineobere Schranle fur die Bindungvon C nachaussen.
e ist eineuntere Schranke fur den Zusammenhangnnerhalbvon C.

o DasMinimum der rechtenTermewird Expansiorvon C genanntund
dient hau g als Qualitatskriterium fur Cluster.
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