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Teil I

CommunitiesnachFlake et al.
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Notationen

De�nition
SeiG = (V ; E) ein ungerichteter,gewichteterGraphmit Kantengewichten
w(u; v). Dann de�nieren wir f•ur v 2 V ; U; U0 � V :

w(U; U0) :=
X

u2 U;u02 U0

w(u; u0)

w(v; U) := w(f vg; U) =
X

u2 U

w(v; u)

w(U) := w(U; V n U) = w(U; �U)

w(v) := w(v; U n f vg) =
X

u2 V

w(v; u)

Damit erweitern wir die Kantengewichtein nat•urlicherWeiseauf Gewichte
zwischenTeilmengenvon Knoten.

w(v) ist o�ensichtlich der Gradvon v.
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Notationen

De�nition
SeiG = (V ; E) ein ungerichteter,gewichteterGraphmit Kantengewichten
w(u; v). Dann de�nieren wir f•ur v 2 V und U � V die Nachbarschaften
von v und U als:

N(v) := f u j (u; v) 2 E; u 6= vg

N(U) := f v j (u; v) 2 E; u 2 U und v 62Ug

D.h. N(U) enth•alt alle echtenNachbarn von U, d.h. alle Knoten v 62U,
die zu Knoten in U benachbart sind.
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CommunitiesnachFlake

Idee
EineCommunity ist eineMengevon Dokumenten,die st•arker innerhalb
der Community, als au•serhalbder Community verbundensind.
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CommunitiesnachFlake

Idee
EineCommunity ist eineMengevon Dokumenten,die st•arker innerhalb
der Community, als au•serhalbder Community verbundensind.

Flake et al. formuliertendiesformal:

De�nition (Flake et al. 2000)

SeiG = (V ; E) ein ungerichteter,gewichteterGraphmit Kantengewichten
w(u; v). EineCommunit y in G ist eineTeilmengeC � V von Knoten, so
dass

w(v; C) � w(v; V n C):
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Ein Beispiel
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MinimaleSchnitte

Um CommunitiesdieserArt berechnenzu k•onnen,benutzenwir Minimale
Schnitte
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MinimaleSchnitte

Um CommunitiesdieserArt berechnenzu k•onnen,benutzenwir Minimale
Schnitte

De�nition (Schnitt)

SeiG = (V ; E) ein ungerichteter,gewichteterGraph.Ein
(Kanten-)Schnitt von G ist eineMengeS ( V von Knoten.

Ein Schnitt S heisstminimal , wenn er minimalesGewichtw(S) unter
allenSchnittenvon G hat, d.h.

w(S) = minf w(U) j U ( V g:

DasGewichteinesminimalenSchnittesS von G nennenwir
Kantenzusammenhang und bezeichnenesmit � (G).
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Ein Beispiel

4 253
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MinimaleSchnitte

De�nition (s-t -Schnitt)

SeiG = (V ; E) ein ungerichteter,gewichteterGraphund s 6= t 2 V . Ein
s-t -Schnitt von G ist ein Schnitt S ( V mit s 2 S und t 62S. Wir sagen
auch

S trennt s und t .

Ein s-t -Schnitt S heisstminimal , wenn er minimalesGewichtunter allen
s-t -Schnittenhat, d.h.

w(S) = minf w(U) j U ( V ; u 2 U; v 62Ug:

DasGewichteinesminimalens-t -SchnittesS bezeichnenwir mit � G(s; t ).
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Ein Beispiel

s

t
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Communitiesund minimaleSchnitte
Satz
Seiens und t zwei Knoten und S ein minimalers-t -Schnitt. Gilt

w(s; S) � w(S);

dann ist S eineCommunity.

Beweis
Wir nehmenan, dassS keineCommunity ist. Dann existiert ein v 2 S mit
w(v; S) < w(v; �S).

Falls v = s gilt, ergibt sich

w(s; �S) > w(s; S) � w(S):

Da aber s in S liegt, mussw(s; �S) � w(S) gelten.Damit mussv 6= s
gelten.
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Communitiesund minimaleSchnitte

Beweis.
Somit ergibt sich

w(S n v) = w(S) � w(v; �S) + w(v; S) < w(S):

Diessteht aber im Widerspruch zur Minimalit•at von S als s-t -Schnitt.

v

S n v �S

w(S n v; �S)

w(v; S) w(v; �S)
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Fragen•uber Fragen

Problem
Die Communities,die wir so erhaltenh•angenmassivvon der Wahl der
Quelles und der Senke t ab.

Dadurchergeben sich mehrereFragen:
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Problem
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Fragen•uber Fragen

Problem
Die Communities,die wir so erhaltenh•angenmassivvon der Wahl der
Quelles und der Senke t ab.

Dadurchergeben sich mehrereFragen:

K•onnenalle Communitiesso berechnetwerden?

Sind die minimalenSchnitte eindeutig?
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Fragen•uber Fragen

Problem
Die Communities,die wir so erhaltenh•angenmassivvon der Wahl der
Quelles und der Senke t ab.

Dadurchergeben sich mehrereFragen:

K•onnenalle Communitiesso berechnetwerden?

Sind die minimalenSchnitte eindeutig?

Wie k•onnenminimales-t -Schnitte berechnetwerden?

Wie sollens und t gew•ahlt werden?
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K•onnenalleCommunitiesso berechetwerden?
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K•onnenalleCommunitiesso berechetwerden?

Antwort: NEIN!
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Eindeutigkeit der minimalenSchnitte

s

t

Dr. Michael Brinkmeier (TU Ilmenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 16 / 23



Eindeutigkeit der minimalenSchnitte

s

t

Dr. Michael Brinkmeier (TU Ilmenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 16 / 23



Eindeutigkeit der minimalenSchnitte

s

t

Dr. Michael Brinkmeier (TU Ilmenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 16 / 23



Eindeutigkeit der minimalenSchnitte

s

t

Antwort: NEIN!
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Wie k•onnenminimales-t -Schnitteberechnetwerden?

Satz(Ford-Fulkerson)
Die Gewichteinesminimalens-t -Schnittesist genaudie Kapazit•at eines
maximalenFlussesvon s nach t .

De�nition (Fluss)

G = (V ; E) seiein gerichteterGraphmit Kantengewichtenw(u; v) und s
und t zwei Knoten ausG. Ein Flussvon s nacht ist eineAbbildung
f : E ! R+ , die den beidenfolgendenBedingungengen•ugt:

1 0 � f (u; v) � w(u; v)
2 F•ur jedenKnoten v 6= s; t gilt

X

u

f (u; v) =
X

u

f (v; u):
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Der Algorithmusvon Edmonds-Karp

Algorithmus(Edmonds-Karp)

Eingabe: Ein gerichteter,gewichteterGraphG = (V ; E) und
zwei Knoten s; t 2 V .

Ausgabe: Die Kapazit•at � einesminimalens-t -Schnittes.

� = 0
Solangeein Weg von s nacht existiert, wiederhole

SucheeinenWeg von s nacht in G mit m•oglichstwenig Kanten
Falls ein solcherWeg gefundenwurde

BestimmedaskleinsteGewichtr einerKante auf dem Weg.
� = � + r
F•ur alle Kanten u ! v auf dem Weg, tue

w(u; v) = w(u; v) � r
w(v; u) = w(v; u) + r

Dr. Michael Brinkmeier (TU Ilmenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 18 / 23



Der Algorithmusvon Edmonds-Karp - Ein Beispiel
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1 ErsetzeKanten.
2 Findeeinenk•urzestenWeg von s nacht .
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Der Algorithmusvon Edmonds-Karp - Ein Beispiel
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1 ErsetzeKanten.
2 Findeeinenk•urzestenWeg von s nacht .
3 Passedie GewichteentlangdesWegesan.
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Dr. Michael Brinkmeier (TU Ilmenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 19 / 23



Der Algorithmusvon Edmonds-Karp - Ein Beispiel

s

t

1 ErsetzeKanten.
2 Findeeinenk•urzestenWeg von s nacht .
3 Passedie GewichteentlangdesWegesan.
4 Findeeinenk•urzestenWeg von s nacht .
5 Passedie GewichteentlangdesWegesan.
6 Findeeinenk•urzestenWeg von s nacht .
7 Es exisitert kein Weg.
8 Entfernealle Kanten auf denWegen.

Dr. Michael Brinkmeier (TU Ilmenau) Web Algorithmen Clustering 24.6.2005 19 / 23



Der Algorithmusvon Edmonds-Karp - Ein Beispiel

s

t

1 ErsetzeKanten.
2 Findeeinenk•urzestenWeg von s nacht .
3 Passedie GewichteentlangdesWegesan.
4 Findeeinenk•urzestenWeg von s nacht .
5 Passedie GewichteentlangdesWegesan.
6 Findeeinenk•urzestenWeg von s nacht .
7 Es exisitert kein Weg.
8 Entfernealle Kanten auf denWegen.
9 Komponentevon s im verbliebenenGraphen

ist minimalerSchnitt.
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DasFindenvon Communities

Satz
Der maximaleFlusszwischenzwei Knoten s und t einesgerichtetenund
gewichtetenGraphenG = (V ; E) l•asstsich in Zeit O(jV jjEj2) berechnen.
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DasFindenvon Communities

Satz
Der maximaleFlusszwischenzwei Knoten s und t einesgerichtetenund
gewichtetenGraphenG = (V ; E) l•asstsich in Zeit O(jV jjEj2) berechnen.

Folgerung

Bei guter Wahl von s und t l•asstsicheineCommunity in Zeit O(jV jjEj2)
berechnen.

Aber betrachtenwir dasfolgendeEntscheidungsproblem:

Problem(Par tition into Communities)

Eingabe: Ein ungerichteterGraphG = (V ; E) und k 2 N
Frage: Kann V in k verschiedeneTeilezerlegtwerden,so dassjederder
induziertenTeilgrapheneineCommunity ist?
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DasFindenvon Communities

Satz
Par tition into Communities ist NP-vollst•andig.

Beweis.
[Szizze]DassPar tition into Communities (PIC) in NP liegt ist klar.
Die Vollst•andigkeit kann gezeigtwerden,indemBalanced Par tition
auf PIC reduzziertwird.
(Balanced Par tition : Zerlegungin zwei gleichgro�e Knotenmengen
mit gleichemGesamtgewicht.)
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DasFindenvon Communities

Satz
Par tition into Communities ist NP-vollst•andig.

Beweis.
[Szizze]DassPar tition into Communities (PIC) in NP liegt ist klar.
Die Vollst•andigkeit kann gezeigtwerden,indemBalanced Par tition
auf PIC reduzziertwird.
(Balanced Par tition : Zerlegungin zwei gleichgro�e Knotenmengen
mit gleichemGesamtgewicht.)

Damit ergibt sichwiederdie folgendeFrage:

Frage
Wie sollens und t gew•ahlt werden?
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Die Quelleund die Senke

Wir f•uhreneinek•unstlicheQuelles und einek•unstlicheSenke t ein:

W•ahleeineMengeS � V von Seiten,die Saat, und einenParameter
� .

s wird mit jedemKnoten in S verbunden.Die Kanten erhalten
unendlicheKapazit•at.

t wird mit allenKnoten desurspr•unglichenGraphenverbunden.Die
Kanten erhaltenKapazit•at � .

Berechneeinenmaximalens-t -Fluss.

C seidie Mengealler Knoten in der Komponente,die s enth•alt,
nachdemalle Kanten desFlussesentfernt wurden.

Falls S ( C gilt, ist C eineCommunity.
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EineQualit•atsschranke f•ur die Communities

Satz
SeiC eineCommunity, die mit dem vorhergehendenVerfahrenund
Paramtere� konstruiert wurde.Dann gilt f•ur alle P; Q mit P [ Q = C
und P \ Q = ;

w(C)
jV j � jCj

� � �
w(P; Q)

min(jPj; jQj)
:
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In anderenWorten:

� ist eineobereSchranke f•ur die Bindungvon C nachaussen.
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EineQualit•atsschranke f•ur die Communities

Satz
SeiC eineCommunity, die mit dem vorhergehendenVerfahrenund
Paramtere� konstruiert wurde.Dann gilt f•ur alle P; Q mit P [ Q = C
und P \ Q = ;

w(C)
jV j � jCj

� � �
w(P; Q)

min(jPj; jQj)
:

In anderenWorten:

� ist eineobereSchranke f•ur die Bindungvon C nachaussen.

� ist eineuntereSchranke f•ur den Zusammenhanginnerhalbvon C.

DasMinimum der rechtenTermewird Expansionvon C genanntund
dient h•au�g als Qualit•atskriteriumf•ur Cluster.
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