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Abstract In this paper, the authors consider a class of finite dimensional optimal control
problems with state restrictions. These investigations are aimed at utilizable necessary op-
timality conditions. The purpose of the paper is twofold: first, to prepare a starting point
for further investigations on a topic from mechanics begun in [11] and, second, finally to
have a written material that can be used in teaching this somewhat unwieldy subject. The
optimality conditions are derived by transforming the control problem into a Bolza-type
variational problem and then using techniques coming from classical literature in Calculus
of Variations. The results are applied to some modified and generalized problems of Dido
type. The concluding chapter addresses variational problems and integral principles from
Analytical Mechanics under state constraints.

1 Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden notwendige Bedingungen fiir ein relativ allgemeines
Optimalsteuerproblem mit Restriktionen S(¢,x) > 0 fiir die Zustandsvariablen x bei be-
liebigem Relativgrad h von S bereitgestellt und bewiesen.

Fiir die Herleitung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen wird das Optimalsteuer-
problem in ein spezielles klassisches Bolzaproblem der Variationsrechnung iiberfiihrt. Fiir
dieses werden dann die Strukturen und Beweistechniken der Variationsrechnung genutzt.
Die Arbeit verfolgt mehrere Ziele:

- Bereitstellung der mathematischen Grundlagen und Bedingungen fiir die spétere Be-
handlung von Aufgaben aus der Biomechanik in Fortsetzung der Untersuchungen in [11].
- Anwendung in der Lehre. Optimalsteuerprobleme mit Zustandsrestriktionen lassen sich
wegen des aufwendigen Kalkiils zeitlich kaum in eine allgemeine einsemestrige Vorlesung
zur Optimalen Steuerung verniinftig integrieren. Die Benutzung eines Preprints erlaubt
Einsichten in Beweisideen und Beweisstrukturen. Es werden Beispiele angeboten.

- Als Nebeneffekt der Arbeit ergibt sich: Es werden Zusammenhinge zwischen Variati-
onsproblemen und Optimalsteuerproblemen aufgezeigt und bei der Bearbeitung konkreter
Probleme ausgenutzt.
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Im Kapitel 2 der Arbeit wird die Uberfithrung des Optimalsteuerproblems in ein spezielles
Bolzaproblem der Variationsrechnung angegeben. Fiir dieses Variationsproblem werden
die notwendigen Optimalitdtsbedingungen hergeleitet. Die benétigten Existenzaussagen
fiir zuléssige Vergleichskurven finden sich in [1].

Im Kapitel 3 werden Variationsprobleme bzw. Optimalsteuerprobleme vom Typ Dido im
R? und R? mit Zustandsrestriktionen behandelt. Diese sollen (auch) als Vorarbeit zu den
oben erwidhnten Problemen aus der Mechanik aufgefafit werden.

Im Kapitel 4 wird das Variationsprinzip der minimalen Wirkung aus der Analytischen
Mechanik bei geometrischen (holonomen) und bei kinematischen (nichtholonomen) Be-
schrankungen vorgestellt. Gemeinsamkeiten und Unterschiede im Vergleich zu Variations-
problemen mit Zustandsrestriktionen werden diskutiert.

Bei der Behandlung von Optimalsteuerproblemen bzw. Variationsproblemen unter Zu-
standsrestriktionen, insbesondere bei der Formulierung notwendiger Bedingungen, unter-
scheidet man verschiedene prinzipielle Vorgehensweisen:

- Nach [6] werden dafiir die Begriffe direkte und indirekte Methode verwendet. Die di-
rekte Methode konstruiert Lagrangefunktionen direkt durch Adjunktion von S aus den
Restriktionen S(¢,z) > 0 mit einem Multiplikator p. Dabei ergibt sich eine klassische
Schlupfbedingung (pS = 0). Mit der indirekten Methode wird die Lagrangefunktion durch
Adjunktion von S = S,;+5,, f mit einem Multiplikator p erzeugt. Die sich ergebende
Schlupfbedingung ist nichtklassisch (pS = 0). p und p haben dann auch unterschiedliche
Stetigkeiteigenschaften. In der Arbeit wird die indirekte Methode verwendet, da sie sich
u. a. besser fiir Probleme mit Relativgrad h > 1 verallgemeinern 148t.

- Unterschiedliche Problembehandlungen werden auch durch die Tatsache verursacht, dafl
der Multiplikatorenvektor der Lagrangefunktion fiir Extremalenstiicke auf dem Rand des
zuléssigen Gebietes (S = 0) nicht eindeutig ist. Eine unterschiedliche Verarbeitung dieser
Tatsache fiihrt jeweils auf notwendige Optimalitdtsbedingungen mit verschiedenen Stetig-
keitseigenschaften fiir Multiplikatoren.

- Die Multiplikatoren A sind Losungen der Eulergleichungen zwischen den Knickstellen
von x (und lassen sich gegebenenfalls stetig fortsetzen). In der Arbeit werden notwendige
Bedingungen mit stetigen A begriindet. Diese notwendigen Bedingungen sind mit denen
von [7] bei einem Relativgrad h = 1 vergleichbar (bei anderer Beweismethode). Andere
Autoren, z.B. [6] und [10], arbeiten mit unstetigen A. Diese A miissen in den Verbin-
dungsstellen gewisse Sprungbedingungen erfiillen. In der Regel werden in der Literatur
(h = 1)-Probleme behandelt, der Fall A~ > 1 wird manchmal als Moglichkeit angegeben.
Zur Vergleichbarkeit der notwendigen Bedingungen nach direkter und indirekter Methode
fiir den (h = 1)- Fall finden sich Bemerkungen und Sétze in [6].

Die notwendigen Optimalitédtsbedingungen fiir Optimalsteuerprobleme mit Zustandsre-
striktionen in der behandelten Funktionenklasse (r € D) sind - unabhingig von der
verwendeten Beweismethode - alle nicht sehr “handlich®. Dies liegt aber in der Natur des
Problems begriindet, da Extremalenstiicke aus dem Innern und auf dem Rand des zuléssi-
gen Gebietes (optimal) verkniipft werden miissen. Uberlagert wird das Geschehen durch
das Auftreten moglicher Unstetigkeitsstellen der Steuerung u bzw. moglicher Knickstellen
fiir die Zustandsvariable x.



2 Optimalsteuerprobleme mit beschrinktem Zustand

2.1 Problemformulierung und notwendige Optimalititsbedingungen

Betrachtet wird das folgende Optimalsteuerproblem
T

I = go(to,x(to)), T,z(T)) + t fo(t, z,u)dt — min, (1)

x € DL[to, T), uw € DY, [to, T),

&= f(t,z,u), f:RIFm LR (2)
Q(t,z,u) >0, Q:RMF"m LR (3)
S(t,z) >0, S:R'*" R (4)
g(to,z(t0)), T,z(T)) =0, g:R*™" - RI ¢ <2n+2. (5)

Das Zielfunktional I charakterisiert das Problem als Bolzaproblem, (2) beschreibt die
Dynamik. Die Ungleichungen in (3) sind im Wesentlichen Steuerbeschrinkungen. @ muf
von u abhingen (siche auch Rangvoraussetzung V3). Es wird angenommen, daf§ nur ei-
ne Zustandsbeschrinkung S(t,xz) > 0 (4) vorliegt. Fiir S : R"*" — RF k > 1 kénnen
die notwendigen Bedingungen sinngemé$ iibertragen werden (siche Kapitel 4). Dabei ist
zu beachten, dafl der Relativgrad der Komponenten von S verschieden sein kann. Die
Gleichungen (5) charakterisieren die zugehorige Mannigfaltigkeit fiir die Randvariablen

(th :L‘(to), Tv :L‘(T))

Bezeichnung: Sei h der Relativgrad von S beziiglich f: h sei die kleinste Ordnung der
Ableitungen von S lings des Vektorfeldes f, fiir die sich eine explizite Abhéngigkeit von u
ergibt. D.h. es gilt mit LyS := S, 45, f und LES := Lp(L}719), k=2,3,..., L} := Ly,

(L58)u=0, k=1.h—1, (L}S),.#0.

Ro(t,z,u) := L?S ist die h-te Ableitung von S lings f.
Der Relativgrad ist ein Begriff aus der Steuerungstheorie. In der Variationsrechnung heifit
der Relativgrad Ordnung des Problems.

Vereinbarungen:

1. Es wird - so weit wie moglich - die Vektorschreibweise verwendet: x und u sollen Spal-
tenvektoren sein, die Multiplikatoren A, i, p und die Gradienten Zeilenvektoren.

2. Die Ein- bzw. Austrittsstellen ¢ der Extremalen z(-) in die Randmannigfaltigkeit
{(t,z), S(t,z) = 0} von S(t,x) > 0 heiflen Verbindungsstellen. Es wird o.E.d.A. angenom-
men, dafl es nur einen Eintrittspunkt ¢; und einen Austrittspunkt fo gibt. Diese sollen
nicht beide auf dem Rand von [tg, T liegen. Es kann ¢; = t3 sein. (Falls es mehrere Paare
von Verbindungsstellen gibt, miissen auch dort die entsprechenden notwendigen Optima-
litdatsbedingugen gelten.)



3. Ausnahmemengen

B:= {tg € [to,T], tg Unstetigkeitspunkt vonu(t), 5 =3... 050}
C:= {ti,ta}, t1,t2 Verbindungsstellen
D := {t, € [to,T]: int, findet mindestens ein Aktivitatswechsel

der Ungleichungen Q(t,z,u) > Ostatt, v = Gp+ 1...7}

Damit ist die Menge der Ausnahmepunkte gleich £ := BUCUD = {ts, s=1...79}. Die
ts miissen nicht alle verschieden sein.

4. DY [a,b] := {z : [a,b] — R™, z in [a, b] stiickweise stetig}

Dlla,b] := {z : [a,b] — R", xin [a,b] stetig und stiickweise stetig differenzierbar }

Voraussetzungen:

V1.

V2.

V3:

V4.

fi( ), e CPMYM)i=1...n, h>1,Qu(-,-,-), fol-,-,-) € C3(M), v=1...r,
90('7 R ')7 gk('v R ) € 02(N)7 k=1...q,

S(?) € Ch—H(M)’ rg(S,x)ma:v,

M C RIFnHm N c R242 01 © R"!, Gebiete

Mit Ro(t, z,u) := L’}S gelte:

es sind nicht mehr als m Ungleichungen @ > 0, S > 0 gleichzeitig aktiv.

Sei r1 < mdie Anzahl der in ¢ aktiven Ungleichungen. Ist (nach Umordnung)
@1=0,...Q,, =0 fir §>0 und

Q1=0,...Qr-1 =0, fiir S=0, dannsoll in ¢

rg((Q1, Q2, - .., Qry)y, ) =71 bei S >0, und

rg((Q1, Q2, -+, Qry—1, Ro)u, ) = r1bei S = 0 sein.

Die Extremale z(t) endet im Innern der durch S(¢,z) > 0beschriebenen

Mannigfaltigkeit. Es gilt also S(7T,z(T)) > 0.
(Falls dies nicht erfiillbar ist, dann soll S(to, z(to)) > 0 sein.)

79(9>(to,2(to), T,2(T)) ) = 4 (Max)

Satz 2.1 (notwendige Optimalitidtsbedingungen)

(z,u) auf [to,T] 16st das Bolzaproblem (1)...(5) unter den Voraussetzungen VI... V4.
Dann existiert ein Multiplikatorenvektor (lo, 1, A(+), u(-), p(+)) # 0V ¢, mit Iy > 0,

l € RY, X\ € DL[to, T), u € DY [to, T], p € DV[to, T], so daB mit

H:=lofo + \f + pQ + pRp und

G:= lpgo + lg

gilt:



(1) A = —H,, auf [tp,T]\ E, Eulergleichungen,

(¢5) 0 = H,, auf [t),T], Gradientenbedingung,

(tit) @, = 0 auf [tg,T], v=1...r, Schlupfbedingung, siche auch Bemerkung 3

(i)  pWS = 0auf [ty,T], p" : h-te Ableitung nacht, Schlupfbedingung,

siehe auch Bemerkung 3,

(v) fir p(t) := (p1(t),..., pu(t)) mit po = —pa—1, « =2...h und p := pp,
ist: (Sp1(t))|"° = 0, palty) =0, a=2...h,

(vi) mit ] = —p(T) € R" gilt:

Gy — [lofo+ M) = 0, .
Gor +lofo+ MIT = [Thoilo (55 - (525) 4] =0

(vit) G,x(to) +A(tp) = 0,

h 7 (d*~ls r_
Grar) ~NT) + [Lhoila (528) 2 ]| =0,
(v) — (vii) sind die Transversalitidtsbedingungen,

(viii)  die verkiirzte Hamiltonfunktion H(t,z,u, \, p) := lofo + Af + pRo
erfiillt ein “Maximumprinzip“ / Ungleichung von Weierstrafi:
H(t,x,a,\, p) > H(t,z,u,\, p)
fiir alle zuldssigen @ und fiir alle ¢ € [tg, T1,

(analog: H(t,z,u,\, p) — uQ(t,z,u) > H(t,x,u, A, p))

(7“73) H(,x(),u(),)\(),y(),p()) S Dl[tﬂvt]a Knickbedingung,

(x) im Fall h=1:

H(t,z,u,\,p) = H, (t,x,u,\,p) auf [to,T]\ B, Energiesatz,

(i)  Ubergangsbedingungen:
lofo+ Af + pRp in (to, tl) U (tQ, T) stetig
lofo+ Af in (t1,t2) stetig,

(zit)  (lofo+Af +pRo)["~0 = (lofo+ Af)["**°
(lofo+ )70 = (lofo + Af + pRo)|™> 7,

(xiii) Vorzeichenbedingungen
py(t) <0 fiir alle ¢ € [tg, T1,

im Fall h = 1 ist p(-) nicht fallend auf [to, T,

(ziv) der Multiplikatorenvektor (lg,l, \, i, p) ist in (¢1,t2) nicht eindeutig:
fiir Ro(t,z,u) =: k(t,z) + k(t,x) f(t, z,u) ist
mit (lo,l, A\, u, p) auch (0,0,ck,0,c), Ve eR
Multiplikatorenvektor (und damit auch die Summe von beiden).

Bemerkungen:

1. Man kann ¢ so wéhlen, dafl z.B. p(-) in to stetig wird.

2. (iii) bzw. (iv) zusammen mit den Vorzeichenbedingungen fiir @ und p bzw. fiir S und
p") werden auch Komplementarititsbedingungen genannt.

3. zu (iii): @y = 0 auf I := {t : Q(t,z(¢),u(t)) > 0}. Da Q = 0 auf I := [to, T] \ I ist,
schreibt man p, @, = 0 auf [to, T'.

zu (iv): p € DM auf I3 := {t : S(t,x(t)) > 0} und pWS = 0Vt € I3. Da S = 0 fiir



t € Iy := [to,T) \ I3 ist, schreibt man kiirzer p(")S = 0 auf [to, T], obwohl p in I, nicht
notwendig hmal differenzierbar sein mu#f.

Uber die analytischen Eigenschaften von u in I bzw. von p in I gibt der Punkt (G) des
Beweises Auskunft.

Beweisstruktur:

(A) Uberfiihre das Optimalsteuerproblem (1)-(5) in ein klassisches Bolzaproblem der Va-
riationsrechnung und verwende die dafiir bekannten notwendigen Optimalitdtsbedingungen.
Statt der Ungleichung S(¢,x) > 0 fiir zuléssige z(-) wird das System

pit) = S(tz(t))
802:(25) = :S(t,x(t)) .
ont) = SCt=D(t x(t), h>1,

benutzt. Dabei sind die Ableitungen léngs der Vektorfeldes f zu bilden (S = LsS). Aqui-
valent zu (6) wird

5 = 20101 = @2

S = ¢2 = ¥3

S = ¢ = R
und

(S — )" =0

(S — )" 0

‘(S(hfl) —n)|" =0
verwendet. (7) soll zu
9(T,2(T),(T)) =0
zusammengefait werden. S(¢,z(t)) > 0 wird also durch das System
2p141 = 2
Y2 = P3
b = Rolt, (1), ul?))

fiir zuldssige (x,u) mit den Anfangsbedingungen (7) ersetzt. Zusammen mit

u(t)
Qu(t,x(t),u(t),v=1...r, (Kurzform::?=Q),

PO



ergibt sich das Variationsproblem

T
go(to, z(to, T,x(T)) + [ f(t @, 9)dt — min
to
mit den Nebenbedingungen
Qt,z,9) —2* =0
20101 — ¥2 =0
()bh_RO(t7x7y) :07
oder zusammengefaf3t
R(t? ':L” i? y? é? 907 Sb) = O
und den Randbedingungen
g(to,x(to),T,fE<T)) =0 (8)
9(T,z(T),¢(T)) = 0. (9)

Fiir w := (z,y,2,9) € D}, ... ,[to, T] erhélt man das Variationsproblem in der klassi-

schen Form als Lagrangeproblem

T
go(to, w(to), T,w(T)) + [ fo(t,w, ) dt — min
to
mit
R(t,w,) =0, wobei R:RIFZtmtrt2h _ pnirth (10)
und

§(to, w(to), T, w(T)) =0, §: RQ(n+m+r+h)+2 —, RIth

(B) Diskussion der Rangbedingungen fiir (10),(8) und (9):
Fiir S >0 (p1 # 0, [to, t1) U (t2,T]) ist mit D := Diag (—2z1 --- — 27;)

E —fu 0 0
0 Q. D 0
0 0 0 2¢1
rg(R,(:,-JW-,@ ) = 0 0 0 1 =n+r+h (max)
0 —Row O 1



nach (V2).
Fir S =0 (p1 =0, [t1,t2]) ist fiir die verbleibenden Restriktionen

.’t—f(t,l’,y') =0
Q(t,x,y) _2.2 =0
RO(taxvy) =0

oder

R(t,z,2,9,%) =0

der Rang
-~ E _f)u 0
rg(Rygg:)=| 0 Qu D | =n+7r+h (max)
0 _R07u 0

nach (V2). Fiir die Randbedingungen g = 0 ((8)) und § =0 ((9)) ist
19 ((9,9)s(t0 2(t0) T2(T),0(T)) )

ga(to.x(to),T@(T)) O
Sy(T(T) —2p1(T))
. -1 = ¢+ h (max)

SV, (12 -1

Unter diesen Rangvoraussetzungen lassen sich die notwendigen Optimalitétsbedingungen
fiir das Variationsproblem formulieren.

(C) Zulissige Vergleichskurvenscharen - die Variation
Betrachte zur Losung w(-) auf [to, T zuldssige D'-Vergleichskurven w(-, b) auf [to(b), T'(b)]
b € R, die die Einbettungsbedingung w(t,0) = w(t), to(0) = to, T(0) = T erfiillen.
Diese Vergleichskurven generieren die zuléissigen Variationen (dw(-), dtg, 6T"), die stiickwei-
se differenzierbar sind und den linearisierten Nebenbedingungen (Variationsgleichungen)
geniigen. Die Existenz zuldssiger Vergleichskurven wird durch die Rangbedingungen ab-
gesichert ( siehe auch [1]). Einige Besonderheiten im Innern und auf dem Rand der Akti-
vitdtsintervalle von S(t,x) > 0 und Q(¢,x,y) > 0 werden unten diskutiert.
Betrachte die Variation 61 des Zielfunktionals I auf der Klasse der zuléssigen Variationen.
Dann ist 01 = 0 die notwendige Bedingung fiir das Extremalproblem:

ST = [T (fous 62+ fouy 69)dt + fodt|h + 310 fostlis*

+905to 00 + 90s2(t0) A2 (t0) + 90,17 0T + g0y Ax(T) =0

fiir alle Variationen (dw(-),dtp,dT"), die Losungen des (unterbestimmten) Systems von
Differentialgleichungen



sowie der linearisierten Randbedingungen g =0 und g =0

Gsto 0t0 + Gra(t) Az (to) + 9,7 0T + gppry Ax(T) =0
9,7 oT + gaz(T) A'I(T) + gup(T) ASD(T) =0,

sind. Dabei ist Ax(t) := dz(t) + z(t)dt .

Statt der notwendigen Bedingungen (61 = 0 fiir alle zulissigen Variationen) wird das
Minimalproblem in der Variationsrechnung iiblicherweise direkt mit Trennungssétzen wei-
terbehandelt ([8] und [1]). Diese fithren auf: 3 (lo,1,1) # 0, so daB lo6I + I6g + 16§ > 0
fiir alle zuléssigen Variationen (dw, dtg,dT). Durch spezielle Wahl dieser Variationen er-
geben sich hieraus die notwendigen Bedingungen in Gleichungs- und Ungleichungsform,
insbesondere: Mit den Lagrangefunktionen

Fi=lofo+ Mf — &)+ m(@Q — 2°) + pi(p2 — 20191) + - - + pn(Ro — ¢n)
und

G :=logo + lg + 1§
muf fir (w,to, T

ft (Fpdx + Fiox+ Fydy+ F:0:4+ F,0p+ Fedp)dt
FFSH] + st potfte
+G 1y 6to + Gruty) Az(to) + G, 6T + Gy Ax(T) + Gy Ap(T) = 0

auf der Menge aller zuléssigen Variationen erfiillt sein. Wegen Aw = dw + wdt entspricht
dies der Gleichung

fto T F,; )5l’+ dt( Y )5y+ %(Faz )5Z+(F790_%<F’¢7))590)dt

+(F,; Aa: + F,y Ay+F; Az + Fp Ap)|E

ZﬁOJr’YO( wb Ax—f-F,y Ayﬁ-F,z AZ+F,¢ AQO) i:tg (11)
+(F — &F,; —yF,y —4F,: —¢F,; )6t|},

F (R P —gF,y —F,: —pF, )t
+G o, Oto + Gax(to) Al’(to) + G, 0T + G,I( T) Ax( )+ Gup(T) Ap(T) = 0.

(Die Existenz nichttrivialer Multiplikatoren ist fiir das Variationsproblem gesichert ([1]
und [8]).)

Fiir die Ausnahmepunkte t; € B U C U D folgt wegen der Stetigkeit der zuldssigen Ver-
gleichskurven w:

w(ts(b)™,0) = w(ts(b)~,b) YV beU(0),
also

W(tH)ots + ow(th) = Aw(t]) = Aw(ty) = i (t; )dts + dw(ty ).



Insbesondere gilt fiir ¢ € D![tg, T] in t1,ts wegen (t) = 0 fiir t € [t1, 2]
Op(t) =0, Ap(t]) = Ap(t;) =0,

Sp(ty) =0, Ap(ty) = Ap(ty) =0.
Firt e (tl,tg) folgt

Ap(t) =0, dp(t)=0.

Fiir die Ausnahmepunkte t., € D ergeben sich fiir z,(t), Az, (t) und dz,(t) analoge Bedin-
gungen.

Die Auswertung von (11) fithrt auf die bekannten notwendigen Optimalitdtsbedingungen
fiir das Bolzaproblem der Variationsrechnung, falls die entsprechenden zuldssigen Varia-
tionen beliebig gew#hlt werden kénnen.

Fiir die Aktivitdtsintervalle von S(t,z) > 0 bzw. @Q,(t,x,u) > 0 sind deshalb wegen
dp =0 bzw. §2 = 0 die dp und 62 nicht beliebig wahlbar, also sind dort die Eulergleichun-
gen df—;“” = F,, bzw. s — 0 nicht notwendig. Fiir die Randpunkte 7 dieser Intervalle ist
wegen Ap(7) =0 bzw. Az, (1) = 0 die Stetigkeit von F,; bzw. F,; nicht notwendig.

(D) notwendige Optimalititsbedingungen

(z(-),y(+), 2(-), () auf [to,T] minimiert das Variationsproblem. Dann folgt: es existiert
(lo, 1,1, M), u(t), p(t)) # 0, Vt, g > 0,1 € R?, | € R, so daB mit
F=lofo+Af =) +p(Q—2%) + pi(pz2 — 201¢1) + - + pr(Ro — én)
und
G:logo+lg—|—l~§
gilt:

(a) %Fﬁb:FWS’ %F’y: )yZO auf[tO,T]\E,

(b) 4p. =F,. =0 Yt mit Q, (¢, z(t),§(t)) > 0,

(c) 4F,=F, Vtmit S(¢,z(t) > 0,

(d) F,(), Fyy(-) sind stetig auf [to, T,

(e) F,p(-)ist stetig Vtmit S(t, (z(t)) > 0,

(f) F,, ()ist stetig Vimit Q,(t, z(t),y(t)) > 0,
ano—(F_F7‘fjj_F,yy._F,éé—F,¢(p)|t0 =0
G7T+(F_vax_Fuyy_szz_Fa(psoNT =Y,
g,m(to) —F7r||t° =0,

h sx(T) 5T 3

( ) F’y‘to — F’y‘T =0,

Faz"’tU:Fm"’T =Y
Fa(,b |t0 =Y
Fpl" + Gro(1) 0

10



(a) - (c) sind die Eulergleichungen, (d) - (g) die Knick- oder Eckenbedingungen und (h)
die Transversalitdtsbedingungen.

(E) Reformulierung der notwendigen Bedingungen des Variationsproblems mit der Lagran-
gefunktion F' fiir das Optimalsteuerproblem mit der Hamiltonfunktion H :
Sei

H :=lofo+ Af +pQ + prRo.
Damit ist
F=H— X\t —pz® — ppon + p1(p2 — 20191) + -+ + pa_1(9n — -1,

und es ergeben sich die folgenden Entsprechungen.
Zu (a):

%Fai:FLT’ _)‘:Hul‘ an[t()?T]\Eu
%F,y =0, H,,= const. auf[ty,T]\ E und wegen (d) auf [ty.T],

zu (b):
d . .
%F,Z-V =0, F,; =—2Z,u,=const. YitmitQ,(t, z(t),u(t)) >0,
zu (c):
iF . = F _Qd(Pllpl) = _9 p : =0
att o1 = Lot a - p1¥1, P11 =Y,
%F7¢2:F7§027 _92 = P1,
%Fmbh = Fvsoh ’ _ph = Ph—1, also

pgh)gol =0 oder p"MS =0VYtmit S(t,z(t)) >0 alsoauchVt € [tg,T],

Dabei folgt die Differenzierbarkeit von p; aus: p; € D, p1p1 € D', @1 # 0, die Differen-
zierbarkeit der ps ... pj, ergibt sich aus der Differenzierbarkeit der F,;, , k =2...n.
Zusammen mit (e) folgt also p € D" ¥t mit S(t,x(t)) > 0. Fiir die restlichen ¢ (S = 0)
erweitert sich die Regel formal zu p" S = 0 Vt € [to, T.

Differenzierbarkeit von p fiir ¢ mit S(¢, z(t)) = 0 ergibt sich eventuell nach Teil (G) dieses
Beweises.

zu (d): ¢ und H,, sind stetig fiir alle ¢ € [to, T,
zu (e):

p1p1 (bzw. p1), p2, ..., prsind stetigV ¢ mit S(¢, z(t)) > 0,

zu (f): p, @y und damit p,, sind stetig V¢ mit Q, (¢, z(t), u(t) > 0,
zu (h):

Fy |T:O7 H,,=0Vt € [ty, T,
F, |T =0, wQ, =0Vt e [to,T].
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Die restlichen Transversalitdtsbedingungen sind die Bedingungen (v) - (vii) von Satz 2.1.
Zu (g): Wegen F,y = H, = 0 und F,; = 0 folgt:

lofo+Af = &1(=2p101) — 2(=p2) =+~ = n(=pn) = lofo+ Af + P12+ -+ prnRo

ist stetig V¢ € [tg, T]. Da die p und ¢ stetig sind, bleibt: H (¢, x,u, \, py) ist stetig
Vt € [to,T].
In den Verbindungsstellen ergeben sich hieraus Ubergangsbedingungen, z.B. in ¢; :

(lofo + ANf + prRo)[ 70 = (lofo + Af)[ 0.

Diskussion weiterer notwendiger Bedingungen:

Ausgehend von der Weierstrafischen Ungleichung fiir das Variationsproblem wird ein
“Maximumprinzip* fiir das Optimalsteuerproblem hergeleitet :

F(t7x7¢7f7§727¢) - F(tawiviaya 2790)

—Fi(tw,0,8,9,2,0)(@ —2) = Fiyyg ()G —9) = Fz ()(Z—2) = Fp ()@ —#)() 20
fiir alle zuléssigen (z,9y,2,¢). Da F,y=F, =0, F,; = 0 und
(01— ¢1)Fp = (01— @1)(=201p1) = —p1(p2 — 92) =0,
(P2 — P2)Frp = —pa(ps —3) =0

(¢n — &n)Fyg, = pr(Ro — Ro),
bleibt mit

H(t7$7u7)\7ph> f0+)\f+th0

=l
H(t,z,u,\, pp) > fI(t,x, u, \, pp,) V zuléssigen u,

also ein Minimumprinzip.

Die Legendre-Clebsch-Bedingung fiir das Variationsproblem
("Fopp (>0 V¢ e R mit Ry (=0

fithrt bei spezieller (zuldssiger) Wahl von ¢ = (0,...,0,(,,0,....0), { #0, v : Q, =0
(aktive Ungleichung) auf

by <0, falls Q, (t, 2(t), u(t)) = 0.
Wegen 1;Q5 = 0 fir Qp(t,x(t),u(t)) > 0 gilt sogar
py <0 Yv=1...r, Vt € [to,T]

(siehe auch [1]).
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Energiesatz
w(t-) auf [to, T] lost das Bolzaproblem der Variationsrechnung

go(to, w(to), T, w(T)) + ftf Jo(tw(t),w(t))dt — min
Rt w(t), () = 0, glto, w(to), T, w(T)) = 0.

Dann folgt: Mit F' = lgfg + AR
t
JeeR: (F—Fg)t) = / Fydr+c
to

([3] s. 205).
Beweis: Wiihle fiir die Extremale w(-) eine Parameterdarstellung ¢(7) = 7, w = w(7). Das
Integral nimmt dann die Form

i w/(7)

\ fo(t(T), w(T)v tl(T)
w'(7)

und die Nebenbedingung die Form R(t(7), w(T), t,(—T)) = 0 an. Das urspriingliche Variati-
onsproblem wird zu einem Variationsproblem in Parameterform, fiir welches mit einer La-
grangefunktion F := [y fot' + AR die Eulergleichungen in integrierter Form gelten miissen:
de1,c0 € R, so dafi

t t
F,tfz/ Fodr + c, F,w/:/ Fro dr + o3

to to

gelten. Aus der ersten Gleichung folgt

lofosi (%é’l) t' +lofo+ AR (%)
= f; (l()f(),t +NR+ AR, ) dr + 1

oder wegen t' = 1 nach Riicksubstitution

t
lofg—F,ww:F—F,ww:/ Fidr +

to

und aus der zweiten Gleichung

t

Fua (tw(t), 6(0) = | Fuo (7, 0(r). () dr.
to

(F) Zusdtzliche notwendige Bedingungen fiir den Fall h =1

Mit Relativgrad h = 1 wird S = S, +S,, f =: Ro(t, z, u).

Fiir eine Extremale (z(-),u(-)) auf [ty,T] ist die Hamiltonfunktion H = Iy fo + Af + pQ +

p1Ro auf [to, T] stetig und stiickweise stetig differenzierbar (H € D'[ty,T]), und es gilt:

es gibt ein ¢ € R, so daB auf [tg, T

H(t,z(t),u(t), A(t), pu(t)) = H (1,2(7),u(7), \(7), pr(7)) dT + ¢,

to
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also
H = H,; stiickweise.

Beweis: Fiir F = lofo + M(f — @) + u(Q — 22) + p1(Ro — 2p1¢1) und w = (2,9, 2z, ¢) gilt
nach dem Energiesatz

t
F—F,w= / F,dr + ¢

to

mit einem ¢ € R. Berechne F' — F;, w im vorliegenden Fall:

F—Fuyw =F+ A —Fyy+ 202+ p12p1¢1
=lofot+ Af + ppRo=H

da p? = pQ = 0 und F,; = F,, = 0 ist. Beachtet man noch F,; = H, +uQ,; so folgt:

t

JeeR: H= f{,t—i-,UQ,th-i-C Vt € [tQ,T]
to

bzw. H = H,; stiickweise. Insbesondere ist H auf [to, T stetig. Fiir H,;= 0 (autonomes
Problem) ist H = const. auf [ty, T].

(G) Stetigkeit von p bzw. py, in den Aktivititsintervallen von @ bzw. S

Betrachte [t1, t2] mit S = 0. Dort konnen hochstens 71 —1 Ungleichungen @ > 0 aktiv sein.
Es seien dies 0.E.d.A. die ersten Q = 0. Fiir die restlichen Q gilt Q > 0, also i = 0. Dann
ist nach Voraussetzung rg ((Q, Ro),u ) = r1, d.h., es gibt @& € R™ mit det((Q, Ro),a) # 0.
Dann 148t sich

a = lofosa +Afra +0Q.a +pRoya =0

eindeutig nach g und p auflésen. Mit A = < Q’ﬁA > gilt

< g‘ > — A Ylofo + M) (12)

Dann sind i und p in (¢1, t2) stetig bzw. differenzierbar, falls die rechte Seite von (12) dort
stetig bzw. differenzierbar ist.
Fiir Intervalle [ty,ty41], in denen 71 Ungleichungen ) > 0 aktiv sind, gilt Analoges fiir die

fi(t)-
(H) p(-) ist nicht fallend auf [to, T
Der Beweis wird in Kapitel 4.1 geliefert.

Spezialfall notwendiger Bedingungen
Der ins Auge gefafite Anwendungsfall erweist sich als Spezialfall des oben behandelten
allgemeinen Optimalsteuerproblems. Betrachte
(P3) I=[. fo(t,z,u)dt — min, &= f(t,z,u), S(z)>0,
S D}L[tﬁaT]a u € D%[to,T], to, T fest, h =1 (S = Ro(t,l‘,u))
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mit verschiedenen Randbedingungen:
1 x(to) = xo, x(T) =z
I x(to) frei, x(T) frei
IIT zi(to) = 0, zi(T)=xip, i=1...n1<n’
xi(t) frei, x;(T) frei, i=n1+1...n

Dann ergibt sich nach Satz 2.1 unter den dort getroffenen Vereinbarungen und Vorausset-
zungen:

Satz 2.2 (x,u) 16st (P3) mit einer Eintrittsstelle ¢; und einer Austrittsstelle ¢o. Dann
folgt
3 (107)‘(t)7p(t)) 7é 0, Vta lO > 07 AE D’rlz[tUaT]v pE D! [[t()vtl) U (t27TH y SO daf} mit

HZZOfU+)‘f+psaxf

gilt:
(1) A= —H, auf[ty,T], zwischen den Unstetigkeitsstellen von u
(ii)(viii) H,,=0, Hyup >0, [to, T
() pS=0,
(v (Sp)l'o =0, [to, 1) U (1T},
(auf [t1,to] trivialerweise erfiillt)
(vid) Ai(to) = 0, falls x;(to) frei,
(X + pS,z, )T = 0 falls x;(T) frei,
(xi), (zii) H auf [tg, T] stetig,
(z) H =0 auf [to, T], falls H,;= 0,
(x1ii) p(+) nicht fallend.
Bemerkung:

Zu (G): Wegen rg(Rp,, ) = 1 folgt: Es gibt eine regulire Teimatrix A := Rg,a € R¥!,
so daB p= —A"Y(lgfo + \f),a auf [t1,ts]. Hieraus folgen die analytischen Abhsingigkeiten
von p in Abhéngigkeit von den Eigenschaften der optimalen Steuerung wu.

2.2 Eine hinreichende Optimalitidtsbedingung

flir Optimalsteuerprobleme mit der Ordnung h = 1.

Satz 2.3 (z(-),u(:),lo,A(:), p(-)), lo = 1, X € DL[to,T], p stiickweise stetig differenzier-
bar, (z,u) zulissig erfillle mit H = fo+ Af + pRy die Bedingungen
(1) A=—H,, auf[t,,T]\E,
(2) H(t,z,u,\,p) > H(t,x,u,\, p) V zuldssigen u, Vt,
bzw. Hau (t,l‘,u,)\,p) :07 H,uu (t,x,u,/\,p) ZO?
(3) HO(t,z, )\, p) := ming H(t,z,u, A, p) konvex in x,
(4) p nicht fallend (p > 0 stiickweise).

Dann minimiert (x,u) das Integral I aus (P3).
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Beweis: Sei (Z, ) zuléssig. Dann folgt:

)

ft%(fo(t Z,0) — fo(t,z,u))dt
(H(t,
O

y H S A, p) — H(t,‘r,u,)\,p)'—/\(i—i) p(Ro(t, &, u) — Ro(t,z,u))dt
? ) HO(t, 2, )\, p) + ANZ — 2) — p(Ro(t, %, 1) — Ro(t,z,u))dt

> fy, (HO(t, 2
@ =)y,
> fto (HO (t,x )\,p)(i—x)—H,g (t,z, A\, p)(@ —x)+p(S(t,z) — S(t,x)))dt

+()\(l‘ - !L‘))|tTO — (p(S(t,z) = S(t,2)))lf,
= fto pS(t,z)dt >0,

da \(T)(5(T) — 2(T)) — A(to) (#(to) — 2(to)) = 0 und (p(S(t,7) — S(t,2)))|L, = 0 (Festrand
oder Transversalitdtsbedingung), p > 0 und S(¢,z) > 0.

3 Beispiele
3.1 Didoprobleme mit Zustandsbeschrinkungen

Betrachte eine Klasse isoperimetrischer Probleme vom Typ Dido mit beschrinktem Zu-
stand

fxilf d.%' — Inax, yeDl[_$17x1]7 f(y)>07 f602> y>0a
x1 > 0 frei, y(—x1) = y(x1) =1 >0,

J2 V1+y?de = Lo, S(y(x)) =0, S,y (y) #0.

Wihlt man fiir eine Parameterdarstellung von z und y die Bogenlidnge s als Parameter
mit der normierten Gesamtlinge Ly = 1 und als Steuerung u den Winkel der Tangente
an (z,y(x)) mit der positiven z—Achse, so erhilt man statt des Variationsproblems ein
Optimalsteuerproblem mit beschrankten Zustandsvariablen:

(PD) fl{% y)cosu(s)ds — max, (z,y) € Di[-1/2,1/2],u € D°[-1/2,1/2]
y(£1/2) =r, x(£1/2) frei
& =cosu, y=-sinu, S(y) >0,

(PD) ist vom behandelten Typ (P3) mit Randbedingungen vom Typ III.

Bemerkung: Hier, wie auch bei den folgenden speziellen Variationsproblemen sind nur
Kurven y(z) zugelassen, die schlicht iiber der z-Achse liegen. Um auch nichtschlichte
Kurvenstiicke zu erfassen, miifiten statt y(x) parametrisierte Kurven (x(t), y(t)) zugelassen
und damit ein Variationsproblem fiir Kurven in Parameterdarstellung behandelt werden.
Dies erfolgte aber beim Ubergang zu (PD). Damit ist der Ubergang vom Variationsproblem
zum Problem (PD) gleichzeitig eine Erweiterung der Klasse der zulédssigen Kurven.

Ordnung des Problems
Die Ordnung des Problems ist h = 1:

S(y) >0, §=8,,9=_5,sinu=Ry, rg(Ron) =1, fiir u ig.
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Notwendige Optimalitéitsbedingungen:
(z,y,u) 16st (PD).
Dann folgt: es gibt (lp, A1, A2, p) # 0V, lo >0, \; € D'[—1/2,1/2], so daB8 mit

H = —lof(y) cos u + Aicos u + Agsin u + pS,, sin u
= (—lof(y) + AM)cosu + (A2 + pS,y )sin u
gilt:
A =0 in [-1/2,1/2]\ E,
A2 =lof,ycosu in [-1/2,1/2]\ E,

H,, = (lof(y) —A\1)sin u+ (A2 — pS,y)cos u = 0 in [-1/2,1/2],
pS =0, p nicht fallend

H=c in [—1/2,1/2],
H,uuzo

Aus H = —H,,, folgt ¢ <0. Die Gleichungen H,, = 0 und H = ¢ lassen sich nach A; und
Ao auflosen:

A1 =ccos u+lof(y) (13)
A2 +pS,y = csin u.
Hieraus ergibt sich wegen A; = 0 und A;(+1/2) = 0 (TB) ein
Erhaltungssatz
ccos u(s) = —lof(y(s))Vs. (14)

Aus (14) 148t sich also ein erstes Integral fiir die Extremalen bestimmen.

Fiir den Multiplikator p ergibt sich aus Eulergleichungen, Transversalitéitsbedigungen und
Schlupfbedingung fiir den

Fall 1

S(y(s)) >0Vs € [—1/2,1/2]: p(s) =0, fiir den

Fall 2

S(y(s)) =0in [t1,t2] S(y(s)) > 0 sonst:

p=0in[-1/2,t1), pS,y +A2 = 0 in (t1,t2) und p = const. in [to,1/2] und fiir den

Fall 3

Randberiihrung in einem Punkt, ; = ¢5 :

s € [-1/2,t1) + S(y(s)) >0, p=0und s € (t1,1/2] : S(y(s)) > 0, p = ¢, sowie
S(y(t1)) =0

Normalitdit

Annahme: [y = 0. Da A\; = 0 ist, folgt fiir u(s) # £7/2 aus H,, = 0 Ay + pS,y = 0. Dies
gilt insbesondere fiir s = —1/2, wo p(—1/2) = 0 gilt. Dann verschwindet (ly, A1, A2, p) in
s = —1/2 im Widerspruch zur Multiplikatorenregel. Es muf also lp = 1 sein.

Winkel
Wegen ¢ < 0 und lp = 1 folgt aus (14) ¢ < 0, also —7/2 < u(s) < 7/2.
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Stetigkeit von u

Fall 1: Wegen p = 0 folgt nach (13) u € C°[-1/2,1/2].

Fall 2: In [-1/2,1/2] \ (¢1,t2) ist u nach (13) stetig. Auf (¢1,t2) ist uw = 0. Somit ist u auf
[—1/2,1/2]\ {t1,t2} stetig. Fiir die Verbindungsstellen ergibt sich die Stetigkeit von u aus
den notwendigen Bedingungen (13) und (14): Da cosu V s stetig ist, ergibt sich v~ = u™

oder u~ = —u™ Vs. Insbesondere ist T = 0in t; und v~ = 0 in t5. Es folgt u™ = u™ =0
in t; und in t9 .
Fall 3: tl = t2

Falls u™ = ™~ ist, folgt u™ = v~ = 0. Fiir u™ = —u~ folgt nach (13)
Ao(t1) = csinu™ = —esinu® = —Xa(t1) — (pS,y )"

also 2X9(t1) = —(pS,y ) ™.

Der Multiplikator p muf nichtfallend sein. Deshalb gilt int; p~ =0 < p™.

Fiir p* = 0 folgt A2(t2) = 0 und nach (13) ut =u™ =0.

Fiir p™ > 0 sind zwei Félle moglich:

1. S,y (y(s)) < 0Vs. Dann folgt (pS,, )" < 0 und damit Aa(t1) > 0, sowie (pS,, )" +
Aa(t1) = —X2(t1) < 0. Nach (13) ergibt sich csinu™ < 0, sinut > 0, also u™ >0, u™ <0
im Widerspruch zur einpunktigen Beriihrung von unten : In ¢; mufl y~ =sinuw™ > 0 und
gy =sinut <0 sein.

2. S,y (y(s)) > 0 Vs fithrt analog auf vt < 0 und v~ > 0 im Widerspruch zu y~ < 0 und
gt > 0.

Also kann u™ = —u~ # 0 nicht eintreten. Die Extremale beriihrt den Rand tangential.
Falls die Extremale die Randmannigfaltigkeit S(y) = 0 berihrt (Fall 3) oder ein Kur-
venstiick der Extremale auf dieser Mannigfaltigkeit liegt (Fall 2), muf die Einmindung
tangential erfolgen.

Differenzierbarkeit
Da nun sogar u € C°[—1/2,1/2], folgt § = sinu € C, also y € C*. Aus (14) folgt dann,
mit u(s) € (—%,3), u = arccos(—1f(y)) € C, falls u # 0. Daraus ergibt sich weiter

y € C? und u € C?, falls u # 0. Iterativ folgt
u € C'—1/2,1/2) N C>([-1/2,1/2]\ {t1,t2}).

Krimmung '
Nach (13) folgt Ay = —csin u@ + f,, sin u = 0. Fiir u # 0 erhélt man die Differentialglei-
chung

[y

= (15)

Damit héngt die Kriimmung % der Kurve (z(s),y(s)) nur vom Vorzeichen von f,, ab.

Falls f,, (y(s)) > 0 ist, wird u(s) < 0; die Extremale ist rechtswendig.
Fiir Randstiicke ist w = 0 und @ = 0.
Damit kann die Extremale nach Verlassen der Randmannigfaltigkeit nicht wieder auf dem

18



Rand aufsetzen. Es gibt hochstens ein Paar von Verbindungsstellen oder einen Beriihrungs-
punkt.

Falls f,, (y) nicht vorzeichenstabil ist, kénnen eventuell mehr als zwei Verbindungsstellen
auftreten.

Systemgleichungen
AuBlerhalb der Aktivitétsintervalle von S(y) > 0, z.B. in [~1/2,¢;) muf} also eine Extre-
male dem System

T =cosu
Yy =sinu
u = %fay (y)

geniigen. Die zugehorigen Randbedingungen ergeben sich aus den Randbedingungen fiir
y und den entsprechenden Ubergangsbedingungen in #;.

Symmetrie
Sei (y,u) Losung von ¢ = sinu, o= %f,y (y) auf (=7, —72), 7 > 0.
Beh.: Mit z(t) := y(—t), wv(t) := —u(—t) W6st (z,v) die Differentialgleichungen z =

sinv, v = %f,y (z) auf (71, 72).
Beweis: Nachrechnen.

Folgerung: Die Extremale (x,y) ist symmetrisch beziiglich x = 0. Fiir die Verbindungsstel-
len ist t1 = —tg, ein Berihrungspunkt kann nur mit t1 = t9 = 0 bet x = 0 auftreten.

Bemerkung: Die Symmetrie ist niitzlich fiir die Integration der Differentialgleichungen der
Extremalen, die auf das s—Intervall [—%, 0] beschrénkt werden kann.

3.2 Didoprobleme im R?

Als erste Anwendung der Ergebnisse des Abschnitts 3.1 betrachten wir zwei Varianten
des klassischen Problems der Dido. In der bekannten anschaulichen Fassung ist in der
ersten Variante der Abstand der Randpunkte der Begrenzungslinie vom Ufer vorgegeben
(r > 0), in der zweiten sind die Randpunkte iiberhaupt vorgegeben. In beiden Féllen ist
dariiber hinaus die Landnahme auf das Innere eines uferparallelen Streifens der Breite
R > 0 beschrankt.

3.2.1 Variationsproblem (isoperimetrisches Problem, freier Rand)

Die erste Variante des klassischen Didoproblems im R?:

ff;l y(z)dr — max, y € D'z, 2],
x1 > 0 frei, y(—x1) = y(z1) =1 > 0,
0<y(x) <R, R>r,

ff;l V1+y2dz = 1.

(Klassisch: 7 =0, R = +00.)
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Der Ubergang zum Optimalsteuerproblem nach Lagrange mit beschrinkten Zustandsva-
riablen erfolgt nach den Angaben des Abschnitts 3.1:

(P4) fiﬁzy(s) cosu(s)ds — max, (x,y) € D%[—l/Q, 1/2], ue D°[-1/2,1/2],
y(£1/2) =r, x(£1/2) frei,
T = cosu, Y =sinu,
y(s) <R, 0<r<R.

(P4)ist vom behandelten Typ (P3) mit Randbedingungen vom Typ III. Die Ordnung des
Problems ist h = 1:
S(y)=R—-y>0, S=—sinu= Ry, rg(Ro,,) =1 fiir u # 7.

Notwendige Optimalitédtsbedingungen:

Sie folgen sofort aus denen in Abschnitt 3.1 unter der Spezialisierung

fly)=y, Sly)=R~-y.

Die zugehorige Auswertung bringt die folgenden Aussagen.

1) Die Extremale ist spiegelsymmetrisch beziiglich x = 0. Sie ist eine rechtswendige Kurve
(da f,y(y) = 1 > 0) oder besteht aus zwei rechtswendigen Kurvenstiicken und einem
Geradenstiick (y = R).

2) Die Extremale geniigt den Differentialgleichungen

(a) & =cosu, §=sinu, =1, s€[-1/2,1/2]\ [t1,ta],

c?

(b) =1, y=0, uw=0, SE(tl,tQ).

Fiir hinreichend grofie R ist (t1,t2) = 0.
3) Nach dem Erhaltungssatz, ccosu = —y, ist mit o := u(—1/2)

—c=r/cosa, sowie —c=y(t) falls 3t; <0, bazw. — ¢ = y(0), falls ~3¢;.
Bei geniigend kleinem R (Randkontakt, ¢; < 0) ist somit

r
cosay = — < 1.
R

In diesem Fall gehoren zu den Differentialgleichungen (a) die Randbedingungen
y(=1/2) =r, u(—-1/2) =1, x(t;) =t1, y(t1) =R, u(t1) =0,
und es folgt als Losung auf dem Intervall [—1/2,¢;]

u(s) = —g(s — t1),
x(s) = Rsin(%(s — t1)) + t1, y(s) = Reos(x(s — t1)).

Daraus ergibt sich die Kreisgleichung

(x — t1)2 + y2 = R?,
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0/50,40.30,20,1 0
Abbildung 1: Form (linke Hilfte), r=.25, R=.4

die entsprechenden geometrischen Verhéltnisse sind in Abbildung 1 skizziert.
Die Bogenlénge des linken Extremalenstiicks ist 1/2 = Ra — t1, somit folgt

t1 = Rarccos(%) —1/2, =1 =1/2— Rarccos(%) +VR?—1r2.

4) Fiir t; = 0 (einpunktiger Kontakt) geniigt R der Gleichung

,
2R —)=1
arccos(R)

Die Losung 7 — R(r) ist in Abbildung 2 skizziert. Ist R > R(r), dann tritt kein Kontakt

0 02040608 1
Abbildung 2: Unrestringierter Radius R iiber r

auf.

3.2.2 Variationsproblem (isoperimetrisches Problem, Festrand)

Die zweite Variante des klassischen Didoproblems im R?:
[*, y(x)dx — max, y€ D'[—a,a], 0 <a<1/2,

y(—a) =y(a) =7 >0,
0<y(x) <R, R>r,

4 V14 y%de = 1.
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Das zugehorige Optimalsteuerproblem nach Lagrange mit beschrankten Zustandsvariablen

(P5)  [117,u(s) cosu(s)ds — max, (x,y) € D3[~1/2,1/2], ue D°[~1/2,1/2],
x(£1/2)=+ta, y(£1/2) =r,
T =cosu, Y =sinu,
y(s) <R, 0<r<R.

unterscheidet sich vom Problem (P4) nur durch die festen Randwerte von z. Damit kénnen
alle notwendigen Optimalitdtsbedingungen von (P4) iibernommen werden mit Ausnahme
der Transversalitéitsbedingungen A;(£1/2) = 0. Dann bleibt mit A\; = H,, = 0 nur A\; =
const =: d, und der Erhaltungssatz enthilt jetzt zwei Konstanten:

ccosu+y =d.

Damit ist auch die Beschrénkung v € (—7%, %) nicht mehr zwingend. Bei hinreichend
grofem R (kein Kontakt) ist u(0) = 0, y(0) =: yo < R, im Kontaktfall ist u(0) =0, yo =
R. In beiden Féllen folgt aus dem Erhaltungssatz

yo=d—c<R.
Mit s = —1/2 folgt
ccosa+r =d.

Daraus resultiert ¢(1 — cosa) = r — yo < 0, somit ¢ < 0 und 1 — cosar > 0, also o > 0,
sowie yp —d = —c >0, also d < yg < R.

Die weitere Auswertung der Optimalitdtsbedingungen bringt die folgenden Aussagen.
1) Die Extremale ist spiegelsymmetrisch beziiglich x = 0. Sie ist eine rechtswendige Kurve
(da ¢ < 0) oder besteht aus zwei rechtswendigen Kurvenstiicken und einem Geradenstiick
(y =R).
2) Die Extremale geniigt den Differentialgleichungen

(a) & =cosu, §=sinu, u=1, s¢c[-1/2,1/2]\ [t1,t2],

c?

(b) &=1, §=0, a=0, s € (t1, ta).

Fiir hinreichend grofie R ist (t1,t2) = 0.
3) Im Kontaktfall (¢; < 0) gehoren zu den Differentialgleichungen (a) die Randbedingun-
gen

x(—=1/2) = —a, y(—-1/2)=r, u(-1/2) =: «a,
z(t1) =t1, y(t1) =yo =R, u(t1)=0.

Bei groem R (kein Kontakt) ist formal ¢t; = 0 zu setzen. Es folgt als Losung auf dem
Intervall [—1/2, ]

u(s) = ¢(s — t1),
z(s) = csin(L(s — 1)) +t1, y(s) = —ccos(2(s —t1)) +d.
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Daraus ergibt sich die Kreisgleichung

(x —t1)” + (y — d)* = (yo — d)*.

4) Ausr —d = —ccosa = (yo — d) cosa > —(yp — d) ergibt sich die Abschitzung
d<(yo+r)/2<(r+R)/2.

Esist d <rgdw.cosa >0,dh.,0<a < §,esistr <dgdw.cosa <0,dh., 5 <a< 37”
Esist d = r fiir « = § und d = (yo +r)/2 bei a = w. Damit sind die (linken) Kreisbogen
bis auf ihren Radius und ihren Mittelpunkt beschrieben.

5) (Auswertung der Geometrie links.) Mit s = —1/2 ist #(—1/2) = —a = csina + 1y,
die Bogenlénge links ist 1/2 = —t; — co, somit gilt 1/2 — a = ¢(sina — ). AuBlerdem ist
ccosa=d—r. Mit ¢ = d — yq folgt

a —sino

(R—r) =1/2 —a, falls yo = R (Kontakt)

1—cosa
als eine Gleichung zur Bestimmung von a(r, R, a). Danach kénnen

— 1
d:m und t; =—-+ (R—r) a

1—cosa 2 1 —cosa

berechnet werden.
Im Fall yo < R (kein Kontakt) ist formal ¢; = 0. Dann folgen nacheinander Gleichungen
zur Bestimmung von «, d, yo:

sina — 2aa = 0,
—p_ 1
d=r 2ozlcosoz,
Yo =71+ 55(1 — cosa).

Verschiedene Formen werden in den Abbildungen 3 und 4 angegeben.

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0

Abbildung 3: Form (linke Halfte), r=.25, R=.45, a Parameter
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-0,5-0,4-0,3-0,2-0,1 0

(

b

-0,5-0,4-0,3-0,2-0,1 0

(a) r=a=.25, (b) r=.1, a=0

Abbildung 4: Form (linke Hilfte), r,a fix, R Parameter

3.3 Ein Problem vom Typ Dido im R?

In Vorbereitung der Behandlung einer Klasse von Aufgaben der Kontinuumsmechanik
werden im Folgenden spezielle isoperimetrische Probleme gelost. Gesucht sind, unter ver-
schiedenen Randbedingungen, Rotationskorper (beziiglich der x-Achse) mit maximalem
Volumen, deren Meridiane feste Bogenlidnge 1 besitzen, und deren Radien y(s) der Unglei-
chung r < y(s) < R geniigen.

Diese Problematik basiert auf Untersuchungen in [11]. Dort wurden mechanische Bau-
elemente betrachtet, die unverformt kreiszylindrische Gestalt besitzen. Die Mantelfldche
ist eine Haut, die in Langsrichtung undehnbar und in Umfangsrichtung elastisch dehn-
bar ist, die Deckflachen sind starre Kreisscheiben. Bei quasistatischer Fiillung mit einem
Fluid verformt sich das Bauelement zu einem Rotationskorper, dessen Gestalt vom inne-
ren Druck p abhéngt. Solche Bauelemente kénnen als Segmente biologischer oder kiinstli-
cher Wiirmer oder als Bestandteile kiinstlicher Muskeln angesehen werden. Im Grenzfall
p — oo entsteht ein Rotationskorper maximalen Volumens. Die beschreibenden Differenti-
algleichungen wurden a.a.O. mittels lokaler Gleichgewichtsuntersuchungen hergeleitet und
numerisch ausgewertet.

In der Folge soll zunéchst das Problem maximalen Volumens neu betrachtet werden: nicht
als Grenzfall statischer Probleme, sondern unmittelbar als Optimalsteuerproblem und au-
Berdem unter den oben erwihnten Restriktionen fiir die Radien. Der praktische Hinter-
grund ist somit die Frage nach dem maximalen Volumen eines Wurmsegmentes, das im
Inneren eines starren Rohres vom Radius R liegt. Die Ergebnisse sind Vorbereitungen auf
die Untersuchung von Fiillprozessen solcher Segmente innerhalb starrer oder dehnbarer
Rohre in nachfolgenden Arbeiten.
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3.3.1 Maximales Volumen eines Rotationskérpers, freier Rand

Betrachtet wird

Wff}m y*(r)dr — max, y € D'[—z1, 1],
x1 >0 frei, y(+x) =r > 0,
0<y(x) <R, R>0,

[ VLT Y@ Pda 1.

Der Ubergang von diesem Variationsproblem zum Optimalsteuerproblem erfolgt nach den
Regeln in Abschnitt 3.1. Man erhélt

1
(P6) ff% y%(s) cosu(s)ds — max, (x,y) € D%[—%, %], u € DO[—%, %],
x(£3) frei, y(£3) =r,
T = cosu, Y =sinu,
0<y(s) <R, 0<r<R.

Die Ordnung des Problems ist wieder h = 1 und Ry = —sin u.
Notwendige Optimalitédtsbedingungen

Sie folgen aus denen in Abschnitt 3.1 unter der Spezialisierung

fy)=v* S(z,y)=R—y.

Die Extremalen beschreiben hier den Standardmeridian der Rotationsfliche. Aus den Op-
timalitdtsbedingungen ergeben sich die folgenden Aussagen.

1) Die Extremale ist spiegelsymmetrisch beziiglich 2z = 0. Sie ist eine rechtswendige Kur-
ve (da ¢ <0, f,;(y) =y > 0) oder besteht aus zwei rechtswendigen Kurvenstiicken und
einem Geradenstiick (y = R).

2) Die Extremale geniigt den Differentialgleichungen

(a)
(b)

Fiir hinreichend grofie R ist (t1,t2) = 0.

3) Nach dem Erhaltungssatz, ccosu = —y?, und mit o := u(—3) ist —c = r?/ cos o, wie
auch —c = y%(t1), falls 3t; <0, bzw. —c = 32(0), falls ~3t.

Bei geniigend kleinem R (Randkontakt, ¢; < 0) ist y(t1) = y(0) = R, bei groen R ist
y(0) < R, in jedem Fall ist mit y(0) =: yo

T =cosu, y=sinu, u:%y, SG[—%,%]\[tl,tQ],
i=1, §=0, 0=0, s € (t1, ba).

2 g 2
— <cosa = —
R2 — v}
und
2
s

cosu(s) = Y (2) Vs,

Yo
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T =cosu, Y =sinu, u:-%
Y3 =r u-}) =
z(t1) = t1, y(t1) =t vo, u(t1)

Im Kontaktfall ist ¢; <0, yo = R, a = arccos(;; ); (Vergleich mit dem Didoproblem im
R? : im Kontaktfall ist dort o = arccos(%)). Ist t1 < 0, dann ist die Losung bis s = 0 mit
r=s, y= R, u=0 fortzusetzen.

Fiir jedes hinreichend grofe R (kein Kontakt) ist formal ¢t; = 0, und yo und « hingen
nicht von R ab.

5)Auswertung und Simulationen

Zur Integration der Differentialgleichungen betrachten wir zunéchst den Fall ¢; < 0. Dann
ist

r2

R2 )

Die Transformation

o = arccos(—5

y = Rn
ergibt n = % sinu = %\/ 1 — cos? u und schlieBlich

3

n=%v1-n% n(-31)=
95—777 (tl)_tl-

t1 bestimmt sich durch die Forderung
n(tl - O) =1.

Mit bekanntem ¢y ist dann die Bestimmung von x eine Quadratur, das ganze Problem
ist auf eine Randwertaufgabe fiir n reduziert, die sich ebenfalls durch Quadraturen 16sen
lasst. Wir verwenden die elliptischen Integrale 1. und 2. Art,

A1 — 22
F(z, k) / dt, E(z k) / LK1 ¢,
Vl—ﬁv1—k22 V1=t

die auf dem Computer leicht handhabbar sind, und setzen

1
VI—

V14 t2
V1—1¢2

F(z):=F(z,i) = /OZ dt, £(z) = E(z,i) = /0 dt.
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Die Losung der ersten Differentialgleichung wird dann durch

D=5+ ne s ]

R(F () - F( S neln

-
R
gegeben.

Mit n = 1 folgt daraus sofort der Punkt ¢, fiir den u(t1) = 0 und y(¢1) = R ist. Also ist

t= =3 + ROF() = F(3).

Mit to = —t; ergibt sich die Linge des Kontaktintervalls
lo=1-2R(F(1) - ]—“(%)).

Aus der Gleichung

berechnet sich der Rohrradius R(r), bei dem einpunktiger Kontakt Meridian-Rohr auf-
tritt, fiir R > R(r) tritt kein Kontakt auf. R(r) ist damit der Radius des Aquators bei
maximalem Volumen ohne Restriktion. Damit gilt

[ R, falls R < R(r) a= arccos(ﬁ)
WZ\R(), fallsR>R(r) * 7 Y

Die Extremale (Standardmeridian) berechnet sich aus

dx n? ( V1+n? 1 !

- =Y =% -

dr 1—n! Vi 1=
mittels Integration | 177 ...dn. Die komplette Parameterdarstellung des Meridians (linke Half-
te, s € [~1,0]) ist dann

1) =~ -anleln) ~E0) - F) +2F0 -FER Y gy
y(n) = yon , v

s k< Ry 0= IEREO AR Y

Bemerkung: Dass hier = y/R fiir den Extremalenabschnitt s € [—1,¢;) als Kurvenpara-
meter verwendet werden kann, ist durch die strenge Monotonie y(-) TZgewshrleistet.

Das mazimale Volumen V = 2m(—t1R? + fjll y? cosuds) berechnet sich mit cosuds =
2

1
g—f]dn = Rn*(1 —n*)"2dn als
V(r,R) = 7R? + 2 R3{ (L o(F (%))}, r< R<R(r).
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Der Inhalt der Mantelfiiche bei maximalem Volumen ist & = 27 fj yds = 47r[ff1 yds —

1
2

(SN

Rt1]. Mit ds = Mdn berechnet sich das Integral in der Form [ H Mdn, und es folgt

r? r _
S(r,R) = 2%R{Rarccos(ﬁ) +1—-2R(F(1) — f(ﬁ))}’ r < R < R(r).

Fiir alle R > R(r) ist
2
S(r,R) = S(r,R(r)) = 2w R3(r) arccos(%).

Bemerkung: Alle lingendimensionierten Groéfien sind in den Rechnungen mit der Meridi-
anldnge Lo normiert (Lo als Léngeneinheit).Bei Meridianlénge Ly # 1 sind s, z, und y
mit Lo zu multiplizieren, V erhilt den Faktor L, S den Faktor Lg.

Die Diagramme in den folgenden Figuren ergeben sich unmittelbar aus den vorangegange-
nen Formeln mittels Maple 7. (In [11] hingegen wurden alle Graphiken durch numerische
Integration der Randwertprobleme gewonnen.)

Die drei Abbildungen 5 - 6 zeigen, in Abhéngigkeit von r, den maximalen (ohne Restrikti-
on) Radius R(r) und die zugehérigen Volumina V(r, R(r)) und Inhalte der Mantelfliichen,
S(r,R(r)). Fiir die Funktion r — R(r) ist

J, 41

Abbildung 5: Unrestringierter Radius R iiber r

r — 382210 + .745230r + .060065r2 + .0050357>

eine brauchbare L?-Approximation mit einem relativen Fehler < .42% im Bereich r €
[0, 1.5].

Fiir Radien r = 0,.25,.5,.75 sind in den folgenden Figuren (Abbildungen 7 und 8) die Vo-
lumina V(r, R), Mantelflicheninhalte S(r, R) und Kontaktlingen l.(r, R) in Abhéngigkeit
von R € (0, R(r)) dargestellt. Schliellich werden noch die Formen (Léngsschnitt, obere
Halfte) der Segmente mit Radien r = .025 und r = .25 unter verschiedenen Restriktionen

(R=r+k(R(r)—r)/4, k = 1..4) angegeben. Die zugehorigen Werte der Volumina und
Flécheninhalte sind vermerkt (Abbildung 9).
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(a) Volumen bei R = R(r) iiber r (b) Inhalt der Mantelfléiche bei R =
R(r) iiber r

Abbildung 6: Volumina und Mantelflicheninhalte

Abbildung 7: Maximales Volumen {iber R = r...R(r) fiir r = 0,.25,.5,.75

3.3.1 Maximales Volumen eines Rotationskorpers, Festrand

Betrachtet wird

™ [, y*(x)dr — max, y€ D'[~a,a], 0<a<1/2

y(—a) =y(a) =r >0,
0<y(z) <R, R>r,

Jea Ty (2)2de = 1,
und das entsprechende Optimalsteuerproblem
(P7) f_IﬁQ y%(s) cosu(s)ds — max, (x,y) € D} [—%, %], u € DO[—%, %],
r(£3) = +a, y(Ei)=r,

T =cosu, Yy =sinu,
0<y(s) <R, 0<r<R.

In den Optimalitdtsbedingungen ist der einzige aber wesentliche Unterschied zum Problem
(P6) das Fehlen der Transversalitétsbedingung A1(—3) = 0. Dies fiihrt zu A(s) = d € R
und damit zu einem Erhaltungssatz mit zwei Konstanten,

d = ccosu + y>.
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(a) Inhalt der Mantelfliche bei
maximalem Volumen iiber R =
r..R(r) fiir r =0,.25,.5,.75
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(b) Kontaktlinge bei maximalem
Volumen iiber R = r...R(r) fiir r =

0..25,.5,.75

Abbildung 8: Mantelflicheninhalte und Kontaktlédngen

0, 43 o~
0, 3; AN
0,24 /7[ N
0.1 7f] 0
-0,4-0,2 0 0,2 0,4
(a) Form fir r = .025 und
verschiedene R (Volumina =

2e72, .37e7t, .96e7t, 152, .178, Flichen
=.157, .687, 1.101, 1.398, 1.579)

0, 53

0, 4

0, 3]

0, 2;

0, 1§

-0,4-0,2 0 0,20,4

(b) Form fiir r = 25 und
verschiedene R (Volumina

= .196, .311, .411, .484, .512, Flichen
= 1.571, 2.016, 2.376, 2.652, 2.843)

Abbildung 9: Formen (Léngsschnitt, obere Hilfte)

Dies hat zur Folge, dass cosu nicht mehr vorzeichenstabil ist, fiir die Steuerung u sind
Werte in [0,37/2) zuldssig (vergleiche dazu auch die Ergebnisse in 3.2.2). Dann braucht
zufolge y = sinw aber y(-) nicht mehr monoton zu sein, und 7 = y/R kann nicht mehr
unbedenklich als Kurvenparameter fiir die Extremalen verwendet werden. Monoton bleibt
wegen der Differentialgleichung 4 = 2y/c die Funktion u(-), und die Durcharbeitung kann

mit Hilfe von u als Kurvenparameter erfolgen.

Die Auswertung wird hier nicht vorgenommen, sondern auf ein nachfolgendes Paper ver-

schoben.
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4 Problemerweiterungen: Optimalsteuerprobleme mit Innen-
bedingungen

4.1 Optimalsteuerprobleme bei Vorgabe von Werten fiir die Zustands-
variable im Innern des Zeitintervalls

Untersuche das Optimalsteuerproblem (1) - (5) mit zusétzlichen Innenbedingungen
T (to) = @iy, to fest, to <ty <T, ig=1...n9, 1 <ng<n (5%)

Im Folgenden soll es 0.E.d.A. nur ein ¢, =: ¢ geben.

Eine solche Aufgabenstellung liegt z.B. fiir die betrachteten und fiir die noch zu behan-
delnden Probleme (tg = —1/2, T = 1/2, % = 0, 2(0) = 0) vor, falls man gewisse Symme-
trieeigenschaften der zulissigen Elemente beschreiben will.

Die notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir diese eingeschriankte Klasse zuléssiger Ele-
mente ergeben sich leicht nach Sektion 2, falls man 6 = 0, éx;,(f) = 0 und damit
Az;,(t) = 0 fiir zuliissige Variationen beriicksichtigt. Da dann in den Variationsgleichun-
gen die entsprechenden Variationsfaktoren nicht mehr beliebig sind, folgt deshalb in ¢ die
Stetigkeit der Multiplikatoren \A;,(-) bzw. der Hamiltonfunktion H(-) nicht notwendig. Die
Eulergleichungen sind nur noch in [tg, ) und (£, 7] notwendig.

Satz 4.1 (z,u) auf [ty,T] 16st das Bolzaproblem (1) - (5) unter der Zusatzrestriktion (5*)
unter den in Sektion 2 formulierten Voraussetzungen. Die Ausnahmemenge F wird durch
E := EU{f} und die Ausnahmemenge B durch B := B U {#} ersetzt. Dann folgt:

3 Multiplikatorenvektor (lo, 1, A(+), u(+), p(+)) # 0 ¥Vt mit lp > 0,1 € RY, A € D}[to.t] und
A€ DLt T), p € DY Jto, T), p € DVtg, T], so daB die notwendigen Bedingungen (i) -
(viii), (x) - (xiv) auf E bzw. B gelten. Bedingung (ix) wird durch

H(-,2(),u(-),A(), p()) € Difto,I] und € D}[E,T]

ersetzt.

Bemerkung: Falls es mehrere t, gibt, ist dort analog zu verfahren.

4.2 Optimalsteuerprobleme mit unstetigem Integranden im Zielfunktio-
nal

Fiir die spatere Behandlung weiterer applikativer Problemklassen sind notwendige Be-
dingungen fiir Extremalprobleme gesucht, bei denen der Integrand des Zielfunktionals in
einem variablen Innenpunkt ¢ (der durch eine Schaltfunktion S determiniert wird) seine
Struktur dndert. Klassische Probleme dieser Art sind der Start und der Flug von Unter-
wasserraketen und ihr Verhalten beim Ubergang vom Wasser in die Luft, sowie der Weg
eines Lichtstrahls, der Medien mit verschiedenen Brechungsindices durchlauft.
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4.2.1 Variationsprobleme

Untersuche das Variationsproblem

J(w) = [T folt,w, ) dt — min,
w € DL[to, T}, (PVI)
w(ty) fest, w(T) frei, to,T fest

Sei S: [to,T] x R* = R™, m <n, S(-,-) € C*, rg(S,tw)) =m (mazx) und

filt,w(t),w(t) auf I = {t: S(t,w(t)) < 0}
folt,w(t), w(t)) := 4 fa(t,w(t),w(t)) auf Iy ={t: S(t,w(t)) >0},
f3(t,w(t), () auf Iy = {t : S(t, w(t)) = 0}

fie 02(11 X RQn), fo € CZ(IQ X RQn), fs € 02(13 X RQH),

Annahmen:

1. Es gibt genau eine Durchgangsstelle ¢ : sgnS(t — €, w(t — €)) # sgnS(t + ¢, w(t + ¢)),
mit sgnS~ # 0, sgnST # 0. Falls es mehrere (endlich viele!) # gibt, ist dort sinngemif zu
verfahren.

2. Knickpunkte der Extremalen w(-) sollen héchstens in ¢ auftreten. Falls es weitere Knick-
punkte in tg € [to, T] gibt, sind dort die klassischen Knickbedingungen anzusetzen.

Zuldssige Vergleichskurvenscharen und zuldssige Variationen

Betrachte zu einem zuléissigen (spéter optimalen) w = w(t) in [to, 7] mit S(t,w(t)) = 0
bzw. in Parameterdarstellung

t:’r . _ —
E::{ w=w(r) T € [r0,77) ;=1 mit T =¢, 10 =tg, 77 =T

eine Vergleichskurvenschar

_f t=T7+bdt(r)
b '_{ w=w(r) + bow(r) © T €07l bEUO) CR

mit 6t(-) € DY(I), dw(-) € DL(I), 6t(m0) =0, dw(7y) = 0 und

S|” = S(F + b6t(7), w(T) + bdw(7)) = 0 Vb.
Hieraus ergibt sich eine Bedingung fiir zuléssige Variationen in 7

S, (T,w(T))0t(T) + Sy (T, w(T))0w(T) = 0. (16)
Die Variationen dt, dw in 7 = 7 sind also nicht unabhéngig.

Die Schar Ej ist zuldssig: Wegen % = 140b6t'(1) # 0 fiir b € U(0) existiert 7 = 7(¢,b).
Dann folgt fiir w(t, b) := w(7(t, b)) : w(-,b) € DL, w(to,b) = w(ty,0) = w(ty) Vb, w(t,-) €
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C', also die Zulissigkeit.

Variation des Zielfunktionals iiber [to, t]
Fiir das Teilfunktional Jy := J|y, 71 148t sich die Variation §.J; aus

w' (1) + bow' (1)
1+ bot(7)

J1(wp) = /? f1 <T + bot(1), w(T) + bdw(T),

0

) (1+ 066t (7))dr
berechnen:
0J1 = /T (f1t (DIE(T) + frow ()0w(T) + frow () (6w’ (T) —w'(1)6¢' (7)) + f1(-)dt' (7)) dr

bzw. nach partieller Integration

01 = J7 (((Fre () = (A() =i fow () 8(T) + (frow () = (froa (-)))) Sw(r)) dr
+f1y0 [T700w(F) + (f1 — W f1y0 [T00t(7).

Fiir Jp := J|) ergibt sich §J; analog.

Auswertung

Fiir extremale Elemente ist .J = §.J; 4+ dJ2 = 0 eine notwendige Optimalitéitsbedingung.
Fine standardmiflige Auswertung dieser Bedingung unter Verwendung des Fundamental-
lemmas der Variationsrechnung liefert die bekannten Eulergleichungen und den Energie-
satz jeweils in den Intervallen Iy = [to,t) und I = (¢, 7] :

d

fka’u}_%fknb:ov m Iku k:172 (17)
d . .

fk:at_%(fk_wfkaw):() m Ik‘a k:172 (18)

Da w(T) frei, also dw(7r) beliebig ist, ergibt sich die klassische Transversalitétsbedingung
fg,w |T = 0. Es bleibt

((fl —wf1u)[0 = (fo —wfz,w)\ﬂo)) ot(T)

t [ 19
+ (fl,u'; "0 — fouw ]HO) dw(t) = 0 (19)

Y (6t(7), 6w(7)) mit
Syt |T6t(7) + S |7 Sw(F) = 0. 20)

(20) ist ein homogenes Gleichungssystem fiir die (6¢,dw)|” € R, dessen Koeffizienten-
matrix (S,; S, )|" maximalen Rang m hat. Damit sind m Komponenten von (dt, dw)|”
von den restlichem (1 + n — m) abhéngig.

Beriicksichtigt man diese Abhéngigkeit bei der Auswertung von (19), ergeben sich 1+n—m
Knickbedingungen in .
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Satz 4.2 (notwendige Optimalitdtsbedingung)
w(t) in [to, T] mit einer Durchgangsstelle ¢ 16st das Variationsproblem (PVT). Dann folgt

(i) frw—2fi5=0 auf I
f2,w—%f2,w=0 auflg,
(i) frw (w(e),w(:)) auf I; und
foyi (Hw(-),0(+)) auf I sind stetig,
(@i)  (fr —wfrw)() ist auf I; und
(f2 = f2.u )(+) ist auf I stetig,
(iv) flat_%(fl_wflm'}):o auf I
f27t_%(f2_wf27w) =0 auf Iy

(v)  fow|" =0,
(i) |(Fr = tfro0)0 = (2 = tofons )] O
+ {fmb 0 — fou |{+0] dw(t) =0
YV (0L, 0w(t)) mit Sy |* 6t + S, | dw(t) = 0.
Diskussionen und Bemerkungen:

1. Falls es Knickstellen t3 von w aufierhalb von ¢ gibt, gelten (i) und (iv) jeweils zwischen
diesen Knickstellen.

2. Fiir Schaltfunktionen der Form S(w) := R(z) —y, w := (z,y), n =2, m = 1, fiir die
die Rangbedingung fiir den Gradienten von S trivialerweise erfiillt ist, miissen zuléssige
Variationen in der Durchgangsstelle ¢ der Gleichung

5y() = — R ((D))62(?)

geniigen. Nach (19) und (20) ergeben sich (Knickbedingungen)
(F1 = @fri =if1g)[70 = (fo = @ oz =92 )|

und

(fisi + 1o (RO = (fars +fary (—R))[THO.

3. Fiir Schaltfunktionen der Form S(t,w) := w — g(t), n = 1, S(t,w(t)) = 0, dw = ot
ergeben sich die Knickbedingungen

(f1 = W1 +9 10 )0 = (f2 — W fori +G.f200 )| T0| 0t(E) = 0
also

(f1 = frow (0 = )0 = (fo — faww (0 — ).
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4. Falls es mehrere Durchgangsstellen ¢ gibt, gelten die notwendigen Bedingungen des Sat-
zes sinngemif, unter Beachtung der Form des Integranden in t — e und t +¢€, € > 0.

5. In diesen ¢ sind also die iiblichen Knickbedingungen (i) und (iii) nicht notwendig. Dafiir
muf} (vi) zusammen mit S(¢,w(t)) = 0 gelten.

6. Bei gemischten Randbedingungen fiir w := (w,w), w(ty) = wg, w(T) = wr fest, w(to)
und w(7T) frei, ergeben sich die notwendigen Optimalitédtsbedingungen (Transversalitéts-
bedingungen) auf klassische Weise:

Ll =0, fzf=0.

Falls in tp und in T nicht die gleichen Komponenten von w frei sind, ist sinngemifl zu
verfahren.
7. Fiir den Fall int I3 # &, d.h. S(t,w(t)) = 0 in I3 muB fiir zuléssige Variationen

St + S,wow=0 Vte I3

gelten. Im Zusammenhang mit der vorausgesetzten Rangbedingung fiir (S,; S, ) ergeben
sich intervallweise bzw. an den Rédndern von I3 Abhéngigkeiten fiir die zulédssigen Varia-
tionen. Diese wirken sich nicht nur auf die Knickbedingungen an den Réndern von I3,
sondern auch auf die Form der Eulergleichungen in i¢nt I3 aus. Die Herleitung der entspre-
chenden Optimalitdtsbedingung kann man durch leichte Veréinderung des Beweises zum
Satz selbst vornehmen.

8. Falls - wie im angestrebten Anwendungsfall - eine zusétzliche Innenbedingung zu w :=
(w,w) in der Form w(ty) = 0, t2 € (to,T) fest, vorliegt, folgt dw(tz) = 0 und deshalb ist
die Stetigkeit von f,; (-) in ¢2 nicht mehr notwendig.

4.2.2 Optimalsteuerprobleme

J(u) = ftf fo(t,w,w)dt — min,
(S D}l[to,T], u € D?n[t(),T]
w = f(t’ w’ u)
w(to) fest, w(T) frei, to,T fest

Sei S: [tg, T] x R* = R™, m <n, S(-,-) € Ct, rg(S,y Sy )=m (maz) und

At w),u(t)) auf I ={t:S(t,w(t)) <0}
Folt, w(t), u(t)) '—{ bt wlt) ult))  auf I = i+ St w(t)) > 0}

(POI)

Bezeichnung: ¢ mit S(¢,w(t)) =0, 0 # sgn S(t + e, w(t +€)) # sgn S(t — e, w(t —€)) #
0, € > 0, w(t) Losung des (POI), heilen Durchgangsstellen.

Annahmen:
1. int 13 = @
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2. J endlich viele Durchgangsstellen ¢. . .
3. technische Annnahme: 3 genau ein ¢ mit 0.B.d.A S|*~¢ < 0 und S[**¢ > 0. Bei mehreren
t sind die folgenden Optimalitéitsbedingungen sinngem#f anzuwenden.

Satz 4.3 (notwendige Optimalitidtsbedingung)
(w(t), u(t)) in [to, T] mit einer Durchgangsstelle ¢ 16st das Optimalsteuerproblem (POT).
Dann folgt: 3 (Io, (1)) # 0, A € DX([to, T] \ {£}), lo > 0, so daf mit

H(t,w,u; \) :=lofo(t,w,u) + Af(t,w,u) in I
(bzw. Hy :=lof1 + Af in I; und Hy :=lofo + Af in 1) gilt:

(i) A=—Hi,, inlj bzw. A= —Hy,, in I

zwischen den Unstetigkeitspunkten von u
(i) H,=0VtEe [ty, T
(1i1) Hp auf I; und Hs auf I stetig

(Z'U) Hl;t: Hl in Il bzw. Hg,t: HQ in IQ
zwischen den Unstetigkeitspunkten von u

(v) (L0 = HolH0)6T + (AT — 0) = AT+ 0))dw(f) = 0
V(t, dw(t)) mit Sy [*6t + S,y [Fow(t) =0

(vi) MNT)=0.
Bemerkung:

Im Fall w = (z,y), S :=y — R(x) gilt fiir zulissige Variationen dy(t) = R,, (x(t))dz(t)
und §¢ unabhingig. Dann zerféllt die Knickbedingung (v) in zwei Knickbedingungen:

Hl‘f—o — HQ‘Z—FO
und

(/\1 + Ao R,, )‘E_O = ()\1 + AR, )|E+O.

Beweisskizze:
Man verfolge den Beweis von Satz (4.2) und nehme kleine Ergénzungen vor.

1. Zu (w(t),u(t)) in [tp, T] mit einer Durchgangsstelle ¢, d.h. zu

t =7
Ey:=¢ w =w(r) ,7€to,T] =:[r0,71], T:=1
u = u(T)

wird eine zuldssige Familie

t =74 bdt(r)
Ey:=4q wp =w(r)+bdw(r) ,be U(0)
up = u(7) + bdu(r)
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mit §t(-) € DY, Sw(:) € D}, Su(-) € DY, auf [tg, T], 6t(10) = 0, dw(7y) = 0 und
wy = f(t, wy,up) Vb € U(0) betrachtet.

2. Fiir Iy = 1 148t sich die Struktur der notwendigen Bedingungen fiir das POI anhand
der notwendigen Bedingungen fiir das PV I plausibel machen. Fiir {5 > 0 miissen wie
in den klassischen Féllen Trennungssitze zur Herleitung der notwendigen Bedingungen
herangezogen werden.

Ersetze fi durch Fy := fi+A(f—w) =: Hi—A\w, fo durch Fy = fo+ A\(f—w) =: Hy— M.
Betrachte fiir zuléssige (w, u)

t T
J(u):/ Fldt+/ Fy dt.
0 t

Es folgt
00 = [T (Fiadt+ (Fi — Frpw)dt + Fip 6w + Fy o 6) dr
+ [T (P 0t + (Fy — Fayy )6t + Fayy 0w + Fa, 010) dr
Fiir zuléssige Variationen mufl dw = f,; 0t + f,, dw + f,, du gelten. Verwendet man
Fuw=Hupws Fus= AW, Fup=Hyp, Fy—Fuw = Hy, Fup=Hyp, p1=1,2

und A1) = Afro,7)s A2 = Al7,rr] €rgeben sich nach Schliissen, die analog zu denen im
Beweis von Satz (4.2) verwendeten sind, die Aussagen von Satz (4.3).

Die Bemerkungen im Anschluff an Satz (4.2) bleiben sinngeméf giiltig; insbesondere die
Bemerkung 7..

5 Variationsprobleme unter Zustandsrestriktionen
Ziele dieses Abschnitts sind:

1. Diskussion weiterer Extremalprobleme mit verschiedenen Zustandsrestriktionen (Glei-
chungen und Ungleichungen, holonome und nichtholonome Nebenbedingungen)

2. Vorstellung und Diskussion der direkten und der indirekten Methode. Begriindung
der notwendigen Bedingung p > 0 (stiickweise) aus Satz 2.1

3. Bezug zu Integralprinzipien der Analytischen Mechanik und Vorstellung des Sonder-
falles mit nichtholonomen Nebenbedingungen

4. (Deshalb) Beschrénkung auf Variationsprobleme, an denen die wesentlichen Struk-
turen schon zu erkennen sind

Die folgenden beiden Sitze finden sich in [7] S.50 ff. Sie sind die Verallgemeinerungen des
klassischen Fundamentallemmas der Variationsrechnung auf die betrachteten Fille.
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Satz 5.1 Seien M(-) und N(-) in D[a,b] und sei D'[a,b] := {h € D'[a,b], h(a)
h(b) = 0}. Dann gilt:

L(h) = / b(M(t)h(t) N dE = 0 Vhe DYa,b

JeeR: N(t):/tM(s)ds—i—c Yt € [a,b].

Falls (21) gilt, folgt N — M =0 stiickweise.

(21)

Die Beweisidee 148t sich skizzieren: Berechne L(h) fiir spezielle zuléssige he: Seit € [a,b], ¢
ein Stetigkeitspunkt von N (¢) und €: 0 < € < 5%, Betrachte

lt—a) a<t<a+te,

1 at+e<t<t—e,
he(t) Y1) f-c<t<i,
0 t<t<hb.
Berechne lim,_,g L(h.) = 0.

Satz 5.2 Seien M(-)und N(-) in D°[a,b] und sei D'[a,b] := {h € D![a,b], h(a)
h(b) = 0}. Dann gilt:

1. L(h) = ["(M(0)h(t) + N@®)h(t))dt > 0 Vh e DYa,b, h(t) > 0,

t
& q(t) = N(t) — / M (s) ds ist nicht wachsend auf [a, b]

(22)
& N(B-0)—N(a+0)< [TM(s)ds Vo, C a,b]

Falls (22) gilt, folgt: N(c+0) > N(c—0) Ve € [a,b].

3. Aus (22) folgt fir N € D' : N — M <0 stiickweise.

Beweisidee: Berechne L(h.) fir die in Satz 5.1 benutzte zuldssige Funktion h. > 0 und
damit lim._,o L(h.) > 0.

Folgerungen: Unter den Voraussetzungen der Sétze 5.1 bzw. 5.2 gilt:

1. fab(M(t)h(t)+N(t)h(t))dt:0 Vh e 51[a,b],h20 =
deeR: N(t):f;M(s)ds—i—c Vt € [a, b]

und N (-) ist stetig und stiickweise stetig differenzierbar,
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2. fabM(t)h(t)dt =0 Vhe 51[a,b] = M(t)=0,

3. Zusatz: Falls K € Ll[a,b], dann gilt:
/ K(t)h(t)dt =0Vh € Dl[a b] = K(t) = const.

Siehe z.B. [4], S.42

5.1 Variationsprobleme unter geometrischen (holonomen) Zustandsre-
striktionen

Bemerkung: Im ganzen Kapitel 5 wird [y = 1 (Normalitit) vorausgesetzt.

Nebenbedingungen in Gleichungsform S(z) =0

(P8) I(x ft f(t,z,&)dt — min, z € DL[ty,T], fe€C?
x(to) = x0, «(T)=2xp (Festrand)
S(x)=0, S:R"—=RF k<n,
SeC? rg(Sa(z) =k Va

Zuldssige Variation:

Sz € D}[to, T], S,z 0z =0
Da rg(S,. ) = k ist, gibt es zu jedem z eine regulire Untermatrix S,,, € R¥** S . (z) =:
a(x), so daf (nach Umordnung) mit S,, = (a,b), a regulir, gilt:

S,z 0x = adry + bdxs = 0 genau dann, wenn

011 = —a " 'bdxy =: Béxo mit dz5 € D k beliebig. (23)

Die §z; € D;i sind also abhéngige Variationen.

Fall 1:

Zuerst wird der Fall k = 1 (S : R® — R!) (nach einer Idee von Hestenes [7]) betrachtet.
Fiir

Sy (2(1))
[Ssar ((8))*

folgt S, (x(t))A(t) =1Vt € [to, T).

AT(t) = A e R™!

Spezielle Variationen: Betrachte eine beliebige Variation 6% € Dj[to,T] und dazu eine
Variation ¢ := S,,6%. Es folgt ¢ € Dto, T]. Fiir eine Variation 6z := Adp, §7 €

B}L[to,T], gilt dann S,, 6 = S,, Adp = dp. Eine dritte Variation dx := 0% — 6T ist
zuldissig: S, 6x = S, 0% — 5,0 = 5,, 0 — S, Adp = 5,, 6T — dp = 0.
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Variation des Zielfunktionals
Falls z(-) auf [to, T] Problem (P8) lost, folgt:

51(x,82) = 61 (x,6%) — 61(x,68) =0 V67 € D[to,T] und 8¢ € D' [to, T).

Also gilt
§I(z,61)) = ftf(f,m 0% + f,;0) dt — ftT (fro ASp + [ L(Abp)) dt o
= ftf((fmc 0%+ [.408) — (fre A+ f.3 A)dp + f.2 Adp)dt = 0.
Mit
¢
p(t) = feA— | (fA+ fsA)ds+d (25)

to

1aB3t sich der (¢, d¢)-Term umformen und die Struktur in Satz 5.1 ausnutzen. Partielle
Integration ergibt eine andere Darstellung fiir pu:

t t S .
W) = (fus— [ fo ds)A— / (= [ fu dr)Ads +d. (26)
to to to

 ist dann differenzierbar in allen Teilintervallen [, 8] von [tg, T], in denen x € C?|a;, A].
Mit diesem p(t) hat der (d¢, d¢)-Term aus Formel (24) die Gestalt

JLpopdt = [1(f.:Asp — [} (fre A+ fri A)dsdp+d - 6p) dt
:fto (f.s Adp + (fo A+ f.: A)dp) dt, wobei per Definition
ftfuégbdt = tfudt(S,xé:r dt = ft (LS., )0% + puS,, 07) dt.

Hiernach ergibt sich fiir die Variation von I nach Formel (24)

T d . °
0l (x,dz) = / ((f,z 'udt 2 )0T + (fr3 —pS,e 02))dt =0 V6x € Di[to, T).
to
Notwendige Bedingungen
Nach Satz 5.1 mufl dann
t
d
famnSu = [ (Fo-ngSu)ds+e, ce®” (27)
to dt

gelten. Sei S(z) = S,p (2)& =: Ro(z, &), also S, = Rp,s und %S,x =8S,2:7 = R,z .
Bei Verwendung einer Lagrangefunktion

F:=f+4pRy=f+pS mit p:= —p

ergeben sich die iiblichen Eulergleichungen in integrierter Form

t
F,i—/F,mds—i—c

to
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oder

d

%F,j; = F,, stiickweise.

Dies ist die indirekte Form der notwendigen Bedingungen, da an den Integranden f die
Ableitung S adjungiert wird.
Die direkte Form ergibt sich bei Verwendung von Gleichung (27) und

d d ) .
@(fai: +pS.z) = f +p£5,x stiickweise

Hieraus folgt fiir Intervalle I mit z € C?([)

d

- Jx = am_'Sax-
i = fa—p

Benutzt man eine Lagrangefunktion
F = f+uS, vi=p,

folgt als notwendige Bedingung die direkte Form der Eulergleichungen

d - .
%F’i = F,, stiickweise.

Fall 2:
Sei k > 1 beliebig. Nach Gleichung (23) sind von den zulissigen Variationen éx € D} [to.T]
nur die dxy € Dnik[to, T] unabhéngig:

0x1 = —a " 'bdxy := Bixo.
Variation des Zielfunktionals

51(x,0x) = [ (fr0 0 + f,300)dt
= ‘];O ((fﬂtl B+ f:xz +f)5b1 B)(SSUQ + (f7i1 B+ f:a‘?z )6562) dt (28)
=0 Vérs € D,y

/J’(t) = 7551 fto 7;1:1 _1 +f,ac1 _1)d7'+d dERle
f7x1 fto fyzl dT -1 «l;f() f,zl J;O faml G_l)‘d’r—i—d.

Dann folgt aus Gleichung (28) nach einigen Zwischenschritten

T o
/ ((Frmy —11b)02 + (fr3y —pb)dd2) dt =0 Vdzy € Dy,

to
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woraus sich nach Satz 5.1
t .
f7$'2 _Mb = / (ful‘Q _Nb) dr + €2, e € RlX(nik)
to

ergibt. Mit Ry(z, %) = Sad, b= Sa= Ros, b = Ro,z, und einer Lagrangefunktion
F=f+4+pRo:=f+pS, p=—pu, p(t) € R1** folgt analog zum Fall 1

t
F;, _/ F.., dr +eq. (30)
to

Es bleibt zu zeigen: Die Gleichung(29) entspricht den ersten k Eulergleichungen.
Nach Satz 5.1 ist Gleichung (29) genau dann erfiillt, falls

T o
/ (=g + Froy @ 0&1 + (Froy @' + foay (@71))021)dt =0 Véz1 € Difto, T) (31)

to

Wihle 6z := a~ 1oz € D;};[to,T]. Es folgt: 62 = (a™1) 0wy + a~ 1621, puéiy = pads + padz
und nach Gleichung (31)

T o

to

Satz 5.1 liefert dann die gesuchten Eulergleichungen

t
friy —pa = / (fyzy —pa)dr +e1, e € RAXK) (32)
to

Gleichung (32) bzw. die entsprechende Gleichung

t
F,j;l:/ Fo o dr+e

to
ergibt zusammen mit Gleichung (30) das gewiinschte System

d

%F,j; = F,, stiickweise.

Satz 5.3 z 16st Problem (P8). Dann folgt:

(A) Es gibt ein p(-) : [to, T] — R¥ so daB mit F := f 4+ pS = f + pRy gilt:
F,= ftto F,ds+cVt bzw. %F,jj =F, stiickweise,
und F; (+) ist stetig auf [to, T (indirekte Form).

(B) Es gibt ein v(-) : [to, T] — R so daB mit F := f + vS gilt :
%F,i = F,, stiickweise, (direkte Form).
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Bemerkung:

(1) F,3 (-) ist im Gegensatz zu F; (-) nicht notwendig stetig. Um die Lésungen der Eul-
ergleichungen zwischen den Knickstellen der Extremalen iiber diese Knickstellen hinweg
zu verkniipfen, ist die Stetigkeit von F,; () niitzlich. Deshalb wird die indirekte Form der
notwendigen Bedingungen bevorzugt verwendet.

(2) Als alternative Methode zur Herleitung notwendiger Bedingungen fiir Probleme vom
Typ (P8) kann die Methode aus Kapitel 2 nur dann verwendet werden, wenn 2:(7") nicht fest
bzw. mit den neuen Randbedingungen vertriglich ist. Die Nebenbedingung S(z(t)) = 0
kann in die &quivalente Form

Ro(z,2) := S(z) = S,z & = 0 und S(x(T)) =0

gebracht werden Damit wird Problem (P8) ein klassisches Lagrangeproblem der Variati-
onsrechnung;:

J; (z,&)dt — min, x € DL[to, T,
RO(xai') = 03 Tg(ROﬂi) = Tg(Sm?) = max,
x(to) = xo, S(x(T)) = 0.

Nebenbedingungen in Ungleichungsform S(z) > 0

(P9) I(z ft f(t,z,#)dt — min, x € DL[tg,T], f € C?
x(to) = x0, «(T)=2xp (Festrand)
S(x) >0, S:R*-RF k<n,
Se 02’ Tg(va (I)) = k.

Zuldssige Variationen und Variation des Zielfunktionals:

Fiir eine zulissige Kurvenschar x(t,¢) mit z(-,€) € Di[to,T], z(t,0) = =(t), z(t,-) €
C?, e e RY, 6z =z, (-,0) gilt:

S(x(t,e)) = S(x(t)) + €S,z (x(t))dz + 6225:ETS,m (z(t))ox > 0 Ve € U(0).

Also muf3 S,, dx > 0 fiir € > 0 sein.
Betrachte mit beliebigem d¢ € Dé, dp >0

S,e 0z — 0p = adxy + bdxy —0p =0, a:= S5, reguldr nach (P8),
oder
o1 = —a H(bdxg — d). (33)

Die Variationen dx; sind von den dxo und dp abhingig.
Sei z(-) Losung von (P9). Dann ist mit z(t) := x(¢, €)

I(zo) > I(z) Ve € U(0) NR*.
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Es folgt 01 > 0 fiir jedes zuldssige dz, also

T
/(f,xéa:—kf,i&b)dtzo Véx € D}ltg, T), mitS,, x>0,

to
bzw.
T
/ (fz0x + f,z02)dt >0 ¥V (dz, d¢), mit dp >0 und S,; oz — Jp = 0. (34)
to
Fallk =1:

Fiir die Auswertung der Variationsungleichung 61 > 0 werden wieder spezielle zuléssige
Variationen dx bzw. d¢ benutzt. Dabei unterscheidet sich das Vorgehen nur in einzelnen
Punkten von der Problembehandlung von (P8).

(A) Betrachte 6 € Dl[tg,T], 6p > 0, AT := |5’;‘2, 0T = Ady, 6T € B}L[tg,T]. Es folgt:

S, 0% = S,z Adp = §p > 0, also ist 6% zulissig. Mit beliebigem 6% € D} [to, T, wihle
speziell §p := S,; 0 und damit ein 0% := Adp. Dann ist 0z := 0% — 0% (speziell) zuléssig:

S, 02 = 8,07 — S,y Adp = S, 67 — 6p = 0.

Notwendige Bedingungen

Die Variationsungleichung §I(z,dx) > 0 Vdx mit S,, 0x > 0 wird, da mit dz auch —dz
zuléissig ist (S, (—dz) = 0) zur Variationsgleichung 01(x,dz) = 0.

Damit lassen sich die Berechnungen und Strukturen bei der Auswertung von 61 (x,dx) =0
fiir (P8) verwenden. Mit p nach (25)

t
n= fm'A_/ (f7$A+fazA)ds+d
to
und F' = f — uRy =: f + pRy folgt

t
F,j;:/F,x ds+c Vte ty,T].

to

(B) Fiir die spezielle zuléissige Variation 6z aus (A) mit S,; 02 = dp > 0 muB
T . T )
01(2,07) = [ (fuda+ f08)ds = [ (Fu A+ fu Ao+ fs ATR) e > 0

to to

fiir alle 6 € D1[tg, T] mit 6 > 0 sein. Nach Satz 5.2 folgt hieraus

t .
"= f,iA—/ (fu A+ fro A)ds +d

to

ist nicht wachsend, also p := —p nicht fallend.
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(C) Dieses p 148t sich durch partielle Integration in die Form (26) bringen. Fiir Intervalle
I =(a,B) C [to,T) mit S(z(t)) >0Vt e Iist f,; — fti) fsz ds konstant. Folglich gilt dort
£ = 0. Der Multiplikator p und damit auch p = —p ist bei inaktiver Ungleichung S(z(t)) >
0 konstant. Zusammen mit S = 0 in den Aktivitétsintervallen folgt die Schlupfbedingung

SOS((t) =0 Vit € [to, T].
Fall 2: (k>1)
Betrachte Variationen dx, d¢p, fiir die nach Gleichung (33) gilt:
dx1 = —a 1 (bdzy — 6p) =: Béxg +a " 'dp, dxo € f)nik[to,T], dp € lo);i[to, T], ¢ > 0.

Fiir diese Variationen mufl nach Ungleichung (34)

T
/(f,wéw—l—f,i&'c)dtzo Y (dz,d¢) mit S, dz —dp =0, dp >0

to
bzw.
ﬁf((faxl B + f>i1 B + fa:vz )5$2 + (f)(iz +f7:'B1 B)5$2
+(fa:r1 ail + fm'm (ail).)&P + fm':l ail(ssb) dt >0
sein.

Fiir §¢ = 0 ergibt sich nach den Schluiweisen, die zum Satz 5.3 fithrten,
t
F,:;c:/ F,.dr+d, mit F=f+pRy.
to
Fiir x5 = 0 bleibt
T
/ (frar @'+ friy (@71))00 + fray a'6p)dt >0, bp > 0.
to
Hierfiir liefert Satz 5.2:
¢
q(t) = fre, 0t —/ (foey a1+ o3, (a71))dr  nicht wachsend auf [to, T
to

(komponentenweise). Dieses ¢ ist aber nach Gleichung (29) gleich p. Also folgt: Der Mul-
tiplikator p = —pu in der Lagrangefunktion F' ist nicht fallend (komponentenweise).

Die Schlupfbedingung pxSx =0, k = 1...k ergibt sich mit gleicher Schlulweise wie beim
Fall kK = 1 unter Verwendung der Gleichung (29). Es folgt

Satz 5.4 z 16st (P9). Dann gibt es ein p(-), so daf mit F := f + pS gilt
(i) Fga= ft’; F,ds+d Yt bzw.

%F o= F,p stiickweise Eulergleichungen
(13)  Sk(z(t))px(t) =0Vt, k=1...k Schlupfbedingung
(7i1) F.; (-) stetig auf [to, T Knickbedingung
(tv)  p(-) nicht fallend Monotonie.
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Dies ist die indirekte Form der notwendigen Bedingungen. Die direkte Form ergibt sich in
Analogie zu den Uberlegungen, die auf Satz 5.3 fithrten.

Satz 5.5 x 16st (P9). Dann gibt es ein (), (v = —p) so daB mit F := f + vS gilt

(1) %F,gb = F,, stiickweise Eulergleichungen
(1)  Sk(z(t))ve(t) =0Vt, k=1...k Schlupfbedingung
(#i1) ftto vds nicht wachsend (v <0) Monotonie,

Bemerkungen: .
(1) Die Bemerkung (1) nach Satz 5.3 iiber die Stetigkeit der F,; () bzw. F; (-) ist auch
hier angebracht.

(2) Nicht betrachtet wurden Knick- bzw. Stetigkeitsbedingungen fiir F' — F; &.

(3) Die Bedingung (iv) im Satz 5.4 wurde fiir Variationsprobleme gezeigt. Fiir ein Opti-
malsteuerproblem

Ji¥ fo(t,x,u)dt — min, x € Difto,T], u € DY[to, T,
= f(t,x,u), z(to) = xo, =(T) = x7,
S(xz)>0, S:R* - RF k<n, S€C? rg(S,.)=k
Q(t,x,u) > 0, Rangbedingungen fiir Q,,
siehe Voraussetzungen V2, V3 in Kap, 2.1

mit lp = 1 (Normalitdt) und A = 1 (Ordnung) l&8t sich auf diese Weise durch Ver-
gleich der notwendigen Bedingungen bei der direkten und indirekten Methode mit H; =
fo+ Af+pu@Q +vS bzw. Hy = fo+ Af + pQ + pS zeigen: p nicht fallend. Dies ist der
fehlende Beweisteil von Satz 2.1. (1) Die Bedingung (iv) im Satz 5.4 ist fiir einfache Va-
riationsprobleme der fehlende Beweisteil von Satz 2.1.

(4) Wahlt man die Beweismethode nach Kapitel 2 fiir Probleme mit S(x(t)) > 0, wird
fiir eine zulissige Kurve die Aquivalenz von S(x(t)) =: ¢?(t) mit der Differentialgleichung
Ro(z,%) —2pp = S, (2)2 — 290 = 0 und der zugehérigen Randbedingung (S — ¢?)|T =0
benutzt. Diese mufl mit den eventuell gestellten sonstigen Randbedingungen fiir z(7T") ver-
traglich sein.

(5) Bei der Arbeit mit den Schlupfbedingungen bedenke man, daf§ die Aktivitéitsintervalle
der Komponenten S, natiirlich verschieden sein konnen.

(6) Am Ende dieses Kapitels wird das Lagrange-d’Alembert-Prinzip der Analytischen Me-
chanik angegeben:
Gesucht ist ein = € D} [tg, T], so daB

T
(P10) dI(z,0x) =24 f(z,&)dt =0 Véx mit a(x)dz > 0 bzw. a(x)dz = 0,

to

bei gegebenem a(-), a(z) € R¥*" k < n, rg(a(x)) = k.
Diesem Problem ist im Allgemeinen kein Extremalproblem [(z) — extr zuzuordnen. Bei
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der Herleitung der Sétze 5.4 und 5.5 wurde jedoch nicht von der speziellen Struktur von S,
als Ableitung von S Gebrauch gemacht. Deshalb kann man dort formal a(x) := S,; (x)
setzen. Dann liefern die Sétze 5.4 und 5.5 die notwendigen Bedingungen auch fiir das
Problem (P10):

Es gibt ein v(+), so daf} gilt

t
f,i,:/ (f,z +va(z))ds bzw. %f,gb: fox +ra(x) stiickweise.

to

5.2 Variationsprobleme unter kinematischen (nichtholonomen) Zustands-
restriktionen

Insbesondere in der Mechanik kommen bei Variationsproblemen Nebenbedingungen (Zwangs-
bedingungen) der Form

a(x)t = 0, bzw.
a(z)d > 0, a(z) € R¥" mit rg(a(z)) =k <n

vor. Sie heiflen nichtholonom, wenn folgendes gilt:
3S(z): S (x) =0 < a(x)i =0,

dh., 3S: S, € span{a}, d.h, a(z)i = 0 ist nicht (vollstéindig) integrierbar.
Formuliert man ein Variationsproblem mit solchen Nebenbedingungen

(P11) jg fo(t,z,#)dt — min, z € D}[to, T], Festrand
a(x)t =0 bzw.a(x)t > 0,

so 148t sich dies auf einfache Weise als Optimalsteuerproblem auffassen:

ftg fo(t,z,u)dt — min, x € DL[to,T), u € DO[ty,T] Festrand
& =wu, a(x)u =0 bzw.a(x)u > 0.

Hier sind statt der Zustandsvariablen die Steuervariablen beschriankt (Q(¢, z,u) > 0, siehe
P1). Solche Probleme sind aber in der Regel einfacher zu lésen.

Im Kontext der Integralprinzipien der Mechanik (z.B. beim Prinzip der kleinsten Wir-
kung) gibt es gravierende Unterschiede bei der Behandlung von Problemen mit geome-
trischen (holonomen) und kinematischen (nichtholonomen) Zwangsbedingungen. Fiir ho-
lonome Zwangsbedingungen der Form S(z) = 0 bzw. S(z) > 0 besagt das Prinzip, daf
sich die Bewegung eines mechanischen Systems (beschrieben durch z(t)) als Extremale des
Variationsproblems

I(x) = ftf L(x,%)dt — extremal, x € DL[tg,T], Festrand,
S(z) =0 bzw.S(z) >0,
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ergibt. Die Lagrangefunktion L ist die Differenz aus kinetischer und potentieller Energie
des mechanischen Systems. Durch S(z) = 0 bzw. S(x) > 0 werden geometrische Zwangs-
bedingungen beschrieben. Als notwendige Bedingungen fiir den extremalen Charakter von
x ergeben sich

0I(x) =0, Vdz: dz e B}L, S, 0r =0bzw. S, 0z >0

(zuldssige Variationen). Solche zuldssigen Variationen sind die virtuellen Verriickungen der
Mechanik. Die sich hieraus ergebenden Eulergleichungen sind die Bewegungsgleichungen
des Systems.

Im nichtholonomen Fall (also nichtintegrable kinematische Restriktionen der Form a(z)4 =
0 bzw. a(z)z > 0), wird ein anderes Prinzip zur Gewinnung der Bewegungsgleichungen
postuliert.

Lagrange-d “Alembert Prinzip

Sei L eine Lagrangefunktion im Sinne der Mechanik. Dann wird bei kinematischen Re-
striktionen der Form a(z)# = 0 bzw. a(x)t > 0 die Bewegung des mechanischen Systems
durch

T )
(P12) 6 | L(x,2)dt = 0 Vdz € Di[to,T] mit a(x)dz =0, bzw. a(x)dz >0
to

bestimmt (z.B. [5], [9]). Dieses Prinzip fiihrt auf Eulergleichungen

dLm';
dt

— L,; = pa(x) =: F,

wobei I’ die aus den kinematischen Nebenbedingungen resultierende Reaktionskraft ist.
Das Prinzip entspricht keinem klassischen Variationsproblem, da die Variationen dz mit
a(x)éx = 0 nicht notwendig zuléssige Variationen im Sinne der Nebenbedingungen sein
miissen. Zuléssige Variationen wéren 6T mit

a,z 26T + adzr = 0. (35)

Mit Variationen dx, die a(x)dz = 0 erfiillen, sind Funktionen x(¢,€) = x(t) + edz nicht
notwendig zuléssig bzgl. a(x)z = 0.
Gleichwohl wurden in der vorliegenden Arbeit die Eulergleichungen fiir

T
ol =6 L(z,z)dt = 0 mit a(z)dx =0
to
bzw.
T
ol =6 L(x,%)dt = 0 mit a(x)dx >0
to

bereitgestellt (sieche Bemerkung (6) nach Satz 5.5, wobei formal S,, durch a(z) zu ersetzen
ist).
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Geht man in (P8) bzw. in (P9) von den Variationsgleichungen (statt von der Extremal-
aufgabe) aus, ergibt sich die Vorschrift zur Gewinnung der Eulergleichungen (Bewegungs-
gleichungen) auch fiir die nichtholonomen Fille.

Bemerkung

Eine Mechanik fiir Probleme mit nichtholonomen Nebenbedingungen, die durch Extrema-
len des Wirkungsintegrals bzgl. aller im (klassischen Sinn) zuléissigen Variationen §z nach
Gleichung (35) aufgebaut wird, nennt Arnold in [2] Vaconomic Mechanics.
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