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Beiblatt 6: Beispiel fiir die Anwendung der Methode des variablen Gradienten

Wir betrachten die Verallgemeinerung des dynamischen Modells eines Pendels
X1 = X3
Xp = —c1(x1) — c2x2
mit ¢; > 0 sowie der Quadrantenbedingung c1(0) = 0 und x7 ¢1(x1) > 0 fiir x; # 0 um die Ruhelage.

Fiir den Fall des bereits diskutierten Pendels wire ¢, = ﬁ und ¢1(x1) = % sinx; mit x; € (—7, 7).

Schritt 1: Wir setzen einen variablen Gradienten an als

o= () 56 56 () - Gt

und erfiillen damit die Integrabilitatsbedingungen — hier:

981 _ 982
oxs  0x1
au(x)_ 9B(x) o) 25(x)
% X1+ %z X2+ B(x) = Fra x1 + y(x) + Fra X 1)

Schritt 2:  Wir schrinken a, B, 7 und § ein, so da8 V < 0, Vx # 0. Es gilt:

V=g %= (ab)m + ), v(x>x1+‘5(x)x2)< ) >

—c1(x1) — c2x2
= a(x)x12x0 + B(x)x5 — c1 (1) y(x)x1 — oy ()10 — 8(x)cq (1) %2 — c20(x)x3
= (zx(x)xl —coy(x)xg — 5(x)c1(x1))x2 — (czé(x) — ,B(x))x% - (cl(xl)xl)'y(x) .
Zur Elimination der Koppelterme wéhlen wir
a(x)x; — cay(x)x; —6(x)c1(x1) =0 (2)
und zur weiteren Vereinfachung die Funktionen 6, f und <y als konstant. Damit folgt zunachst

V= —(c20 — B)x3 — c1(x1)x1y
——
>0,Vx1#£0

und damitist V < 0, Vx # 0 genau dann, wenn

26 —p>0 3)
und
v>0. 4)
Mit J, B und vy konstant erhdlt man aus (1) und (2)
T=8 (5)
a = a(xy) :czﬁ+(5clixl) (6)
1
und schliefdlich mit (3), (5) und (4) den Ansatz fiir den Gradienten:
_ [cofx1+dc1(x1) + Px2 :
g(x) = ( Bxy + 6% mit 0 > B> 0. (7)
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Schritt 3:  Wir integrieren das Gradientenfeld g(x) entlang der Koordinatenachsen
X X1 X2
V) = [R5 = [ gi(n,0dn + [ ga(x, m2)d%
0 0 0
X1 X2
= / (c2B%1 + dc1 (%)) dXy + / (Bx1 +0%2) dxy
0 0

X1
1 1
= Eczﬁx% +9 / c1(%1)dx + Bx1x2 + Eéx%
0

— %xT (Cif ?) X +5ch(f1)dﬁf1

Diskussion:

e Nach dem in Gleichung (7) gewidhlten Ansatz gilt § > 0 und wegen der Quadrantenbedingung

X1
ist die Funktion 6 [ ¢1(%;)dx; positiv definit.
0

e Die Funktion xT <C;3’B ?) x ist genau dann positiv definit, wenn samtliche Hauptabschnitts-
determinanten der Matrix positiv sind, d.h. sowohl ¢z > 0 als auch (c20 — B)B > 0 erfiillt ist.
Der Ansatz nach Gleichung (7) stellt dies sicher.

e V(x) ist offenbar stetig differenzierbar und V(x) = 0 dann und nur dann, wenn x = 0.

Damit ist V = V(x) positiv definit.

Fazit: Die Funktion V ist unter der Bedingung c;6 > B > 0 eine Lyapunov-Funktion (z.B. mit p =1
und J = 2/c¢7). Nach der direkten Methode von Lyapunov ist xg = 0 somit eine lokal asymptotisch
stabile Ruhelage.
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