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Modalitaten

e Als Hilfsmittel sind nur handschriftliche Aufzeichnungen, Kopien der Vorlesungs- und
Ubungsunterlagen sowie Ubungsklausuren zugelassen.

e Bitte schreiben Sie mit dokumentenechtem Schreibgerat (Tinte oder Kugelschreiber).

e Zur Losung der Aufgaben ist der freie Platz nach den jeweiligen Aufgaben vorgesehen;
bei Bedarf werden lhnen Zusatzblatter ausgehandigt.

e Fur alle Berechnungen sind die Losungswege darzustellen. Die alleinige Angabe eines
Ergebnisses wird als Losung nicht bewertet.
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Aufgabe 1 16 Punkte

Gegeben ist das nichtlineare System

%1 = fi(x,u) = —cos(x1) (x2+1) +ug
B = folx,u) = (x14+1) (2 — 1)+ up

mit Zustand x(t) € R? und Eingang u(t) € R2.
a) Bestimmen Sie alle Ruhelagen des freien Systems, d.h. fiir u = 0.

Um den Betriebspunkt x = (0 0) " zu stabilisieren soll das Regelgesetz

u(x) = (“1) - < cos(xy) (x2 +1) — x5 + x3 )

Us — (X1 + 1) (XZ — 1)2 — X7 — X1X2

verwendet werden. Im Weiteren wird der geschlossene Regelkreis mit Regelgesetz u(x) betrachtet.

b) Zeigen Sie, dass x = (0 0) ! einzige Ruhelage ist. Welche Aussage konnen Sie tiber die Stabi-
litat der Ruhelage mit der indirekten Methode von Lyapunov treffen?

¢) Priifen Sie die Stabilitat der Ruhelage mit der direkten Methode von Lyapunov unter Verwen-
dung der Funktion V(x) = 2 + 3.

Um Rechenkapazitdt zu sparen, soll die folgende Linearisierung des Regelgesetzes genutzt werden:

_< 14 xp )
=0 —1—x14+2x)/"

Ab hier wird der geschlossene Regelkreis mit Regelgesetz iI(x) betrachtet.

ou(x)

i(x) =u(0) + e

d) Zeigen Sie, dass x = (0 0) ! Ruhelage ist. Welche Aussage konnen Sie iiber die Stabilitdat der
Ruhelage mit der indirekten Methode von Lyapunov treffen?

e) Zeigen Sie, dass x, = 0 die Differentialgleichung %, = f>(x,#(x)) fiir beliebige x; € R 16st.
Betrachten Sie die skalare Differentialgleichung %, = f; ((xl 0) g ((x1 0) T) ) ,d.h. fiir den

Sonderfall x; = 0, und zeichnen Sie qualitativ den Graphen von f; iiber x;. Kann die Ruhelage
x=(0 0)T stabil sein?

m
Betrachten Sie das allgemeine System x = f(x) + ¥ g;(x)u;(x) mit x € R", u € R™ mit den Regel-
i=1

gesetzen u; = K;(x) und deren Linearisierungen i; = K;(x*) + aKa"}(Cx)

(x — x*) am Punkt x*.
x=x*

f) Zeigen Sie, dass die indirekte Methode von Lyapunov fiir beide Regler u und i das gleiche
Ergebnis liefert.
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Aufgabe 2 14 Punkte

Betrachten Sie das folgende System
X1 = —X» +2x1 — x1u
Xo = X1+ 2x2 — XoU

mit x(t) € R und u(t) € R.
a) Bestimmen Sie alle moglichen Betriebspunkte, d.h. die Ruhelagen fiir allgemeine u.

Im Folgenden betrachten Sie das System fiir zwei mogliche Eingdnge u = uq bzw. u = up mit
Up :e%(ﬁ*"%) +3
2 2
]
Up = 4 + >
b) Uberpriifen Sie fiir beide Fille, ob Grenzzyklen ausgeschlossen werden kénnen.

c) Uberpriifen Sie gegebenenfalls unter Verwendung von V(x) = x} + x3, ob das System einen
Grenzzyklus besitzt.

Hinweis: Zeigen Sie, dass V(x) = a(x)V(x) fiir eine Funktion a(x) gilt.
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Aufgabe 3 10 Punkte

Betrachten Sie das System zweiter Ordnung

X = —x3 —x1(1—x} — x3)

%o = x1 — x2(1 — 23 — x3)

mit Zustand x(t) € R2.

a) Zeigen Sie, dass die rechte Seite der Differentialgleichung fiir beliebige Anfangswerte x(f) =
xp in K = {x € R?|x? + x} < r? < oo} lokal Lipschitz-stetig ist.

b) Existiert lokal um einen Anfangswert xg € K, ab t > ty eine eindeutige stetig differenzierbare
Losung?

c) Zeigen Sie, dass fiir beliebige Anfangswerte xo im Einheitskreis Xy die Losung des Anfangs-
wertproblems eindeutig ist.
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Aufgabe 4 16 Punkte

Gegeben seien die kinetische Energie T(g, ) sowie die potentielle Energie U(g) mit

Pm . iy +
T = (2q% +2cos(q1 — q2)4142 + q%) 4

U = — Glm(2cos(q1) + cos(q2)) ,

wobei g = <Zl> die generalisierten Koordinaten und m, [, G > 0 die Systemparameter sind.
2

a) Bestimmen Sie die homogene Systemdifferentialgleichung mithilfe des Lagrange-Formalismus.

. . 9T 9T AU .
Geben Sie dazu die Terme 957 907 9q explizit an.

b) Stellen Sie das System in Form der Robotikgleichung

D(q)j+C(q,9)q+8(q) =u
dar, indem Sie D, C, g angeben. Zeigen Sie, dass N = D—-2C schiefsymmetrisch ist.

c) Weisen Sie nach, dass das homogene System konservativ ist, d.h. fir V.= T + U gilt V = 0.

Hinweis: Das Umstellen der Robotikgleichung nach g(g) und spéteres Einsetzen kann ggf. zu
Vereinfachungen fiihren.

d) Geben Sie fiir u ein Regelgesetz an, das den Ursprung g = 0 asymptotisch stabilisiert.
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