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Aufgabe 1 Punkte 14

Betrachten Sie das folgende System erster Ordnung

X = —ksign(x)y/|x|, k>0.

a) Hat das Anfangswertproblem bzgl. des Anfangswerts x(0) = 0 eine stetig differenzierbare
Losung? Ist sie notwendigerweise eindeutig?

b) Zeigen Sie mit V(x) = x? als Kandidaten fiir eine Lyapunov-Funktion, dass der Ursprung
global asymptotisch stabil ist.

c) Konvergiert die Losung fiir x(0) # 0 in endlicher Zeit in den Ursprung? Wenn ja, bestimmen
Sie eine obere Schranke fiir die Konvergenzzeit.

Weiterer Raum zum Losen von Aufgabe 1
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Aufgabe 2 Punkte 14
Gegeben seien die Systeme erster Ordnung;:

L (¥2—x+1=0 I %+ 42 —sign(x) =0 TIL. x+sin<x—g)20

a) Berechnen Sie die Ruhelagen der jeweiligen Systeme, sofern es welche gibt.
b) Beurteilen Sie die Stabilitdt dieser Ruhenlagen.

¢) Fiihren Sie eine Zustandstransformation durch, so dass die Ruhelage in den neuen z-Koordinaten
im Ursprung liegt. Geben Sie die jeweiligen Systemgleichungen in z-Koordinaten an.

Weiterer Raum zum Ldsen von Aufgabe 2
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Aufgabe 3 Punkte 14

Gegeben ist das nichtlineare System zweiter Ordnung

1= filnx) =x - {0, x| > 1
X t =
o = folxx) = —2b—gx )t —x T 8k

und b > 0.

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Bendixson-Kriteriums, dass die Existenz von Grenzzyklen fiir k < 2b
ausgeschlossen werden kann.

b) Zeigen Sie mit einer Linearisierung am Ursprung, dass diese Ruhelage fiir k > 2b instabil ist.

c) Ist die Menge
M={xeR*|xf+x; <1}

bzgl. des Systems positiv invariant? Welchen Schluss kénnen Sie damit bzgl. der Existenz von
Grenzzyklen ziehen?

Weiterer Raum zum Losen von Aufgabe 3
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Aufgabe 4 Punkte 10

Abbildung 1: Zwei-Arm Roboter

Abb. 1 zeigt die geometrischen Beziehungen eines zweiachsigen Roboters unter Gravitation. Hierbei
bezeichnen 6, (t) und 6, (t) die Gelenkwinkel der beiden Arme .4; und .4, des Roboters. In jedem der
beiden Gelenke sitzt ein Motor. Sie erzeugen das Drehmoment u1 (t) bzw. us(t).

Die Bewegungsgleichungen des Roboters lauten
m11(602) 61 + m12(02) G2 — c(61,02) 6201 — c(61,602) (61 + 62) 62 + g1(61,602) = uq
m12(02) By + map Gy + c(61,02) 67 + 2(61,02) = uy
mit gegebenen Funktionen myq, myp, mp, ¢, g1 und g». Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurden

die Zeitargumente in 6;(¢) und u;(t) weggelassen.

a) Bringen Sie die Bewegungsgleichungen auf die tibliche Darstellungsform

D(q)q(t) +C(q,9)4(t) +8(q) = u,

d.h. bestimmen Sie die zugehorigen Matrizen D(q) und C(gq,q) bzgl. der generalisierenden
Koordinaten q" = (01, 6,).

b) Entwerfen Sie einen PID-Folgeregler nach dem Computed-Torque Ansatz, so dass der Regel-
fehler e(t) = g(t) — g*(t) asymptotisch stabil zu e = 0 ausgeregelt wird. Die Eigenwerte der
Fehlerdynamik sollen dabei kanalweise bei Ay = —1, A, = —2und A3 = —3 zu liegen kommen.
Bestimmen Sie die entsprechenden Verstarkungsmatrizen des PID-Reglers.

c) Welche Anforderung muss an die Referenztrajektorie ¢ = g*(t) gestellt werden, damit eine
Folgeregelung nach dem Computed-Torque Ansatz stetige Stellsignale liefert?

Umseitig mehr Raum zum Losen von Aufgabe 4
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Aufgabe 5 Punkte 16

Gegeben sei das System zweiter Ordnung
xl = Xp — x? +u
Xy = —x1+ (1+2)u
a) Zeigen Sie mit Hilfe einer geeigneten quadratischen Lyapunov-Funktion, dass der Ursprung

des freien Systems (1 = 0) global asymptotisch stabil ist.

b) Berechnen Sie einen Regler u = —k L,V (x) mit geeigneten k, ¢ und V so, dass der geschlossene
Regelkreis zusdtzliche Dampfung aufweist.

c) Geben Sie eine Lyapunov-Funktion fiir den mit dem Regler nach Teilaufgabe b) geschlossenen
Regelkreis an.

d) Linearisieren Sie das System des mit Regler nach Teilaufgabe b) geschlossenen Regelkreises am
Ursprung. Fiir welche k ist der Ursprung des linearisierten Systems ein stabiler Strudelpunkt?

Weiterer Raum zum Losen von Aufgabe 5
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