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Aufgabe 1 Punkte 12

Betrachten Sie das System
Y: x=—-R(¢(x)+S(x)x),

wobei R € R"" und S(x) € R"*" beide symmetrisch und positiv definit sind. Die vektorwertige
Funktion ¢ = ¢(x) sei stetig differenzierbar und erfiille ¢;(x) = ¢;(x;). Fiir beliebige y € R und
i=1,...,ngelte: ¢;(0) =0und y¢;(y) > 0in einer Umgebung von y = 0.

a) Finden Sie mit der Methode des variablen Gradienten eine Lyapunov-Funktion V = V(x),
welche die asymptotische Stabilitit des Ursprungs nachweist.

Hinweis: Esreicht 2 = (Px)" mit konstanter Matrix P anzusetzen.
b) Unter welcher Bedingung ist der Ursprung global asymptotisch stabil? Bringen Sie das System
X = —2sin(x;) —2x1 — x2 — X5

Xy = —sin(x1) — 6x — 413

in die Form .. Untersuchen Sie, ob der Ursprung global asymptotisch stabil ist.
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Aufgabe 2 Punkte 18

Ein reibungsfrei auf einer nach oben geoffneten Epizykloide gleitender Massepunkt kann als System

X1 = f1(x1,x2) = x2
sin(x1) (¢ — x3)
2(1 — cos(x1))

X = fo(x1,x2) =
mit ¢ > 0 beschrieben werden.

a) Fiir welche Anfangsbedingungen x;(0) ist keine eindeutige Losung zu erwarten?
b) Geben Sie die moglichen Ruhelagen des Systems in Gebieten eindeutiger Losungen an.
) Schlieflen Sie Grenzzyklen im Teilgebiet D = {(x1,x2)| 0 < x1 < 7T A 0 < xp < 271} aus.

d) Bestimmen Sie die Umlaufzeit der moglichen Orbits. Zeigen Sie hierzu, dass sich das System
auf die Form

c
: 1 S0
z+4z—

transformieren ldsst. Nutzen Sie die folgenden Additionstheoreme und die Substitution
in2 f)_l _ in(p) = (f (f) - (ﬂ
sin (2 =3 (1—cos(¢)), sin(¢)=2cos 2) sin(5 ), z=cos (7 )
Im transformierten System wird nun der Einfluss einer trockenen Reibung betrachtet:

psign(z), Z#0

C s [
— 3% 2=0,7z<pu

e) Zeigen Sie, dass das transformierte System fiir # < { mit den Anfangswerten z(0) = 1 und
2(0) = 0 in endlicher Zeit in eine Ruhelage konvergiert.
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Aufgabe 3 Punkte 10

Gegeben sei die Zustandsdarstellung eines elektrischen Netzwerks mit Kondensator (Kapazitit C),
Spule (Induktivitat L) und Widerstand R:

1
= —x— xR
X1 L(xl)(xz x1 R)
x—lx
Z—Cl

Dabei ist x1 der Strom durch die Spule und x; die Spannung am Kondensator. Die Induktivitat weist
das nichtlineare Verhalten L
1

1+x2

L= L(xl) =Lo+

auf. Fiir die Parameter gelte Lo, L1, C, R > 0.

a) Kommt die Funktion

L L
B 5 2 =1 =
V(x1,x2) = 5 (Loxi +Cx3) + 2 In (L(X1) - LO)

N —

als Kandidat fiir die direkte Methode von Lyapunov infrage?

Welche Eigenschaften muss die Funktion haben, um damit globale asymptotische Stabilitit
zeigen zu konnen?

b) Zeigen Sie, dass die gegebene Funktion eine Lyapunov-Funktion fiir das obige System ist.

c) Weisen Sie gegebenenfalls globale asymptotische Stabilitdt nach.
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Aufgabe 4 15 Punkte

In einem Bearbeitungszentrum soll ein zu bearbeitendes Werkstiick positioniert werden. Der Pro-
zess kann vereinfacht durch ein Feder-Masse-Dampfer-System beschrieben werden, welches in der
folgenden Abbildung dargestellt ist.

Das dynamische Verhalten ldsst sich demnach wiedergeben als:
mi+dxi+px=u. (1)
Dieses System soll mit dem Regler
u=dx+px+mi —Ks )

stabilisiert werden (K > 0). Dabei sind %, := * — A (x — x*) mit A > 0 und s := x — X, Hilfsgrofen.

a) Zeigen Sie, dass der Regler (2) das System (1) entlang der Solltrajektorie x* = x*(t) stabilisiert,
d.h. der Regelfehler e = x — x* asymptotisch stabil zu null konvergiert.

Hinweis: Der Nachweis kann auch ohne Lyapunov-Funktion erfolgen.

b) Welche Anforderungen miissen an die Solltrajektorie x* gestellt werden?
Im Folgenden soll angenommen werden, dass die Parameter 1, d und p nicht bekannt sind.

c) Geben Sie einen adaptiven Folgeregler an, bestehend aus Regelgesetz und Adaptionsvorschrift,
welcher das System entlang der Solltrajektorie x* stabilisiert.
Hinweis: V(e,¢) = 1 ms? ist eine Lyapunov- Funktion fiir das nominelle System.

d) Koénnen mit diesem adaptiven Regler die Parameter des Systems exakt bestimmt werden?
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