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Seite 1 von 14



Klausur: Nichtlineare Regelungssysteme 1 Sommer 2017

Seite 2 von 14
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Aufgabe 1 10 Punkte

Gegeben sei das System

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 + x2(2 − 3x2
1 − 2x2

2)

a) Bestimmen Sie für die Funktion V(x) = x2
1 + x2

2 die zeitliche Ableitung V̇ als Funktion von x.

b) Ist die Menge M = {x ∈ R
2|V(x) ≤ 1} positiv invariant?

c) Enthält M mindestens einen Grenzzyklus?
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Klausur: Nichtlineare Regelungssysteme 1 Sommer 2017

Aufgabe 2 18 Punkte

Ein Positioniersystem mit zwei Freiheitsgraden genügt den folgenden Bewegungsgleichungen:
(

m2q2
2 + J1 + J2

)

q̈1 + (g cos(q1) + 2q̇1q̇2) m2q2 = u1 (1a)

m2q̈2 + m2g sin(q1)− m2q2q̇2
1 = u2 (1b)

mit der konstanten Läufermasse m2 und den entsprechenden Trägheitsmomenten J1 und J2. Zur
verbesserten Übersichtlichkeit wurde auf die Darstellung der Zeitabhängigkeit in qi(t) und ui(t)
verzichtet.

a) Überführen Sie die Bewegungsgleichungen (1a) und (1b) in die Matrixschreibweise der Robo-
tikgleichung:

D(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) = Bu(q, q̇)u.

b) Zeigen Sie die Schiefsymmetrie der Matrix Ḋ(q)− 2C(q, q̇).

Es soll für das System ein PID-Folgeregeler nach dem Computed-Torque Ansatz entworfen werden.

c) Bestimmen Sie die Matrizen KP, KI und KD so, dass die Eigenwerte kanalweise bei λ1 = −10
und λ2,3 = −2 ± j liegen.

d) Geben Sie das Regelgesetz für u explizit an.

e) Welche der folgenden Trajektorien q⋆ = q⋆(t) und q⋆⋆ = q⋆⋆(t) ist bezüglich der Anfangswerte

q(0) =
(

0 −1
)⊤

und q̇(0) =
(

0 0
)⊤

im Zeitintervall t ∈ [0, 1] geeignet?

q⋆(t) =

(

−2t3 + 3t2

−4t3 + 6t2 − 1

)

, q⋆⋆(t) =

(

sin(ωt)
−1

)

Seite 5 von 14



Klausur: Nichtlineare Regelungssysteme 1 Sommer 2017

Seite 6 von 14



Klausur: Nichtlineare Regelungssysteme 1 Sommer 2017

Seite 7 von 14



Klausur: Nichtlineare Regelungssysteme 1 Sommer 2017

Seite 8 von 14



Klausur: Nichtlineare Regelungssysteme 1 Sommer 2017

Aufgabe 3 10 Punkte

Betrachtet wird das nichtlineare System 2. Ordnung

ẋ1 = −x1 − x2
2 + cos(x1)u

ẋ2 = −
1
2

x2 + 2 x1 x2

mit x1, x2, u ∈ R.

a) Weisen Sie nach, dass V(x1, x2) = x2
1 +

1
2 x2

2 eine Lyapunov Funktion für das freie System (u ≡ 0)
ist.

b) Entwerfen Sie einen LgV-Regler mit nichtlinearer Dämpfung für das oben angegebene System.
Geben Sie hierbei das Regelgesetz sowie eine Lyapunov Funktion für den geschlossenen Regel-
kreis an.

c) Für x1 = π

2 kann über den Eingang u kein Einfluss auf das System genommen werden. Wieso
lässt sich das System dennoch stabilisieren?
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Aufgabe 4 17 Punkte

Betrachten Sie das System

(

q̇

ṗ

)

=

(

0 I

−I −R(p, q)

)

(

∂V
∂q

∂V
∂p

)⊤
mit V =

1
2

p⊤M(q)−1p + U(q)

und q, p ∈ R
n, 0 ∈ R

n×n eine Nullmatrix und I ∈ R
n×n eine Einheitsmatrix. Für die Matrizen

R(p, q) ∈ R
n×n und M(q) ∈ R

n×n gilt: R(p, q)⊤ = R(p, q) > 0 und M(q)⊤ = M(q) > 0. Zudem sei
U : D → R auf D ⊂ R

n eine stetig differenzierbare Funktion mit U(0) = 0 und U(x) > 0 ∈ D \ {0}.

a) Eignet sich V als Kandidat für eine Lyapunov-Funktion? Bestimmen Sie V̇.

b) Ist der Ursprung des Systems stabil bzw. auch asymptotisch stabil?

Für die radiale Unbeschränkheit einer positiv definiten Funktion V könnte man meinen, es reiche zu
zeigen, dass V → ∞ entlang der Koordinatenachsen gilt. Dies ist jedoch nicht hinreichend, wie man
mit folgender Funktion im Fall n = 2 belegen kann:

V(p, q) =
1
2

(

p1 p2
)

(

1 0
0 1 + q2

1

)(

p1

p2

)

+
q2

1 + 2q2
2

3 + (q1 + 2q2)2 + (q1 − 2q2)
2.

c) Zeigen Sie: V(p, q) → ∞ für

∥

∥

∥

∥

(

p

q

)
∥

∥

∥

∥

→ ∞ entlang der Achsen p1, p2, q1 = 0 und p1, p2, q2 = 0.

d) Ist V(p, q) radial unbeschränkt? (Begründung)

Hinweis: Für Teilaufgabe a) muß ∂M(q)−1

∂q nicht berechnet werden.
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