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Aufgabe 1 10 Punkte

Gegeben ist das folgende System

X1 = X2

o 3

X2 = —X2 — X7.
Bestimmen Sie mit der Methode des variablen Gradienten eine Lyapunov-Funktion und weisen Sie
die globale asymptotische Stabilitdt der Ruhelage nach.
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Aufgabe 2 15 Punkte

Gegeben ist das System

X1 = cos(x2) 4+ 2x1 + g
Xy = (X3 — 1)2 sin (%XQ) + U
X3 = —x3+ 1.

a) Geben Sie alle Ruhelagen xg = (x1g  X2r X3,R)T des freien Systems (11 = up = 0) an.

b) Geben Sie die Ruhelage ¥R des freien Systems an, fiir die ¥, g = 0 gilt.

¢) Transformieren Sie die Systemgleichung mittels z = x — ¥g. Ist zr = 0 eine Ruhelage des freien
Systems?

Betrachten Sie nun die Funktion

V=-zz

d) Bestimmen Sie (unter Verwendung von V) Zustandsriickfithrungen 17 = u3(z) und uy = up(z)
so, dass zg = 0 im geschlossenen Regelkreis global asymptotisch stabil ist.

e) Nehmen Sie an, dass u; = 0 gilt und u; wie in der vorherigen Teilaufgabe gewidhlt wird. Ent-

scheiden Sie jeweils, ob die folgenden Aussagen mit Hilfe von V = 3z 'z getroffen werden
konnen:

(i) zr = 0O ist global asymptotisch stabil.

(ii) Fiir alle Anfangswerte z(0) € R ist die Losung z = z(t) beschrénkt.
(iif) zr = 0 ist lokal asymptotisch stabil.
(iv) zr = O ist lokal stabil.

Begriinden Sie Ihre Entscheidung.
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Aufgabe 3 15 Punkte

Betrachten Sie das System zweiter Ordnung mit R > 0:

X1 = —axy + (\/X% + x5 — R) X1 (1a)
Xy = axq + <\/x%—|—x%—R> Xs. (1b)

a) Ist die Ruhelage xg = 0 des Systems lokal asymptotisch stabil?

Hinweis: Sie konnen den Grenzwert lim ab

= = 0 verwenden.
(a,b)—0 Va*+b

b) Bestimmen Sie anhand des Lyapunovfunktionskandidaten

V(x1,%2) = p1x3 + pax3
die Menge D = { (iil) € R?|V(x1,x) < 0}~
2

Q) Uberprﬁfen Sie, ob mit D der Einzugsbereich (). der Ruhelage xg = 0 abgeschétzt werden
kann. Bestimmen Sie hierzu die Konstante ¢ > 0 so, dass gilt

V(x1,x) <c¢, VxeD.

d) Zeichnen Sie den Einzugsbereich im Phasenportrait ein und bestimmen Sie die Richtungen der
Trajektorien.

e) Zeigen Sie, dass die Ruhelage im Einzugsbereich exponentiell stabil ist.
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Abbildung 1: Phasenportrait fiir verschiedene Anfangswerte.
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Aufgabe 4

Betrachten Sie das System

X1 _ XZ(X% + 1) 0
(3’(2) - <—2x?—2x1 —x3 Tl

mit Ruhelage xg = 0 im freien System (u = 0).

13 Punkte

a) Wahlen Sie eine quadratische Lyapunov-Funktion und zeigen Sie, dass die Ruhelage xg = 0

des freien Systems asymptotisch stabil ist.

Hinweis: Verwenden Sie das Invarianzprinzip von Krasovskii-LaSalle.

b) Entwerfen Sie einen LgV-Regler u = uyy(x) so, dass die Eigenwerte der Jacobi-Linearisierung

bei xg = 0 im geschlossenen Regelkreis zu —1, —2 zu liegen kommen.

¢) Entwerfen Sie einen Universalregler nach Sontag, u = usOntag(x), mit Parameter K wie beim
LgV-Regler. Ist das Verhalten im geschlossenen Regelkreis in der Ndhe von xg = 0 &hnlich?

d) Sind die Regelgesetze ULy und uUsentag fiir alle x; > 0 begrenzt? Begriinden Sie ihre Antwort.
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