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Aufgabe 1

Gegeben sei eine nichtlineare zeitvariante Differentialgleichung

z=f(z,t), z(th) =2z0.

Die rechte Seite f : R” x R — IR" sei global Lipschitz-stetig in x mit Lipschitzkonstante L. Betrachten
Sie nun 2 Losungen, z = x(t) und z = y(t), dieser Differentialgleichung zu den Anfangswerten

x(to) = xo und y(ty) = yo. Geben Sie eine obere Schranke fiir das zeitliche ,, Auseinanderdriften” der
beiden Anfangswerte an.

Aufgabe 2

Zeigen Sie, daf$ das zeitvariante lineare System
x=A(t)x, x(tp) = xo

mit A : R — R"*" (stiickweise) stetig in ¢ und beschrankten Eintragen |al-]-] < K<oofiirt >ty

a) mindestens eine (stiickweise) stetig differenzierbare Losung hat und

b) diese Losung global eindeutig ist.
Hinweis: Verwenden Sie eine geeignete induzierte Matrixnorm beziiglich der Matrix A(t).

Veranschaulichen Sie sich das Ergebnis mit Hilfe der folgenden Systeme (t > t):

1 0 0 B
M Al = {0 cos(t) sin(t)] (ii) A(t):[

SIS

Aufgabe 3

Untersuchen Sie fiir die folgenden Systeme erster Ordnung die lokale bzw. globale Existenz und
Eindeutigkeit der Losungen.

a) x=2+/]x[, x(0)=0 ) x=|x|+x% x(0)=0 e) X = signt cost,

) x(to) = X0
b) x=1+2x% x(0)=0 d) ¥ =xcost, x(0)=xp

Hinweis: Sie konnen Ihre Aussagen anhand der vergleichsweise einfach zu ermittelnden Losung
der Differentialgleichung tiberpriifen.
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Aufgabe 4

Das Verhalten eines nichtlinearen zeitinvarianten Systems 2. Ordnung

fo= filexm) X(O):<x1'0>

X2 = fa(x1,x2) X2,0

kann in der Umgebung einer Ruhelage xg (d.h. f(xg) = 0) anhand des um die Ruhelage linearisierten
Systems in Jordanform

Ax =T 'ATAx =] Ax, Ax=x—21R

untersucht werden. Bestimmen Sie fiir die folgenden charakteristischen Fille die allgemeine Losung
der Trajektorienschar und vergleichen Sie diese mit dem Richtungsfeld (Phasenportrait) fiir die je-
weils angegebenen Beispiele.

a) Verschiedene reelle Eigenwerte A1 und A:

. (A O
Ax-(o M)Ax

zum Beispiel: ]=< _(1) _g >, ]=<(1) g>, ]:< _(1) g)

b) Doppelter reeller Eigenwert A (diagonalisierbarer Fall):

zum Beispiel: ]=< _(1) _(1)>

¢) Doppelter reeller Eigenwert A (nicht diagonalisierbarer Fall):
. (A1
Ax = < 0 A ) Ax

zum Beispiel: ]:< _é _; )

d) Konjugiert komplexe Eigenwerte A1,, =a=£jb:
. (a —b
Ax = < b g )Ax
o 0 -1 1 -1 -1 -1
zum Beispiel: ]—( 1 0 ), ]—( 1 1 ), ]—( 1 1 >

Ordnen Sie dem beobachteten Verhalten einen der folgenden Begriffe zu: (in)stabiler Knotenpunkt,
Sattelpunkt, (in)stabiler Strudelpunkt.
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