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VorwortDie vorliegenden vier Kapitel bilden den Hauptteil eines Skriptums �uber Gew�ohnliche Dif-ferentialgleichungen, das inhaltlich "open end\ geplant ist und wesentlich aus verschiedenenVorlesungen f�ur Mathematiker bzw. Ingenieure �uber Di�erentialgleichungen und DynamischeSysteme hervorgeht. Dieser Hauptteil umfa�t etwa den Sto� der Vorlesung "Gew�ohnliche Dif-ferentialgleichungen\ f�ur Studenten der Mathematik im 4. Semester und soll f�uglich als eineEinf�uhrung in die Theorie der gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen verstanden werden. Erwurde konzipiert zur Unterst�utzung der erw�ahnten Vorlesung, die ihrerseits (eigenst�andigausgewiesener) Bestandteil der Grundausbildung in Analysis ist.Daraus resultieren einige Besonderheiten, wie die Bevorzugung des Banachschen Fixpunkt-satzes als Beweismittel f�ur die grundlegenden S�atze und das Fehlen von �Ubungsaufgabensowie gr�o�eren Anwendungsbeispielen (die Lehrveranstaltungen selbst sollen ja auch ihreAttraktionen behalten). Die Numerik der Di�erentialgleichungen ist Angelegenheit der vonder Analysis getrennten Lehrveranstaltungen "Numerische Mathematik\ und �ndet deshalbhier keinen Niederschlag.Das Skriptum wendet sich somit vorrangig an Studierende der Mathematik am Ende desGrundstudiums, insbesondere an diejenigen, die ihr Fachstudium in dieser oder jener Weisemit Analysis verkn�upfen wollen. Dar�uber hinaus soll es auch theoretisch interessierte Inge-nieure ansprechen und ihnen eine Hilfe beim Einstieg in Spezialvorlesungen und Forschungauf dem weiten Feld der dynamischen Systeme bieten. Die Menge der aktuellen Lehrb�ucher,Monographien und Originalliteratur ist so umfangreich und in ihren Zielrichtungen so weitgef�achert, da� nach unseren Erfahrungen eine auf lokale Bed�urfnisse ausgerichtete Literatur,die den Grundbegri�en der qualitativen Theorie breiten Raum gibt, Studierenden und Be-treuenden viel Zeit und M�uhe sparen kann.Unsere jungen Kollegen Jenny Klaus und Michael Katzschmann haben mit gro�er SorgfaltKorrektur gelesen und die Figuren erstellt. Katrin Knabe hat unleserliche, mehrfach ge�ander-te Manuskripte unverdrossen in LaTEX-Text verwandelt. Allen gilt daf�ur unser gro�er Dank.F�ur Kritik an Inhalt und Darstellung sowie f�ur Mitteilung verbliebener (ho�entlich nurSchreib-)Fehler werden wir dankbar sein.Ilmenau, Februar 1996 J. KnoblochJ. SteigenbergerAnschrift der Autoren:Technische Universit�at IlmenauInstitut f�ur MathematikPF 0565D-98684 Ilmenauemail: jstei@mathematik.tu-ilmenau.deknobi@mathematik.tu-ilmenau.de i
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Kapitel 1Die Di�erentialgleichung ersterOrdnung im RnDem im Vorwort formulierten Ziel dieses Skriptums entsprechend, werden im folgenden nurDi�erentialgleichungen (DGln) eines bestimmten allgemeinen Typs, die expliziten Di�eren-tialgleichungen erster Ordnung, betrachtet. Diese werden als eine klar umrissene Aufgaben-stellung eingef�uhrt, die danach entwickelte Theorie beinhaltet Aussagen �uber die L�osbarkeitdieser Aufgabe und �uber Eigenschaften der L�osungen.1.1 Die AufgabenstellungDe�nition 1.1 Unter einer gew�ohnlichen Di�erentialgleichung erster Ordnungim Rn ; n 2 N , soll folgende Aufgabe verstanden werden.Gegeben: Ein Gebiet G � Rn+1 , eine Funktion f 2 Co(G;Rn) : (t; x) 7! f(t; x):Gesucht: Ein Intervall I � R, eine di�erenzierbare Funktion ' j I ! Rn mit den Eigenschaf-ten(i) 8 t 2 I (t; '(t)) 2 G (d.h. graph ' � G);(ii) 8 t 2 I _'(t) = f(t; '(t)):Jede solche Funktion ' hei�t L�osung der DGl auf I.Die Aufgabe wird symbolisiert durch_x = f(t; x); (t; x) 2 G � Rn+1 : (1.1)Mit x = (x1; x2; :::; xn)T ; f = (f 1; f 2; :::; fn)T kann (1.1) auch in einer der Formen_x1 = f 1(t; x1; :::; xn)_x2 = f 2(t; x1; :::; xn): : :_xn = fn(t; x1; :::; xn) 9>>>=>>>; oder _xi = f i(t; x); i = 1; :::; n; (1.2)geschrieben werden (f i 2 Co(G;R), i = 1; 2; :::; n). Demgem�a� kann von einem Systemvon n gekoppelten DGln erster Ordnung f�ur ' = ('1; '2; :::; 'n)T mit nunmehr n gesuchtendi�erenzierbaren Funktionen 'i j I ! R; i = 1; :::; n ; gesprochen werden.1



2Bemerkung Die Stetigkeit der "rechten Seite der DGl\, f; ist zun�achst eine Generalvor-aussetzung, die sp�ater bez�uglich x zur stetigen Di�erenzierbarkeit versch�arft werden wird,bez�uglich t gegebenenfalls abgeschw�acht werden mu�. �Die Stetigkeitsvoraussetzung erlaubt die sofortigeFolgerung Ist ' L�osung der DGl auf I, dann ist ' auf I sogar stetig di�erenzierbar.L�osungen sind demgem�a� stets mindestens von der Klasse C1. �Ist ' 2 C1(I;Rn) eine L�osung von (1.1), dann hei�t graph' = f(t; '(t)) j t 2 Ig � G diezugeh�orige Integralkurve. Diese Bezeichnung, wie auch Integration der DGl als Synonymf�ur "Bestimmen einer L�osung\, ist historisch bedingt. L�osungen durch Berechnung von In-tegralen oder gar in Form elementarer Funktionen zu �nden, ist nur in ganz wenigen (aberwichtigen!) Ausnahmef�allen m�oglich - nicht, weil es zu schwierig w�are, sondern aus prin-zipiellen Gr�unden. L�osungen sind quantitativ i.a. nur approximativ bestimmbar (Numerikder DGln), sie lassen sich jedoch (bez�uglich analytischer und topologischer Eigenschaften)anhand der die DGl bestimmenden Funktion f diskutieren.Zur DGl geh�ort stets die Angabe des Gebietes G!Beispiel 1.2 (n = 1):_x = tan(tx); (t; x) 2 R2 : (1.3)Hier ist f : (t; x) 7! tan(tx) auf den Hyperbeln tx = (2k + 1)�2 ; k 2 Z; nicht de�niert. (1.3)wird zu einer DGl erst durch Angabe eines der unendlich vielen Gebiete, die durch dieseHyperbel�aste berandet sind. �Auf einem Intervall I kann (wird?) eine DGl unendlich viele L�osungen besitzen.Beispiel 1.3 (n = 1):_x = 1; (t; x) 2 R2 :Mit beliebigem a2R ist ' : '(t) = t+a L�osung auf jedem Intervall I � R: Die Integralkurvenbilden eine Schar paralleler Geraden. Durch einen vorgegebenen Punkt (�; �) geht genau eineIntegralkurve (diejenige zu a = � � � ). Die letzte Aussage gilt nicht f�ur jede DGl. �Beispiel 1.4 (n = 1):_x = 2qj x j; (t; x) 2 R2 :Probe best�atigt: Durch den Punkt (0; 0) gehen die beiden Integralkurven zu den L�osungen'o : 'o(t) = 0; '1 : '1(t) = t2; jeweils mit t 2 R+ : �De�nition 1.5 Unter dem Anfangswertproblem (AWP) zur DGl (1.1) zum vorge-gebenen Punkt (�; �) 2 G soll folgende Aufgabe verstanden werden.Finde ein Intervall I � R mit � 2 I und auf I eine L�osung ' der DGl (1.1) mit '(�) = � .Symbol der Aufgabe:_x = f(t; x); x(�) = �; (t; x) 2 G � Rn+1 : (1.4)



KAPITEL 1. DIE DGL ERSTER ORDNUNG 3F�ur Anfangswertprobleme sind vorrangig die Fragen der Existenz und der Unit�at von L�osun-gen zu kl�aren: Unter welchen Bedingungen hat (1.4) eine L�osung und wenn ja, genau eine?(Vergleiche Beispiele 1.3 und 1.4).Beispiel 1.6 (n = 1):_x = �x2; x(1) = 1; (t; x) 2 R2 :' : '(t) = 1t ; t 2 I = (0;+1), l�ost diese Aufgabe. Die Funktionen ~' : ~'(t) = 1t ; t 2 ~I � Imit 1 2 ~I, sind ebenfalls L�osungen, jedoch ist jedes ~' eine Einschr�ankung von ' auf einTeilintervall von I. O�ensichtlich ist I das maximal m�ogliche Intervall f�ur diese L�osungen.Die Integralkurve graph' zum Anfangspunkt (�; �) = (1; 1) liegt schlicht �uber der positivent-Halbachse, sie ist maximal in dem Sinn, da� sie nicht nach links glatt fortgesetzt werdenkann. Ob es au�er ' weitere L�osungen gibt, die vielleicht auch f�ur t � 0 de�niert sind, bleibtan dieser Stelle unbeantwortet. �1.2 Geometrische und kinematische Deutung der Dif-ferentialgleichungZur Vereinfachung der Diskussion sollG als ZylindergebietG = R�D des Rn+1 angenommenwerden. Bei beliebig �xiertem t 2 R l�a�t sich die rechte Seite f(t; �) j D ! Rn als ein Vektor-feld auf dem Gebiet D � Rn au�assen. L�osungen der DGl _x = f(t; x) sind dann gem�a� De�-nition 1.1. (ii) parametrisierte Kurven t 7! '(t) in D, die bei jedem Parameterwert t 2 I denentsprechenden Vektor f(t; '(t)) des Vektorfeldes als Tangentenvektor besitzen. Gleicherma-�en hat die zur L�osung ' geh�orige Integralkurve graph' = f(t; '(t)) j t 2 Ig � G in jedemihrer Punkte den dort vorliegenden Vektor (1; f(t; '(t))) des Vektorfeldes (t; x) 7! (1; f(t; x))("Richtungsfeld\) als Tangentenvektor: "die Kurven passen auf das Vektorfeld\.
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........................................................................................................................... ............... (1;f(t;'(t)))........................................................................................f(t;'(t)) Fig.1.1Mitunter ist es zweckm�a�ig (oder vom physikalischen Hintergrund der DGl vorgegeben), dieunabh�angige Variable t 2 R als Zeit aufzufassen. In dieser Interpretation beschreibt eineL�osung ' der DGl mit '(�) = � (Anfangswertproblem) die Bewegung eines (beobachtbaren)



4Punktes in D : zur Zeit � be�ndet sich der Punkt an der Stelle � und durchl�auft mit wachsen-der Zeit t gem�a� t 7! x = '(t) eine Bahnkurve, deren Tangentenvektor _'(t) = f(t; '(t)) nundie Bedeutung der Geschwindigkeit hat. Demgem�a� ist dann f als ein Geschwindigkeitsfeldauf D zu verstehen. Dieses Feld ist station�ar (zeitinvariant), falls f nicht von t abh�angt - dieDGl, _x = f(x), hei�t in diesem Fall eine autonome Di�erentialgleichung.Ist f explizit von t abh�angig, dann ist das Geschwindigkeitsfeld instation�ar (zeitvariant), dieDGl hei�t heteronom. Autonome und heteronome DGln zeigen, wie sp�ater herausgearbei-tet wird, wesentliche Unterschiede in den Eigenschaften ihrer L�osungsmengen.Jede heteronome DGl _x = f(t; x) kann unter Dimensionserh�ohung formal als autonomeDGl geschrieben (und untersucht) werden:Setze y := (t; x) 2 Rn+1 , dann ist _y = (1; _x), und mit F (y) := (1; f(t; x)) folgt _y = F (y).1.3 Einordnung der Di�erentialgleichung n-ter Ord-nung im R 1De�nition 1.7 Eine explizite DGl n-ter Ordnung im R1 , mit dem Symboly(n) = g(t; y; y0; :::; y(n�1)); (1.5-a)ist folgende Aufgabe.Gegeben: Gebiet G � Rn+1 ; g 2 Co(G;R).Gesucht: Eine auf einem Intervall I � R n-mal di�erenzierbare Funktion  j I ! R mit denEigenschaften(i) 8 t 2 I (t;  (t);  0(t); :::;  (n�1)(t)) 2 G;(ii) 8 t 2 I  (n)(t) = g(t;  (t);  0(t); :::;  (n�1)(t)): hei�t dann eine L�osung der DGl auf dem Intervall I.Mit der formalen Umbenennung x1 := y; x2 := y0; :::; xn := y(n�1) gilt folgendes: Ist  eineL�osung von (1.5-a), dann ist (Ableitung wieder durch "�\ bezeichnet) ' := ( ;  0; :::;  (n�1))Teine L�osung der DGl_x1 = x2_x2 = x3: : :_xn�1 = xn_xn = g(t; x1; x2; x3; :::; xn)
9>>>>>>>=>>>>>>>; =: f(t; x): (1.5-b)Umgekehrt, ist ' = ('1; :::; 'n)T L�osung von (1.5-b), dann ist _'1 = '2; �'1 = '3; :::; '1(n�1) ='n ; 'n ist di�erenzierbar, also ist '1 n-mal di�erenzierbar, und  := '1 l�ost die DGl (1.5-a).Somit ist die DGl (1.5-a) der DGl (1.5-b) �aquivalent, die Theorie der DGln n-ter Ordnungim R1 ist in diesem Sinn in der Theorie der DGln 1. Ordnung im Rn enthalten. GewisseBesonderheiten re
ektieren sich in der charakteristischen Besetzung der oberen Zeilen derrechten Seite in (1.5-b).



KAPITEL 1. DIE DGL ERSTER ORDNUNG 5Beispiel 1.8 (Harmonischer Oszillator mit Kreisfrequenz ! 2 R)�y = �!2y; (t; y) 2 R2ist �aquivalent zu _x1 = x2_x2 = �!2x1 oder auch _x1 = ! x2_x2 = �! x1 ; (t; x1; x2) 2 R3 : �1.4 Elementare Typen von Di�erentialgleichungenIn diesem Abschnitt werden zwei Typen von DGln im R1 behandelt, deren L�osungen durchQuadratur im weiteren Sinn (d.h. mittels Berechnung von Integralen gegebener Funktionenund Au
�osung von Gleichungen) angegeben werden k�onnen. Diese Typen treten sehr h�au�gin Erscheinung, an ihnen lassen sich etliche f�ur DGln wesentliche Ph�anomene diskutieren.Beispielhaft werden einige weitere Typen von DGln angef�uhrt, die durch geeignete Transfor-mationen auf elementaren Typ reduziert werden k�onnen.1.4.1 Die Di�erentialgleichung mit getrennten Ver�anderlichenDe�nition 1.9 Gegeben seien zwei stetige Funktionen g j (a; b) ! R und h j (c; d) ! R,wobei a; b; c; d 2 �R (�R := R [ f�1;+1g):Dann hei�t die DGl_x = g(t) h(x) ; (t; x) 2 G = (a; b)� (c; d);eine DGl mit getrennten Ver�anderlichen.Die rechte Seite der DGl hat Produktform, f(t; x) = g(t) h(x); das De�nitionsgebiet G istein (gegebenenfalls unbeschr�anktes) achsenparalleles Rechteck des R2 .
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�00d x �(�; �) G0 .................................................................................. G
Fig.1.21) Voruntersuchung: Nullstellen von h. Sei xo 2 (c; d); h(xo) = 0 . Dann ist 'o j (a; b) !R : 'o(t) := xo eine L�osung der DGl. Somit erzeugt jede Nullstelle von h eine spezielle(konstante) L�osung, die auf dem ganzen Intervall I = (a; b) de�niert ist.



6Diese Voruntersuchung mu� in jedem Fall allem weiteren Suchen nach L�osungen vorange-stellt werden!Die Graphen dieser konstanten L�osungen zerlegen das Rechteck G in disjunkte o�ene Recht-ecke, auf denen h keine Nullstellen besitzt. Alle folgenden Untersuchungen �nden in diesenRechtecken statt.2) Es sei G0 = (a; b) � (�0; �00) ein solches Rechteck mit h(x) 6= 0 f�ur alle x 2 (�0; �00);sei (�; �) 2 G0 ein beliebig gew�ahlter Anfangspunkt.(a) Es sei ' eine L�osung des Anfangswertproblems _x = g(t)h(x); (t; x) 2 G0; x(�) = �; aufdem Intervall I � (a; b): Dann ist '(�) = �; graph' � G0; somit h('(t)) 6= 0 f�ur alle t 2 I;_'(t) = g(t)h('(t)) f�ur alle t 2 I: Da h('(t)) 6= 0; gilt gleicherma�en 8t 2 I 1h('(t)) _'(t) = g(t);und unter Verwendung der Stammfunktionen (Integralberechnung!)�(t) := Z t� g(s)ds ; H(x) := Z x� 1h(s) ds (1.6)hei�t das ddtH('(t)) = ddt�(t): Da wegen der Wahl der unteren Integrationsgrenzen �(�) =H(�) = H('(�)) = 0 ist, ergibt eine Integration R t� :::dt sofort8 t 2 I H('(t)) = �(t): (1.7)Auf dem Intervall (�0; �00) istH 0(x) = 1h(x) entweder positiv oder negativ,H ist also dort strengmonoton und besitzt eine Inverse H�1 . Da gem�a� (1.7) f�ur jedes t 2 I �(t) 2 rangeH =domH�1, folgt aus (1.7) 8 t 2 I '(t) = H�1(�(t)): Die L�osung ' des Anfangswertproblemserlaubt somit auf ihrem De�nitionsintervall I die Darstellung ' = H�1 � � .(b) Jede zu gegebenem (�; �) 2 G0 so konstruierte Funktion ' := H�1 � � ist, auf einemwohlbestimmten Intervall I, tats�achlich eine L�osung des Anfangswertproblems.H ist auf (�0; �00) erkl�art, stetig und streng monoton, bildet das Intervall also eineindeutigauf ein Intervall (
; �) � R ab, es existiert H�1 j (
; �)! (�0; �00): Die obige Gleichung (1.7)legt es nahe, auf G0 = (a; b) � (�0; �00) die Gleichung H(x) = �(t) zu betrachten und nachihrer Au
�osbarkeit nach x zu fragen.Es ist �(�) = 0 = H(�) 2 (
; �) . Da � stetig ist, gibt es ein Intervall I mit � 2 I , so da�8 t 2 I �(t) 2 (
; �) = domH�1 . Also ist f�ur jedes t 2 I die Gleichung nach x au
�osbar,und durchx = H�1(�(t)) =: '(t)ist eine Funktion ' j I ! (�0; �00) de�niert. Diese ist nach ihrer Konstruktion aus denStammfunktionen der stetigen Funktionen g und 1h di�erenzierbar, es ist '(�) = H�1(0) = �und_'(t) = 1H 0(H�1(�(t))) _�(t) = h('(t)) g(t):Somit ist ' := H�1 � � auf dem Intervall I � (a; b) L�osung des Anfangswertproblems.Die �Uberlegungen unter 2) haben gezeigt, da� in jedem Rechteck G0 = (a; b) � (�0; �00) (mit



KAPITEL 1. DIE DGL ERSTER ORDNUNG 7h(x) 6= 0; x 2 (�0; �00) ) jede Anfangswertaufgabe zu einem Anfangspunkt (�; �) 2 G0 genaueine L�osung besitzt. Diese ist von der Form ' = H�1 � �; wobei H und � die oben ein-gef�uhrten Stammfunktionen sind. Sie ist de�niert auf dem eindeutig bestimmten maximalenIntervall I mit � 2 I und �(I) � (
; �) = H((�0; �00)) .Die Regel zum L�osen der DGl auf dem Rechteck G0 ist also folgende:(i) F�ur t; � 2 (a; b); x; � 2 (�0; �00) = Intervall ohne Nullstellen von h berechne man dieStammfunktionen � und H nach (1.6);(ii) man betrachte die Gleichung H(x) = �(t),(a) stelle fest, f�ur welche t �(t) 2 H((�0; �00)) gilt - diese t bilden ein Intervall I mit � 2 I,(b) l�ose die Gleichung H(x) = �(t) f�ur t 2 I nach x auf, '(�) = (H�1 � �)(�) ist dieL�osung des AWP auf I (die Gleichungsau
�osung kann nat�urlich praktische Schwie-rigkeiten bereiten).3) Aus den obigen �Uberlegungen folgt schlie�lich, da� auch auf dem gesamten Rechteck Gjede Anfangswertaufgabe eine L�osung besitzt (ist h(�) = 0 , dann ist die konstante Funktion'(t) = � eine L�osung). Auf G ist die Unit�at damit jedoch noch nicht gesichert, denn, falls f�urdie L�osung ' j I = (�; �)! (�0; �00) auf G0 z.B. � < b; �00 < d und der linksseitige Grenzwert'(� � 0) = �00 ist, dann l�a�t sich ' durch die konstante Funktion �' j (�; b)! R : �'(t) = �00�uber � hinaus nach rechts stetig di�erenzierbar fortsetzen, so da� die Anfangswertaufgabezum Anfangspunkt (�; �00) mindestens zwei L�osungen besitzt (vgl. dazu Beispiele 1.4 und1.12). Entscheidend f�ur die Unit�at ist somit das Verhalten der Funktion h in ihren Nullstellen.Beispiel 1.10 (Populationsdynamik nach Verhulst)_x = x(1� x); (t; x) 2 R2 ; x(�) = �:Hier ist g(t) = 1; h(x) = x(1� x) , beide Funktionen sind auf ganz R de�niert.Konstante L�osungen der DGl (h(x) = 0) : 'o(t) = 0; '1(t) = 1 .Zerlegung von R in drei Streifen:G1 := f(t; x) j t 2 R; x < 0g, G2 := f(t; x) j t 2 R; 0 < x < 1g, G3 := f(t; x) j t 2 R; x > 1g.(t; x) 2 G1 :�(t) = t� �; 1h(x) = 1x + 11�x (Partialbruchzerlegung),H(x) = log j x j � log j 1� x j � log j � j + log j 1� � j ; �; x < 0= log xx�1 � log ���1Aufzul�osende Gleichung H(x) = �(t) : log xx�1 = t� to , to := � � log ���1 : F�ur x < 0 ist derWertevorrat des Logarithmus auf der linken Seite (�1; 0); die Gleichung ist f�ur alle t < toau
�osbar, die L�osung ist nach kurzer Rechnung'(t) = exp(t� to)exp(t� to)� 1 ; t 2 (�1; to); to = � � log �� � 1 :Es ist '(to � 0) = �1 : die L�osung "explodiert\ zu der endlichen Zeit to:(t; x) 2 G2 :Mit �; x 2 (0; 1) ist jetzt H(x) = log x1�x � log �1�� ; �(t) = t� �:



8Der Wertevorrat von H ist jetzt ganz R, die Gleichung H(x) = �(t) ist f�ur jedes t 2 Rau
�osbar, die L�osung ist'(t) = exp(t� to)1 + exp(t� to) ; t 2 R; to = � � log �1 + � ;es ist ' (�1) = 0 ; ' (+1) = 1:(t; x) 2 G3 :Mit � > 1 ist H(x) = log xx�1 � log ���1 ; �(t) = t � �: Der Wertevorrat des Logarithmusist jetzt (0;+1) , die Gleichung H(x) = �(t) ist f�ur jedes t > to au
�osbar, die L�osung ist'(t) = exp(t� to)exp(t� to)� 1 ; t 2 (to;+1) ; to = � � log �� � 1 :Es ist '(to+0) = +1: In Figur 1.3. sind die Integralkurven skizziert. Die speziellen Integral-
t

x G3
G2
G1Fig. 1.3kurven (zu konstanten L�osungen) sind Asymptoten f�ur die anderen Integralkurven. Durchjeden Punkt (�; �) 2 R2 geht genau eine Integralkurve: Unit�at in R2 ! �Beispiel 1.11 _x = x2 sin t ; (t; x) 2 R2 ; x(�) = �:Hier ist g(t) = sin t; h(x) = x2; es gibt eine konstante L�osung: 'o(t) = 0: graph'o zerlegtden R2 in die Halbebenen G+ : x > 0 und G� : x < 0: Im folgenden wird nur G+ betrachtet.Mit (�; �) 2 G+ sind �(t) = � cos t + cos �; H(x) = � 1x + 1� : Aufzul�osen ist die Gleichung1x = cos t � cos � + 1� : Wegen 1x > 0 auf G+ mu� cos t � cos � + 1� > 0 sein. Dann ist dieL�osung des Anfangswertproblems '(t) = [cos t � cos � + 1� ]�1 ; t 2 I ; wobei I dasjenigeIntervall ist, das � enth�alt und auf dem cos t > cos � � 1� ist. Der Sachverhalt soll an denAnfangswertproblemen mit � = 0 gekl�art werden. Wegen der Geradheit des Kosinus ist Idann das Intervall mit Mittelpunkt 0, auf dem cos t > 1� 1� ist: I = R f�ur � < 12 ; I = (��; �)f�ur � = 12 ; f�ur wachsendes � > 12 immer k�urzer werdend, I ! ; f�ur � ! +1:Die L�osungen zu Anfangspunkten (0; �) mit � < 12 sind somit auf ganz R de�niert. Jede



KAPITEL 1. DIE DGL ERSTER ORDNUNG 9L�osung mit � � 12 besitzt ihr eigenes Existenzintervall (s. Fig. 1.4). Aus der 2��Periodizit�atbzgl. t der rechten Seite der DGl folgt, da� in jedem Vertikalstreifen f(t; x) j (2k�1)� < t <(2k + 1)� ; k 2 Z ; x > 0 g die gleiche Schar von Integralkurven wie im skizzierten Streifen(k = 0) vorliegt.In den Streifen mit x < 0 liegen genau die an der t-Achse gespiegelten und um � verschobenenIntegralkurven. (y := �x, s := t + � �uberf�uhrt die DGl in _y = y2 sin s .) �

t
x

��� �Fig. 1.4
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x

Fig.1.5Beispiel 1.12 (Durcharbeitung von Beispiel 1.4)_x = 2qj x j ; (t; x) 2 R2 ; x(�) = �: g(t) = 1; h(x) = 2qj x j:Aus der L�osung der Gleichung h(x) = 0 ergibt sich die konstante L�osung 'o(t) = 0; t 2 R.Es verbleiben die Betrachtungen in den beiden Streifen x > 0 und x < 0.x > 0 : h(x) = 2px; H(x) = px�p�, �(t) = t� � ;Aufzul�osende Gleichung: px = t� � +p� > 0;L�osung: '(t) = (t� to)2; t > to, to := � �p�.x < 0 : h(x) = 2p�x, H(x) = �p�x +p��, �(t) = t� � ;Aufzul�osende Gleichung: �p�x = t� � �p�� < 0;L�osung: '(t) = �(t� to)2; t < to, to := � +p��.Die Integralkurven sind Halbparabeln. In G+(x>0) bzw. G�(x<0) ist die Anfangswertauf-gabe eindeutig l�osbar. Jede Halbparabel m�undet f�ur t! to glatt (!) in die t-Achse (spezielleIntegralkurve!). Damit ist die Unit�at der L�osungen in G = R2 zerst�ort: durch jeden Punkt(�; �) 2 R2 gehen unendlich viele Integralkurven der Form untere Halbparabel [ St�uck der t-Achse [ obere Halbparabel. Vergleiche Figur 1.5. (Es wird sich zeigen, da� dieses Ph�anomenmit der Nichtdi�erenzierbarkeit von h bei x = 0 zusammenh�angt.) �Bemerkung Die in Beispiel 1.6 o�en gebliebene Frage kann jetzt durch Rechnung gekl�artwerden, denn diese DGl ist vom eben behandelten Typ. Wie ist die Antwort? �1.4.2 Die lineare Di�erentialgleichung im R1De�nition 1.13 Eine DGl _x = f(t; x) hei�t lineare Di�erentialgleichung, falls f(t; �)a�n-linear (bez�uglich x) ist.



10Diese De�nition gilt gleicherma�en f�ur x 2 R1 wie x 2 Rn ; n > 1: In R1 bedeutet dasf(t; x) = a(t)x + b(t) mit zwei gegebenen stetigen Funktionen a j I ! R; b j I ! R (aufeinem gemeinsamen De�nitionsintervall).Die lineare DGl im R1 ist somit_x = a(t)x + b(t); (t; x) 2 I � R: (1.8)Die nach der De�nition besser zutre�ende Bezeichnung "a�n-lineare DGl\ ist nicht ge-br�auchlich, statt dessen nennt man die DGl (1.8) linear homogen, falls 8 t 2 I b(t) = 0,anderenfalls linear inhomogen mit der Inhomogenit�at b(�) .Abweichend von der bisherigen Vorgehensweise soll f�ur diese DGl zun�achst nach der Mengealler L�osungen gefragt und erst danach das Anfangswertproblem betrachtet werden.Ist x eine auf I stetig di�erenzierbare Funktion, dann de�niert die Zuordnungx 7! _x�a(�)x =: ( ddt�a(�))x einen linearen Operator L, der den reellen Vektorraum C1(I;R)in den Vektorraum Co(I;R) abbildet:L j C1(I;R) ! Co(I;R):Damit kann die DGl (1.8) als eine lineare Operatorgleichung aufgefa�t werden:Finde x 2 C1(I;R) so, da� Lx = b:F�ur die L�osungen linearer Operatorgleichungen gilt der folgende allgemeine Satz, auf denauch sp�ater zur�uckgegri�en wird.Satz 1.14 Gegeben seien zwei reelle Vektorr�aume X und Y , ein linearer OperatorL j X ! Y und ein Element y 2 Y .Lo sei die Menge aller L�osungen der homogenen Operatorgleichung Lx = 0 (d.h. Lo=ker L);L sei die Menge aller L�osungen der inhomogenen Operatorgleichung Lx = y .Dann ist Lo � X ein reeller Vektorraum und es ist, falls L 6= ;, L = xp + Lo := fx =xp + xo j xp eine L�osung von Lx = y; xo 2 Log, eine lineare Mannigfaltigkeit in X.Beweis1. Mit x1; x2 2 Lo und �; � 2 R ist L(� x1 + �x2) = �L x1 + �L x2 = 0;d.h. � x1 + �x2 2 Lo:2. Mit x1; x2 2 L ist L x1 = L x2 = y , also L(x1 � x2) = 0 , d.h. x1 � x2 2 Lo:3. Sei eine partikul�are L�osung xp 2 L fest gew�ahlt. Dann ist f�ur x 2 L x�xp =: xo 2 Lo,d.h. jedes x 2 L hat die Form x = xp + xo : L � xp + Lo:4. Sei xp 2 L fest, beliebig xo 2 Lo , dann ist L(xp + xo) = L xp + L xo = y + 0 ,d.h. xp + xo 2 L , also xp + Lo � L . �Mit diesem Satz erledigt sich die Aufgabe, die Menge L aller L�osungen der DGl (1.8) zubestimmen, in zwei Schritten.1. Bestimme Lo, die Menge aller L�osungen der homogenen DGl _x = a(t)x:Diese DGl ist vom Typ der getrennten Variablen. Nach dem L�osungsschema des Abschnittes



KAPITEL 1. DIE DGL ERSTER ORDNUNG 111.4.1 ergibt sich als L�osung (wobei hier � und � nicht festgelegt werden, � und H sind somitals beliebige Stammfunktionen von g und 1=h anzusehen)xo(t) = C exp (A(t)) ; t 2 I: (1.9)Dabei ist A(t) = R a(t)dt irgendeine Stammfunktion zu a und C eine beliebige reelle Kon-stante (C = 0 liefert die spezielle konstante L�osung). Somit istLo = fx j x(t) = C exp (A(t)) ; C 2 Rg;entsprechend wird (1.9) mit C 2 R die allgemeine L�osung der homogenen DGl ge-nannt. Ersichtlich hat der Vektorraum Lo die Dimension 1, fexp � Ag ist eine Basis.2. Bestimme eine L�osung xp der inhomogenen DGl _x = a(t)x + b(t).In einfachen F�allen l�a�t sich ein xp erraten. (z.B.: _x = tx+ t ; xp(t) = �1).In jedem Fall f�uhrt folgender Ansatz zum Ziel:xp(t) = u(t) exp (A(t)): (1.10)u(�) steht an Stelle der Konstanten in (1.9) (Variation der Konstanten) und ist so zubestimmen, da� xp die inhomogene DGl l�ost:_xp = _u exp (A) + u exp (A) _A != a u exp (A) + b:Wegen _A = a bleibt_u = exp (�A) b ;u folgt durch Integration: u(t) = R exp (�A(t)) b(t) dt; undxp(t) = exp (A(t)) Z exp (�A(t)) b(t) dtist eine L�osung der inhomogenen DGl (Probe!).Somit ist jede L�osung der DGl (1.8) von der Formx(t) = C exp (A(t)) + exp (A(t)) Z t� exp (�A(s)) b(s) ds ; C 2 R; (1.11)wobei � 2 I eine beliebig gew�ahlte, feste Integrationsgrenze ist. L ist die Menge aller Funk-tionen (1.11).Eine L�osung des Anfangswertproblems zu gegebenem (�; �) 2 I �R mu� unter diesen Funk-tionen durch Wahl einer passenden Konstanten C gesucht werden:x(�) = C exp (A(�)) + exp (A(�)) Z �� exp (�A(s)) b(s) ds != �:Diese Forderung legt C eindeutig fest, und es folgt mit A(t) := R t� a(s) ds'(t) = �exp (A(t)) + Z t� exp (A(t)� A(s)) b(s) ds= exp (A(t))[� + Z t� exp (�A(s)) b(s) ds] (1.12)



12als einzige, auf ganz I erkl�arte L�osung des Anfangswertproblems, (1.12) ist eine bis auf zweiQuadraturen explizite Darstellung der L�osung.Da� die L�osungen (1.12) auf dem ganzen Intervall I de�niert sind, bedeutet insbesonde-re, da� bei linearen DGln die L�osungen keine "Explosionsph�anomene\ (wie in den Beispielen1.10 und 1.11) aufweisen. Trotzdem brauchen die L�osungen, falls I o�en ist, nat�urlich nichtbeschr�ankt zu sein.Anhand der DGl (1.8) oder mittels der L�osungsformel (1.12) lassen sich (insbesondere f�urAnwendungen relevante) Fragen wie die folgenden kl�aren.Unter welchen Bedingungen f�ur a(�) und b(�) besitzt die DGl (1.8) beschr�ankte L�osungen /nur beschr�ankte L�osungen?Seien a(�) und b(�) auf I = R periodische Funktionen. Unter welchen Bedingungen f�ur a(�)und b(�) gibt es periodische L�osungen/sind alle L�osungen periodisch?1.4.3 Transformation auf elementare TypenManchen DGln _x = f(t; x) l�a�t sich durch eine passende Transformation z = Z(t; x) eineelementare DGl _z = g(t; z) so zuordnen, da�, zumindest lokal, die L�osungen der beiden DGlneineindeutig einander zugeordnet sind. Dann lassen sich (lokal) L�osungen der originalen DGldurch die inverse Transformation x = X(t; z) aus den bekannten L�osungen der elementarenDGl konstruieren. Dieses Vorgehen soll hier nur an einigen charakteristischen Beispielendemonstriert werden.Beispiel 1.15 (�Ahnlichkeitsdi�erentialgleichung)Mit gegebener Funktion h 2 Co((c; d);R) soll die DGl_x = h�xt � ; xt 2 (c; d) ; t > 0; (1.13)betrachtet werden. Das De�nitionsgebiet G ist ein "Keil\ in der rechten (t; x)-Halbebene,G = f(t; x) j ct < x < dt ; t > 0g:Transformation: z = xt bzw. x = tz .Ist x(�) L�osung von (1.13), dann ist _x = z + t _z = h(z) , d.h., z(�) : t 7! x(t)t gen�ugt der DGlmit getrennten Ver�anderlichen_z = 1t (h(z)� z): (1.14)Umgekehrt ist mit jeder L�osung z(�) von (1.14) x(�) : t 7! tz(t) L�osung von (1.13). �Beispiel 1.16 (Bernoullische DGl)Mit zwei gegebenen Funktionen a(�); b(�) 2 Co(I;R) und � 2 R n f0; 1g wird die DGl_x = a(t)x + b(t)x� ; t 2 I ; x > 0; (1.15)



KAPITEL 1. DIE DGL ERSTER ORDNUNG 13betrachtet. F�ur � = 0 oder � = 1 ist die DGl linear, f�ur beliebiges � 2 R ist x� nur f�urpositives x erkl�art.Die Transformation z = x1�� �uberf�uhrt (1.15) in die lineare DGl_z = (1� �)(a(t)z + b(t)): (1.16)Deren L�osungen sind durch (1.11) gegeben und auf ganz I de�niert. Die R�ucktransformationx= z1=1�� erfordert die Einschr�ankung auf solche Teilintervalle I 0 � I , auf denen z(t) > 0ist. �Beispiel 1.17 (Riccatische DGl)Mit drei gegebenen Funktionen a(�); b(�); c(�) 2 Co(I;R) wird die DGl_x = a(t)x2 + b(t)x + c(t) ; (t; x) 2 I � R; (1.17)betrachtet. Es sei eine L�osung '(�) auf Io � I bekannt. Die Transformation z = 1x�'(t) bzw.x = 1z + '(t) �uberf�uhrt die DGl in die lineare DGl_z = �[2'(t)a(t) + b(t)]z � a(t) ; (t; z) 2 Io � R; (1.18)deren L�osungen auf Io sich wieder durch (1.11) bestimmen. Die R�ucktransformation verlangtdie Beschr�ankung auf Teilintervalle I 0o � Io , auf denen z(t) 6= 0 ist. �Bemerkung Die DGl _x = x(1 � x) von Beispiel 1.10 ist vom Riccati-Typ. Zur Transfor-mation auf eine lineare DGl empfehlen sich die speziellen L�osungen '(t) = 0 oder '(t) = 1:�



Kapitel 2Existenz und Unit�at der L�osungenL�osungen von DGln wurden in den vorangegangenen Beispielen durch �Uberlegungen be-stimmt, die unmittelbar mit der analytischen Struktur der rechten Seite der DGl verbundenwaren. Die eindeutige L�osbarkeit von Anfangswertaufgaben wurde anhand der (bis auf Qua-draturen) explizit vorliegenden L�osungen diskutiert.Existenz- und Unit�atsfragen m�ussen notwendigerweise am Anfang einer Theorie der DGlnstehen. Zumindest mu� durch Angabe hinreichender Bedingungen die Existenz und Unit�atder L�osungen abgesichert werden. Dies wird sich durch die Reduktion des Anfangswertpro-blems auf eine Integralgleichung und Anwendung eines allgemeinen Fixpunktsatzes erreichenlassen.Ein hier nicht behandelter Satz von Peano sichert die Existenz von L�osungen des Anfangs-wertproblems bei stetiger rechter Seite der DGl (die Generalvoraussetzung in De�nition 1.1),die Unit�at bleibt dabei o�en (die behandelten Beispiele best�atigen diesen Sachverhalt).2.1 Das Anfangswertproblem als IntegralgleichungWir betrachten das allgemeine Anfangswertproblem in Rn ;_x = f(t; x) ; (t; x) 2 G � Rn+1 ; x(�) = �; (2.1)mit gegebener rechter Seite f 2 Co(G;Rn) . Ist ' 2 C1(I;Rn) eine L�osung von (2.1), danngilt 8 t 2 I _'(t) = f(t; '(t)) und '(�) = �. Integration liefert R t� _'(s)ds = '(t)� '(�) =R t� f(s; '(s))ds, also gilt8 t 2 I '(t) = � + Z t� f(s; '(s))ds ; (2.2)d.h., die L�osung ' gen�ugt einer Integralgleichung.Die Gleichung (2.2) ist schon f�ur stetige Funktionen ' sinnvoll. Sei ' eine auf einem IntervallI mit � 2 I stetige Funktion, ' 2 Co(I;Rn); sei graph' � G; und es gelte (2.2). Dann folgtf�ur t = � sofort '(�) = �. Auf Grund der Stetigkeit des Integranden f(�; '(�)) ist die rechteSeite von (2.2) nach t di�erenzierbar, also ist auch die linke Seite, '(�); di�erenzierbar, unddie Di�erentiation ergibt _'(t) = f(t; '(t)) f�ur alle t 2 I. (Ist t 2 I ein Randpunkt von I,dann ist unter _'(t) nat�urlich die entsprechende einseitige Ableitung zu verstehen.) Damit14



KAPITEL 2. EXISTENZ UND UNIT�AT DER L�OSUNGEN 15ist auch _' stetig, und ' ist auf I L�osung des Anfangswertproblems (2.1).Somit giltSatz 2.1 Die L�osungen ' des Anfangswertproblems (2.1) sind genau die stetigen L�osungender Integralgleichungx(t) = � + Z t� f(s; x(s))ds : (2.3)�Bemerkung (2.3) ist eine Volterrasche Integralgleichung 2. Art (Volterra-Typ: die gesuchteFunktion x tritt im Integranden eines Integrals mit variabler Grenze auf; 2. Art: x tritt auchau�erhalb des Integrals auf). Die Herleitung zeigt, da� wegen der Stetigkeit von f jede stetigeL�osung von (2.3) automatisch sogar stetig di�erenzierbar ist. (2.3) ist eine Integralgleichungim Rn ; in Koordinaten x = (x1; :::; xn)T ; f = (f 1; :::; fn)T hei�t dasxi(t) = �i + Z t� f i(s; x1(s); :::; xn(s))ds ; i = 1; :::; n ; (2.4)und (2.4) kann als ein System gekoppelter Integralgleichungen in R1 aufgefa�t werden. �Die L�osbarkeit der Anfangswertaufgabe l�a�t sich an der Integralgleichung (2.3) diskutieren.Diese Untersuchungen verlaufen nach folgendem Programm:Bei fest vorgegebenem (�; �) wird durch die Zuordnungx(�) 7! y(�) : y(t) := � + Z t� f(s; x(s))dsein Operator T de�niert, der jede stetige Funktion x(�) auf eine stetige (sogar stetig di�eren-zierbare) Funktion y(�) abbildet (gewisse Feinheiten bez�uglich der De�nitionsbereiche sinddabei zu beachten): T j Co ! Co : y = Tx: Eine L�osung der Integralgleichung erscheint da-mit als ein Fixelement von T : x = Tx: Fixpunkts�atze sind Aussagen �uber die Existenz vonFixpunkten von Abbildungen. Der Fixpunktsatz von Banach gibt hinreichende Bedingungendaf�ur, da� ein Operator genau einen Fixpunkt besitzt. Da T durch die Funktion f bestimmtist, werden wir solche Eigenschaften von f herausarbeiten, die f�ur T diese gew�unschte Ei-genschaft garantieren. Diese Eigenschaften von f sind dann hinreichend daf�ur, da� das An-fangswertproblem (2.1) genau eine L�osung besitzt (Existenz- und Unit�atssatz). Nat�urlichh�angen der Operator T und sein Fixelement auch von dem gew�ahlten Anfangspunkt (�; �)ab. Aussagen dar�uber, wie das Fixelement (die L�osung des Anfangswertproblems) von (�; �)abh�angt, werden sich als grundlegend f�ur die qualitative Theorie der DGln erweisen. Einerster Schritt zu solchen Aussagen besteht darin, da� (�; �) in einer Umgebung eines festenPunktes (�o; �o) als beliebig w�ahlbar zugelassen wird. Damit h�angt der Operator vom Para-meter (�; �) ab, T(�;�); und die Fixpunktuntersuchungen beziehen sich auf eine Familie vonOperatoren.



162.2 Der Fixpunktsatz von BanachUm Nichtmathematikern das Verst�andnis des Folgenden zu erleichtern, sollen einige erfor-derliche Grundbegri�e vorangestellt werden.Ein metrischer Raum ist eine Menge X, zusammen mit einer Abbildung % j X � X ! R,die folgende Eigenschaften besitzt:(i) 8 x; y 2 X %(x; y) � 0 ; %(x; y) = 0() x = y (positive De�nitheit).(ii) 8 x; y 2 X %(x; y) = %(y; x) (Symmetrie):(iii) 8 x; y; z 2 X %(x; y) � %(x; z) + %(z; y) (Dreiecksungleichung).Eine solche Funktion % hei�t Metrik auf X; %(x; y) Abstand der Elemente x und y.Beispiel 2.21) R mit dem Standardabstand %(x; y) :=j x� y j :2) Rn mit der euklidischen Metrik %(x; y) := (Pni=1(xi�yi)2 )1=2 oder der Maximummetrik%(x; y) := maxfj xi � yi j; i = 1; :::; ng.3) Co[a; b] (Menge der stetigen Funktionen [a; b]! R)mit der Maximummetrik %(x; y) := maxfj x(t)� y(t) j ; t 2 [a; b]g: �Die o�ene (abgeschlossene) Kugel im metrischen Raum (X; %) mit dem Mittelpunkt xo 2 Xund dem Radius r > 0 ist die Menge aller x 2 X; deren Abstand von xo kleiner (nicht gr�o�er)als r ist: K(xo; r) = fx 2 X j %(x; xo) < rg, (K�(xo; r) = fx 2 X j %(x; xo) � rg).Eine Folge (x�)�2N �X hei�t konvergent, falls es ein Element x 2 X gibt, so da� %(x� ; x)! 0f�ur � !1:Eine Folge (x�) � X hei�t Cauchy-Folge, falls 8 " > 0 9 n 2 N 8 �; � � n %(x�; x�) < ":Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.Der metrische Raum (X; %) hei�t vollst�andiger metrischer Raum, falls jede Cauchy-Folgekonvergiert. Ist (X; %) vollst�andig und A � X eine abgeschlossene Menge, dann ist (A; %)ebenfalls ein vollst�andiger metrischer Raum.Die obigen Beispiele sind vollst�andige metrische R�aume. Ihre Grundmengen sind lineareR�aume (Vektorr�aume) �uber dem K�orper der reellen Zahlen. In diesen Beispielen gilt f�urden Abstand %(x; 0) eines Elementes vom Nullelement: %(x � y; 0) = %(x; y) ; 8 � 2 R%(�x; 0) =j� j %(x; 0):kxk:= %(x; 0) hei�t dann Norm von x:Eine Teilmenge A � X eines metrischen Raumes hei�t kompakt, wenn jede Folge in A eine inA konvergente Teilfolge enth�alt. A � Rn (mit einer der in Beispiel 2.2 angegebenen Metriken)ist kompakt genau dann, wenn A beschr�ankt und abgeschlossen ist.Eine Abbildung F eines metrischen Raumes (X; %) in einen metrischen Raum (Y; %0) hei�tstetig, falls zu jedem xo 2 X und zu jedem " > 0 ein � > 0 existiert, so da� %(x; xo) < � )%0(F (x); F (xo)) < ":



KAPITEL 2. EXISTENZ UND UNIT�AT DER L�OSUNGEN 17Satz 2.3 (Der Fixpunktsatz von Banach f�ur eine Familie von Operatoren)Gegeben seien(i) ein vollst�andiger metrischer Raum (X; %);(ii) ein metrischer Raum (P; %0);(iii) eine Familie von Operatoren fTp j p 2 Pg : Tp j X ! X.Folgende Voraussetzungen seien erf�ullt:V1: Die Operatoren Tp sind gleichgradig kontraktiv, d.h.9 � 2 (0; 1) 8 p 2 P 8 x1; x2 2 X %(Tpx1;Tpx2) � � �% (x1; x2)(gleichgradig: � h�angt nicht von p ab).V2: Die Operatoren der Familie h�angen in folgendem Sinn stetig von p ab: ist z(p; x) :=Tpx; dann ist z(�; x) j P ! X f�ur jedes x 2 X stetig auf P:V3: P ist kompakt.Dann gelten die folgenden Aussagen:1. Jeder Operator Tp; p 2 P; hat genau einen Fixpunkt, x�(p):2. Die rekursiv de�nierte Folge (x�(p)) � X : xo 2 X beliebig gew�ahlt, x�(p) := Tpx��1(p),konvergiert f�ur jedes p 2 P gegen den Fixpunkt: x�(p) %! x�(p); � !1:(Sukzessive Approximation des Fixpunktes).Dabei gilt die apriori-Fehlerabsch�atzung %(x�; x�) � ��1��%(x1; xo):3. Die Konvergenz x�(p) %! x�(p) ist auf P gleichm�a�ig, x�(�) ist auf P stetig. �Bemerkung Die Gleichm�a�igkeit der Konvergenz unter 3. bedeutet: 8 " > 0 9 n 2 N8 p 2 P 8 � � n %(x�(p); x�(p)) < " (n h�angt also nur von "; nicht von p ab!). �2.3 Der Existenz- und Unit�atssatz von Picard undLindel�ofZur Vereinfachung werden wir die Herleitung dieses Satzes f�ur DGln im R1 vornehmen undanschlie�end die erforderlichen formalen �Anderungen angeben, mit denen f�ur DGln im Rnw�ortlich die gleiche Schlu�kette vorliegen w�urde. Au�erdem sollen die simultan zu betrach-tenden Anfangswertprobleme alle dieselbe Anfangszeit �o besitzen und nur der Anfangswert� beliebig aus der Nachbarschaft eines festen Wertes �o zugelassen sein.Somit werden die Anfangswertprobleme_x = f(t; x); (t; x) � G � R2 ; x(�o) = �und die zugeh�origen IntegraloperatorenT� j Co ! Co : (T�x)(t) := � + Z t�o f(s; x(s))dsbetrachtet. F�ur f 2 Co(G;R) werden schrittweise solche Bedingungen formuliert, unterdenen die Operatoren T� die Voraussetzungen des Satzes 2.3 erf�ullen.



18I) Da G � R2 eine o�ene Menge ist, gibt es zum beliebig �xierten Punkt (�o; �o) 2 G zweiZahlen a > 0 und r > 0; so da� der zweidimensionale abgeschlossene QuaderQa := [�o � a; �o + a]� [�o � r; �o + r]ganz in G liegt. Mit einem beliebigen � 2 (0; a); �uber das noch verf�ugt wird, ist dannQ� � Qa � G:
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Fig.2.1Es sei Co := Co([�o � �; �o + �];R) mit der Maximummetrik % ausgestattet (vollst�andigermetrischer Raum!). Es sei 'o die konstante Funktion 'o(t) = �o; und ' sei ein beliebigesElement der Kugel K�('o; r) � Co (d.h. ' 2 Co und graph ' � Q�).Als abgeschlossene Teilmenge des vollst�andigen metrischen Raumes Co ist K�('o; r); ausge-stattet mit der Maximummetrik, selbst ein vollst�andiger metrischer Raum.Die durch den Operator T� vermittelte Abbildung T� j K�('o; r) ! Co wird im allgemei-nen keine Selbstabbildung von K�('o; r) sein, denn zu beliebigem ' 2 K�('o; r) wird derGraph des Bildes T�' nicht unbedingt in Q� liegen. Figur 2.1 l�a�t aber vermuten, da� diesergew�unschte Sachverhalt vorliegt, wenn � nicht zu fern von �o und � hinreichend klein ist.II) Da f stetig ist, existiert maxQa j f(t; x) j=:M: Damit ist auch8 � 2 (0; a) 8 (t; x) 2 Q� j f(t; x) j�M:Zu beliebig gew�ahltem r0 2 (0; r) und � 2 [ �o � r0; �o + r0 ] ist dann wegen graph ' � Q�%(T�'; 'o) = maxjt��oj �� j � + Z t�o f(s; '(s))ds� �o j� j � � �o j + maxjt��oj �� j Z t�o j f(s; '(s)) j ds j� r0 + �M:Also ist %(T�'; 'o) � r; wenn nur � � r�r0M gew�ahlt wird, und das hei�tT� j K�('o; r)! K�('o; r);



KAPITEL 2. EXISTENZ UND UNIT�AT DER L�OSUNGEN 19T� ist eine Selbstabbildung des vollst�andigen metrischen Raumes K�('o; r):III) Nun mu� noch durch eine zus�atzliche Forderung an f die Kontraktivit�at von T� gew�ahr-leistet werden. Mit zwei beliebigen Funktionen '1; '2 2 K�('o; r) ist%(T� '1;T� '2) � maxjt��oj�� j Z t�o j f(s; '1(s))� f(s; '2(s)) j ds j ; (2.5)und T� ist mit Sicherheit dann eine Kontraktion, wenn die rechte Seite dieser Ungleichungangebbar kleiner als %('1; '2) ist. Da, mit i = 1; 2; (s; 'i(s)) 2 graph 'i � Q� � Qa ist,gen�ugt daf�ur die Voraussetzung(V) Die Funktionen f(t; �) seien auf Qa gleichgradig Lipschitz-stetig, d.h.,9 L > 0 8(t; x1); (t; x2) 2 Qa j f(t; x1)� f(t; x2) j � L j x1 � x2 j :Dann l�a�t sich die Absch�atzung 2.5 fortsetzen,%(T� '1;T� '2) � maxjt��oj�� j Z t�o L j '1(s)� '2(s) j ds j� maxjt��oj�� j Z t�o L %('1; '2)ds j= � L %('1; '2):Wird � < 1L gew�ahlt, dann ist %(T� '1;T� '2) < �%('1; '2); � := �L < 1; und das hei�t,da� die Operatoren T� kontraktiv sind. Die Gleichgradigkeit der Kontraktivit�at bez�uglich �ist gew�ahrleistet, da � von � unabh�angig ist.Die Beschr�anktheitskonstanteM und die Lipschitzkonstante L f�ur f wurden f�ur den "gro�en\Quader Qa eingef�uhrt. Somit sind sie auch f�ur jeden Quader Q� � Qa brauchbar und von �unabh�angig.IV) Die Voraussetzungen V 2; V 3 des Satzes 2.3 sind schnell �uberpr�uft:Der Parameterraum � = [�o � r0; �o + r0] ist kompakt, und f�ur jedes ' 2 K�('o; r) und alle�; �0 2 � ist%(T� ';T�0 ') = maxjt��oj�� j � � �0 j=j � � �0 jund damit � 7! T� ' stetig auf �:Zwischenergebnis: Wird � so gew�ahlt, da� 0 < � < minfa; r�r0M ; 1Lg; dann gen�ugen dieIntegraloperatoren T� den Voraussetzungen 1; 2; 3 des Satzes von Banach (wobei hier kon-kret X = K�('o; r) � Co; P = � = [ �o � r0; �o + r0 ] � R). Damit besitzt jeder Operator T�genau einen Fixpunkt x�(�) 2 Co; der stetig von � abh�angt. Das bedeutet gem�a� Satz 2.1,da� jedes Anfangswertproblem_x = f(t; x); x(�o) = �; � 2 [ �o � r0; �o + r0 ]genau eine L�osung '(�; �o; �) 2 C1( [ �o � �; �o + � ];R) � Co besitzt, die ebenfalls stetig von� abh�angt. Dann ist sogar '(�; �o; �) stetig: (der K�urze wegen sei '(t; �o; �) =: '(t; �))j '(t; �)� '(t0; �0) j � j '(t; �)� '(t; �0) j + j '(t; �0)� '(t0; �0) j� k '(�; �)� '(�; �0) kCo + j '(t; �0)� '(t0; �0) j :



20Zu gegebenem " > 0 gibt es nach Satz 2.3, 3. ein �1 > 0; so da� k '(�; �)� '(�; �0) kCo < "falls j � � �0 j< �1 (Stetigkeit des Fixelementes x�(�)) und ein �2(�0) > 0; so da�j '(t; �0)� '(t0; �0) j< " falls j t� t0 j< �2 (Stetigkeit von '(�; �0)). Also istj '(t; �)� '(t0; �0) j< 2"; sobald j t� t0 j + j � � �0 j< �(�0) := �1 + �2(�0).Bemerkung Formale Ab�anderungen f�ur n > 1 sind die folgenden.x = (x1; :::; xn) 2 Rn ; f = (f 1; :::; fn)T 2 Co(G;Rn); G � Rn+1 :Qa = [ �o � a; �o + a ]� [ �1o � r; �1o + r ]� ::: � [ �no � r; �no + r ] � G:Co = Co([ �o��; �o+� ];Rn) mit der Metrik %(';  ) = maxi=1;::;n maxjt��oj �� j 'i(t)� i(t) j :Lipschitz-Bedingung: k f(t; x1) � f(t; x2) k� L k x1 � x2 k mit der Maximum-Norm desRn : k x1 � x2 k= maxi=1;::;n j xi1 � xi2 j : �Aus den vorangegangenen �Uberlegungen folgt unmittelbarSatz 2.4 (Satz von Picard und Lindel�of)Sei G � Rn+1 das Grundgebiet der DGl _x = f(t; x), f 2 C0(G;Rn).(�o; �o) sei ein fest gew�ahlter Punkt von G, Qa;r ein in G liegender abgeschlossener Quadermit (�o; �o) als Mittelpunkt, Qa;r = f(t; x) :j t� �o j � a; k � � �o k � rg � G.f(t; �) sei auf Qa;r gleichgradig Lipschitz-stetig, d.h.,9L > 0 8(t; x1); (t; x2) 2 Qa;r k f(t; x1)� f(t; x2) k� L k x1 � x2 k :Dann gilt f�ur 0 < r0 < r; 0 < � < minfa; r�r0M ; 1Lg, mit M = max(t;x)2Qa;r k f(t; x) k :(i) Jedes Anfangswertproblem _x = f(t; x); (t; x) 2 G; x(�o) = �; k � � �o k � r0 besitztgenau eine L�osung '(�; �o; �) 2 C1 ([�o � �; �o + �];Rn);(ii) '(�; �o; �) ist stetig auf Q�;r0;(iii) die Iteration'k+1(t; �o; �) := � + Z t�o f(s; 'k(s; �o; �))ds; k 2 N ; 'o beliebig; (2.6)konvergiert gleichm�a�ig auf Q�;r0 gegen die L�osung ' (sukzessive Approximation). �Folgerung F�ur die Anfangswertprobleme mit x(�) = �; j � � �o j � �; k � � �o k � r0gelten analoge Aussagen:(a) Es existiert genau eine L�osung '(�; �; �) auf [�o � �; �o + �];(b) '(�; �; �) ist stetig. �Beweis Zur Herleitung dieser Aussagen ist die Operatorenfamilie fT�;� : j � � �o j � �,k � � �o k � r0g ; (T�;�')(t) := � + R t� f(s; '(s))ds zu verwenden, beweistechnisch ist � <minfa; r�r0M ; 12Lg erforderlich. �Der Kern des Satzes 2.4 ist die zweite Voraussetzung, die von f bez�uglich x mehr als nurStetigkeit (aber weniger als Di�erenzierbarkeit) fordert: f(t; �) soll lokal (auf dem QuaderQa;r) beschr�ankte Di�erenzenquotienten haben.Demzufolge mu� die Nicht-Unit�at im Beispiel 1.12 nicht verwundern, denn f : (t; x) 7!2qj x j ist bei x = 0 nur (einseitig) uneigentlich di�erenzierbar und damit nicht Lipschitz-stetig.



KAPITEL 2. EXISTENZ UND UNIT�AT DER L�OSUNGEN 21Andererseits zeigt das Beispiel der DGl _x = f(t; x) im R1 mitf(t; x) := ( 0; x = 0qj x j sin �x ; x 6= 0 ;da� die Lipschitzstetigkeit tats�achlich nur hinreichend f�ur die Unit�at ist: sie ist im vorliegen-den Beispiel bei x = 0 verletzt, trotzdem ist jedes Anfangswertproblem eindeutig l�osbar. (DieDGl ist vom Typ der getrennten Ver�anderlichen und kann gem�a� Abschnitt 1.4.1 untersuchtwerden: spezielle L�osungen sind 'o(t) = 0; 'k(t) = 1k ; k 2 Z; jede andere L�osung existiertebenfalls auf ganz R.)Gibt es zu jedem Punkt (�o; �o) 2 G eine solche Quaderumgebung Qa;r � G; auf der f(t; �)gleichgradig Lipschitz-stetig ist, dann soll f auf G lokal gleichgradig Lipschitz-stetig bez�uglichx genannt werden.Daraus ergibt sich die folgende globale Eigenschaft von f:Lemma 2.5 f sei auf G stetig und lokal gleichgradig Lipschitz-stetig bez�uglich x: Danngen�ugt f auf jedem Kompaktum A � G einer Lipschitz-Bedingung mit fester Lipschitz-Konstanten, d.h.,9 L� > 0 8 (t; x1); (t; x2) 2 A k f(t; x1)� f(t; x2) k� L� k x1 � x2 k : �(Beweis s. [6].)Eine praktikable hinreichende Bedingung f�ur lokale Lipschitz-Stetigkeit ist die bez�uglich xstetige partielle Di�erenzierbarkeit. Wie �ublich, bezeichne Dxf die Jacobimatrix (f i;xj )n�nund k Dxf k die zur Maximum-Norm des Rn kompatible Matrixnormk Dxf k:= maxi=1;:::;n nXj=1 j f i;xj j :Lemma 2.6 (Hinreichende Bedingung f�ur Lipschitz-Stetigkeit)Ist f 2 Co(G;Rn) und Dxf 2 Co(G;Rn�n); dann ist f(t; �) auf G lokal gleichgradig Lipschitz-stetig.Beweis Zu jedem (�o; �o) 2 G gibt es einen kompakten Quader Qa;r � G: Infolge derStetigkeit gilt: 9 K > 0 8(t; x) 2 Qa;r j f i;xj (t; x) j � k Dxf(t; x) k � K: Da Qa;r konvex ist,gilt koordinatenweise der Mittelwertsatz (vgl. Fig. 2.2)j f i(t; x1)� f i(t; x2) j = j Pnj=1 f;ixj (t; x1 + #i(x2 � x1))(xj1 � xj2) j� Pnj=1 j f;ixj (:::) j � k x1 � x2 k� K k x1 � x2 k :
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Fig.2.2K ist eine von t unabh�angige Lipschitzkonstante f�ur f auf Qa;r: �Damit ergibt sich die f�ur die meisten praktischen Belange ausreichende und f�ur eine ange-strebte abgerundete Theorie erforderliche k�urzere Fassung des Satzes von Picard und Lin-del�of.Satz 2.7 Ist f auf G � Rn+1 stetig und bez�uglich x stetig partiell di�erenzierbar, dannbesitzt jedes Anfangswertproblem _x = f(t; x); x(�) = �; lokal genau eine L�osung. �Bemerkung "Lokal\ bezieht sich dabei auf das in Satz 2.4 angegebene Intervall [�o��; �o+�]: Ob sich die auf diesem Intervall gesicherte eindeutige L�osung auf ein gr�o�eres Intervalleindeutig fortsetzen l�a�t, wird Gegenstand der folgenden Untersuchungen sein. �2.4 Folgerungen aus dem Satz von Picard und Lin-del�ofSatz 2.4 gibt lokale Existenz- und Unit�atsaussagen: Unter den angegebenen Voraussetzungenhat das Anfangswertproblem _x = f(t; x), x(�o) = �o, zu festem (�o; �o) genau eine L�osung,die mindestens auf dem Intervall [�o��; �o+�] existiert (� ist beweistechnisch bedingt undkann klein sein), und die L�osungen der Anfangswertprobleme zu (�; �) aus einer Umgebungvon (�o; �o) sind ebenfalls mindestens auf diesem gemeinsamen Intervall de�niert.Die lokale Unit�at der L�osungen impliziert sofort eine globale Unit�at der L�osungen: Integral-kurven k�onnen sich in G nicht schneiden oder verzweigen! Denn anderenfalls w�urden zu demim Inneren von G liegenden Schnitt- oder Verzweigungspunkt (�; �) doch zwei verschiedeneL�osungen geh�oren.Eine globale Existenzaussage (die L�osung zu (�; �) existiert auf beliebig vorgegebenem Imit � 2 I) ist auch unter sch�arferen Glattheitsforderungen an f nicht erzielbar (vgl. etwaBeispiel 1.11, in dem f beliebig oft di�erenzierbar und sogar analytisch ist). Das gelingt nurunter starken Wachstumsrestriktionen f�ur f (Abschnitt 2.5). Es gilt jedoch



KAPITEL 2. EXISTENZ UND UNIT�AT DER L�OSUNGEN 23Satz 2.8 (Satz �uber das Maximalintervall)Unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard und Lindel�of existiert zu jedem (�; �) 2 Gein eindeutig bestimmtes o�enes Intervall I(�; �) := (a(�; �); b(�; �)) mit folgenden Eigen-schaften:(i) �1 � a(�; �) < � < b(�; �) � +1;(ii) das Anfangswertproblem (2.1) besitzt genau eine L�osung '(�; �; �) auf I(�; �), f�ur dienat�urlich '(� ; �; �) = � ist;(iii) ist x(�) eine L�osung des Anfangswertproblems (2.1) auf einem Intervall I mit � 2 I,dann ist I � I(�; �), und x(�) ist die Einschr�ankung '(�; �; �) jI auf dieses Teilintervall.Beweis Seien I1 und I2 zwei o�ene, � enthaltende Intervalle, auf denen x1(�) bzw. x2(�)L�osungen des Anfangswertproblems (2.1) sind. Wegen der globalen Unit�at der L�osungenm�ussen x1 und x2 auf dem o�enen Intervall I1 \ I2 zusammenfallen: 8 t 2 I1 \ I2 x1(t) =x2(t):Nun sei Imax die Vereinigung aller solcher Intervalle I�; � 2 � (Indexmenge),Imax := [�2� I� : I� o�en; 9 L�osung x�(�) auf I�:Dann existiert eine eindeutig bestimmte L�osung '(�) auf Imax; die folgenderma�en konstruiertwerden kann: Zu beliebigen t 2 Imax existiert ein I� � Imax; so da� t; � 2 I� und x�(�)L�osung auf I� ist. Dann sei '(t) := x�(t); das ist aber unabh�angig von �; denn nach derVor�uberlegung ist auch '(t) = x�0(t) f�ur alle �0 2 � mit t 2 I�0:Imax ist nach De�nition eindeutig bestimmt und ist als Vereinigung o�ener Intervalle selbstein o�enes Intervall. �Vereinbarung Imax =: I(�; �) hei�t das Maximalintervall der L�osung zum Anfangspunkt(�; �): Unter '(�; �; �) soll stets die L�osung auf dem Maximalintervall I(�; �) verstanden wer-den.Im Abschnitt 1.4 wurden tats�achlich L�osungen auf Maximalintervallen bestimmt. Die durch-gerechneten Beispiele sollten nochmals unter diesem Gesichtspunkt betrachtet werden.Die zun�achst merkw�urdige Tatsache, da� jede L�osung '(�; �; �) ihr eigenes, m�oglicherweisekleines, De�nitionsintervall I(�; �) besitzt, verdient eine n�ahere Betrachtung. Es ist unmit-telbar klar, da� jede L�osung ' h�ochstens auf dem o�enen Intervall I� de�niert sein kann,welches durch Projektion p : (t; x) 7! t des Gebietes G auf die t-Achse entsteht, I� = p(G);denn es ist ja graph ' � G; somit p(graph ') � I�:Per De�nition l�a�t sich '(�; �; �) nicht �uber den Rand von I(�; �) = (a(�; �); b(�; �)) hinausfortsetzen. Das ist einsichtig, falls I(�; �) = I� oder, wie in Beispielen des Abschnitts 1.4, dieL�osung bei a und/oder b eine Unendlichkeitsstelle besitzt. O�ensichtlich ist es nicht m�oglich,da� '(�; �; �) z.B. bei b(�; �) einen Grenzwert besitzt, '(b� 0; �; �) =: xo; und (b; xo) 2 G ist;denn dann g�abe es nach Satz 2.4 eine L�osung '(�; b; xo) auf einem Intervall I� = [b��; b+�];die wegen der Unit�at auf [b� �; b) mit '(�; �; �) zusammenf�allt, so da� die L�osung zum An-fangspunkt (�; �) schlie�lich auf I(�; �)[ I� erkl�art und I(�; �) nicht Maximalintervall w�are.



24Eine Integralkurve kann somit nicht in einem inneren Punkt von G enden. Weitere Untersu-chungen zeigen, da� auch bei "wildem\ Verhalten am Rand von I Integralkurven dem Randvon G stets beliebig nahe kommen.Die folgenden Begri�e und S�atze kl�aren diesen Sachverhalt, Beweise �nden sich in [6].De�nition 2.9 Auf dem Intervall I = (a; b) � R sei eine Funktion h j I ! Rn gegeben.Ein Punkt x 2 Rn hei�t (linksseitiger) Grenzpunkt von h, falls in I eine (monotone) Folge(t�) mit t� ! b derart existiert, da� h(t�)! x; � !1:Die Menge 
b := fx 2 Rn j x Grenzpunkt von hg hei�t Grenzmenge von h. (AnalogeDe�nition f�ur den Randpunkt a.)Ist x 2 
b; dann ist (b; x) = lim�!1(t�; h(t�)) und (t� ; h(t�)) 2 graph h: Da b =2 I; ergibtsich daraus dieFolgerung Es ist x 2 
b genau dann, wenn (b; x) ein H�aufungspunkt von graph h ist, dernicht Element von graph h ist. �Beispiel 2.10 .1) 9 limt!b�0 h(t) =: �x 2 Rn ) 
b = f�xg:2) (n = 1); h(t) = sin 1t ; t 2 (0; 1) : 
o = [�1; 1]; 
1 = fsin 1g:3) (n = 1); h(t) = 1t sin 1t ; t 2 (�1; 0) : 
o = R4) (n = 1); h(t) = 1t ; t > 0 : 
o = ;; 
1 = f0g:5) (n = 1); h(t) = ( 1; t rational0; sonst ; t 2 (0; 1) : 
1 = f0; 1g: �Bezeichnet cl den Abschlu� (closure) einer Menge, cl A = A [ fH�aufungspunkte von Ag;dann hat eine Grenzmenge die folgende Darstellung (die an den Beispielen �uberpr�uft werdensollte):
b = \a<T<b clfh(t) j T � t < bg: (2.7)F�ur Grenzmengen gilt der folgendeSatz 2.11 Die Grenzmenge 
b besitzt folgende Eigenschaften:(i) Entweder ist 
b 6= ; oder limt!b�0 k h(t) k= +1:(ii) 
b ist eine abgeschlossene Teilmenge des Rn :(iii) Ist h(�) beschr�ankt, dann ist 
b 6= ; und kompakt.(iv) Ist h(�) beschr�ankt und stetig, dann ist 
b au�erdem eine zusammenh�angende Menge,und es ist limt!b�0 %(h(t);
b) = 0 (
b ist attraktiv):Bemerkung Abstand Punkt-Menge: %(x;
) = inff%(x; y) j y 2 
g: �



KAPITEL 2. EXISTENZ UND UNIT�AT DER L�OSUNGEN 25Dieser Satz gilt nat�urlich gleicherma�en f�ur die Grenzmengen von L�osungen einer DGl. Inder DGl _x = f(t; x); (t; x) 2 G � Rn+1 ; gen�uge f den Voraussetzungen des Satzes vonPicard und Lindel�of. Es sei I = (a; b) das Maximalintervall einer L�osung '(�) dieser DGl,und es sei b < +1: Entweder ist limt!b�0 k '(t) k= +1; (was h�ochstens dann auftretenkann, wenn G entsprechend unbeschr�ankt ist) - dann hei�t b endliche Entweichzeit oderExplosionszeit dieser L�osung - oder '(�) besitzt eine nichtleere Grenzmenge 
b � Rn : DieFolgerung nach De�nition 2.9 besagt dann, da� jeder Punkt der Menge fbg�
b � Rn+1 einH�aufungspunkt von graph ' ist (aber graph'\ (fbg�
b) = ;): Der n�achste Satz kl�art dieLage dieser Menge relativ zum Grundgebiet G:Satz 2.12 f 2 Co(G;Rn) sei auf G lokal gleichgradig Lipschitz-stetig bez�uglich x. Sei '(�; �; �)die L�osung des Anfangswertproblems _x = f(t; x); x(�) = �; mit dem MaximalintervallI(�; �) = (a; b); b < +1:Ist x� 2 Rn ein Punkt der Grenzmenge 
b von '; dann ist (b; x�) 2 @G: (Analoges gilt f�ura.)Beweis (indirekt). Annahme: (b; x�) =2 @G; d.h., (b; x�) innerer Punkt von G: Dann exi-stiert ein o�ener beschr�ankter Quader Q mit (b; x�) als Mittelpunkt, so da� �Q = cl Q � Gund f auf �Q gleichgradig Lipschitz-stetig bez�uglich x mit einer Lipschitzkonstanten L ist.Sei M = max �Q k f(t; x) k :
...........................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................t

�Q �...............t�(t� ;x�) �..................b
(b;x�) ............................................................................................................................................................................................................................

................................. ........... ........... ........... ........... ........... ........... ........... ........... ........... ........... ........... ........... ........... ........... ........... ...................................................................................................................... GFig.2.3Da x� Grenzpunkt von '(�; �; �) ist, gibt es eine Folge t� ! b � 0; so da� mit '(t�; �; �) =:x� ; (b; x�) = lim�!1(t�; x�): Damit gibt es ein n 2 N ; so da� (t�; x�) 2 Q f�ur alle � � n:(t�; x�) hat somit positiven Abstand von @Q; es ist 0 < %((t�; x�); @Q) =: �� � �� :=%((b; x�); @Q), und lim�!1 �� = ��:Zu beliebigem festen � � n sei '�(�) die L�osung des Anfangswertproblems _x = f(t; x); x(t�) =x� : Nach Satz 2.3 existiert '�(�) gewi� auf dem Intervall [t� � �� ; t� + ��]; wobei �� := � ��mit einem festen positiven � < minn1; 1M ; 1L��o : Wegen der Unit�at ist '�(�) = '(�; �; �) auf[t� � ��; t� + ��]: Da (a; b) das Maximalintervall von ' ist, mu� notwendig t� + � �� < bsein. Mit � !1 folgt b + � �� � b; also �� = 0 : (b; x�) ist nicht Mittelpunkt eines o�enenQuaders Q: Widerspruch! �Somit ist die Menge fbg�
b der nicht zu graph' geh�orenden H�aufungspunkte von graph'Teilmenge des Randes von G: Gleiches ist der Fall, wenn b eine endliche Explosionszeit



26ist (
b = ;): F�ur jede L�osung der DGl gilt also die Alternative [b = +1] oder [b <+1 und fbg � 
b � @G]; analog f�ur a: In diesem Sinn verl�auft jede Integralkurve vomRand von G zum Rand von G; sie kann nicht im Inneren von G enden.Beispiel 2.13 (n=1) (vgl. Beispiel 1.10)_x = x(1� x); (t; x) 2 R � fx j x < 0g: �x tb = to 
�1 = f0grange '
to = ;
�

Fig. 2.4Beispiel 2.14 (n = 2)_x = �y + x(1�px2 + y2)_y = x + y(1�px2 + y2) ; (t; x; y) 2 R � R2 : (2.8)Die rechte Seite der DGl ist von der Klasse C1 auf R2nf(0; 0)g: Das Auftreten von x2 + y2legt den Versuch nahe, mit glatten Funktionen r(�) > 0 und  (�) L�osungen der Formx = r cos ; y = r sin zu suchen. Dann mu�_x = _r cos � r _ sin = �r sin + r cos (1� r)_y = _r sin + r _ cos = r cos + r sin (1� r)erf�ullt sein, und eine Au
�osung nach ( _r; _ ) ergibt die DGln_r = r(1� r); _ = 1; (2.9)deren L�osungen bekannt sind (Beispiel 1.10). Figur 2.5 zeigt die Integralkurven (koordi-natenweise) von (2.9) zu Anfangswerten r(0) = 12 ;  (0) = 0; sowie die zugeh�orige L�osung' ��; 0; 12 ; 0� von (2.8) mit Maximalintervall R. �



KAPITEL 2. EXISTENZ UND UNIT�AT DER L�OSUNGEN 27
tr t xy

Fig. 2.5Die Grenzmengen von ' sind 
�1 = f(0; 0)g; 
+1 = Einheitskreislinie.Im Kontext autonomer Di�erentialgleichungen werden die Grenzmengen 
+1 bzw. 
�1(falls sie existieren) �ublicherweise als !- bzw. �-Grenzmengen der L�osung ' bezeichnet.Die letzten beiden Beispiele zeigen, da� (bei unbeschr�anktem De�nitionsintervall) eine Grenz-menge die leere Menge sein kann.Das folgende Beispiel demonstriert unmittelbar die Aussage des Satzes 2.12.Beispiel 2.15 (n = 1)_x = p1� x2; (t; x) 2 G := R � (�1; 1):Genau im angegebenen Gebiet ist die rechte Seite lokal Lipschitz-stetig. Nach den Methodendes Abschnittes 1.4 ergibt sich die L�osung '(�; �; �) durch Au
�osen der Gleichungarcsin x = t� � + arcsin � =: t� tonach x: Daf�ur mu� ��2 < t� to < �2 sein:'(t; �; �) = sin(t� to); t 2 I(�; �) = �to � �2 ; to + �2� ; to := � � arcsin �:Die Integralkurven zeigt Figur 2.6. Grenzmengen sind 
to��2 = f�1g;
to+�2 = f1g; und esist (to � �2 ;�1) 2 @G; (to + �2 ; 1) 2 @G: �x
t

Fig. 2.6



28Die Kenntnis der Grenzmengen von L�osungen ist insbesondere im Fall b(�; �) = +1 wichtig,da sie Aufschlu� �uber das Verhalten des durch die DGl modellierten Prozesses f�ur gro�e Zei-ten gibt. Grenzmengen k�onnen f�ur n � 3 sehr komplizierte Struktur besitzen (Chaostheorie).
2.5 Ein globaler ExistenzsatzDie Untersuchungen dieses Abschnitts dienen der Angabe von hinreichenden Bedingungendaf�ur, da� jede L�osung einer DGl ganz R als Maximalintervall besitzt. Dazu wird zun�achsteine leichte Modi�kation der Aussage des Satzes von Picard und Lindel�of bewiesen. Satz 2.4garantierte die Existenz der L�osung des Anfangswertproblems _x = f(t; x); x(�) = � (fest);auf einem abgeschlossenen Intervall [� � �; � + �]; wobei � < minfa; rM ; 1Lg zu w�ahlen war(bei festem � kann r0 = 0 verwendet werden, vgl. Beweis von Satz 2.4). Diese Wahl von �war beweistechnisch bedingt (� < a : Teil des Quaders Qa;r; auf dem f stetig und gleich-gradig Lipschitz-stetig ist; � < rM : der Operator T� ist eine Selbstabbildung; � < 1L : T�ist eine Kontraktion). Die Kontraktivit�at des Operators ist jedoch nur hinreichend, abernicht notwendig f�ur die Existenz und Unit�at eines Fixpunktes. Die Fixpunktaussage kannauch durch Ausnutzen spezieller Eigenschaften des im Kontext der DGln konkret gegebenenIntegraloperators gewonnen werden.Korollar zu Satz 2.4 Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.4 existiert die L�osung desAnfangswertproblems (2.1) auf dem (eventuell gr�o�eren) Intervall [� � ��; � + ��] mit�� < minfa; rM g:Beweis durch sukzessive Approximation einer L�osung der Integralgleichung (2.3) auf demIntervall [� � ��; � + ��]: Sei stets t beliebig aus diesem Intervall. Mit'o(t) := � und '1(t) := � + Z t� f(s; 'o(s))dsgilt die Absch�atzung (k � k: Norm in Rn)k '1(t)� 'o(t) k � jZ t� k f(s; �) k ds j�M j t� � j :Weiter gilt, mit'2(t) := � + Z t� f(s; '1(s))ds;k '2(t)� '1(t) k � j R t� k f(s; '1(s))� f(s; 'o(s)) k ds j� j R t� L k '1(s)� 'o(s) k ds j� j R t� LM j s� � j ds j = ML 12!(L j t� � j)2:Iteration f�uhrt auf eine Folge von Funktionen 'k j [� � ��; � + ��]! Rn mitk 'k(t)� 'k�1(t) k � ML 1k! (L j t� � j)k



KAPITEL 2. EXISTENZ UND UNIT�AT DER L�OSUNGEN 29(vollst�andige Induktion!). Mittels sukzessiver Dreiecksungleichungen folgt darausk 'k+p(t)� 'k(t) k � ML k+pX�=k+1 1�! (L j t� � j)�; k; p 2 N :Da 'k 2 Co := Co([� � ��; � + ��]; Rn); istk 'k+p � 'k kCo= maxjt�� j��� k 'k+p(t)� 'k(t) k� ML k+pX�=k+1 1�! (L ��)� =: e(k; p):e(k; p) ist ein Abschnitt der konvergenten Potenzreihe von ML exp(L��); also e(k; p) < � f�urhinreichend gro�es k: Somit ist ('k) eine Cauchy-Folge in Co; also existiert ein ' 2 Co;so da� 'k �! ' im Sinne der Norm des Co, f�ur k ! 1: Wir zeigen, da� ' L�osung derIntegralgleichung (2.3) ist.Mit beliebigem s 2 [� � ��; � + ��] istk f(s; 'k(s))� f(s; '(s)) k� L k 'k(s)� '(s) k� L k 'k � ' kCo! 0; k !1;d.h., die Funktionenfolge (f(�; 'k(�))) konvergiert auf [����; �+��] gleichm�a�ig gegen f(�; '(�)):Somit ist die Folge gliedweise integrierbar, und aus'k+1(t) = � + Z t� f(s; 'k(s))dsfolgt mit k !1'(t) = � + Z t� f(s; '(s))ds;d.h., '(�) l�ost das Anfangswertproblem (2.1) auf [� � ��; � + ��]. �Die Beispiele 1.10 und 1.11 (mit in x quadratischer rechter Seite) zeigten ein Explosionsver-halten von L�osungen (und damit Beschr�ankung ihrer De�nitionsintervalle), hingegen konn-ten solche Ph�anomene bei linearen DGln (in R1) niemals auftreten. Es scheint, da� dieBeschr�ankung des Maximalintervalls einer L�osung der DGl durch zu starkes (�uberlineares)Wachstum von f(t; �) bei gro�en x verursacht ist. Deshalb liegt die Betrachtung der folgendenKlasse von Funktionen nahe.De�nition 2.16 Sei I � R ein Intervall.Eine Funktion f j I �Rn ! Rn hei�t linear-beschr�ankt bez�uglich x, falls es zwei Funktio-nen %; � 2 Co(I;R+) gibt, so da� 8 (t; x) 2 I � Rn k f(t; x) k� %(t) k x k +�(t):Beispiel 2.17 f(t; x) = A(t)x + b(t); A(�) 2 Co(I;Rn�n); b(�) 2 Co(I;Rn):k f(t; x) k � k A(t) k k x k + k b(t) k; (mit irgendeiner Norm in Rn und kompatiblerMatrizennorm). �Beispiel 2.18 f(x) = Ax+ g(x), A 2 Rn�n , g(�) j Rn ! Rn beschr�ankt, d.h.,k g k:= maxi=1;::;n supRn j gi(x) j< +1. Es gilt k f(x) k � k A kk x k + k g k. �



30Damit l�a�t sich der folgende Existenz- und Unit�atssatz beweisen.Satz 2.19 (Globaler Existenz- und Unit�atssatz f�ur linear-beschr�ankte DGln)Es sei G = I � Rn ; I � R o�enes Intervall. Gegeben sei f j G! Rn mit(i) f 2 Co(G;Rn);(ii) f lokal gleichgradig Lipschitz-stetig bez�uglich x;(iii) f linear-beschr�ankt bez�uglich x:Dann besitzt das Anfangswertproblem _x = f(t; x); x(�) = �; (t; x) 2 G; genau eine L�osung'(�; �; �) mit dem Maximalintervall I(�; �) = I:Beweis Es wird die Existenz einer L�osung auf einem vorgegebenen kompakten Teilintervallvon I gezeigt und diese L�osung auf ganz I fortgesetzt (die globale Unit�at ist dabei durch dieLipschitz-Stetigkeit garantiert).1) Sei (�; �) 2 G = I � Rn beliebig gew�ahlt. Io = [t1; t2] sei ein vorgegebenes kompak-tes Intervall, mit festem " > 0 sei �I := [t1 � "; t2 + "] � I; und es gelte t1 < � < t2:Mit irgendeinem r > 0 ist Q := �I � fx j k x � � k � rg ein in G liegender kompak-ter Quader, der (�; �) als inneren Punkt enth�alt. Nach Lemma 2.5 gen�ugt f auf Q einerLipschitz-Bedingung (mit einer durch �I und r bestimmten Lipschitz-Konstanten). F�ur jedenPunkt (t; x) 2 Q ist j k x k � k � k j�k x� � k� r, also k x k�k � k + r. Damit ist wegen(iii) M := maxQ k f(t; x) k � maxQ(%(t) k x k +�(t)) � �%(k � k +r) + ��, wobei �%; �� dieMaxima von %; � auf �I sind.Da � 2 int�I; ist der Abstand %(�; @ �I) =: a > 0: Sei � eine beliebige, fest gew�ahlteZahl, 0 < � < minfa; 1=�%g: Damit ist ��% < 1; und r kann so gro� gew�ahlt werden, da��(�% k � k +��) < r(1� ��%) ist und somit� < r�%(k � k +r) + �� � rM :2) Nach dem Korollar zu Satz 2.4 in diesem Abschnitt existiert mit diesem fest vorgegebe-nem � die L�osung '(�; �; �) gewi� auf dem Intervall [� � �; � + �]:(Dieser Schlu� k�onnte nach dem urspr�unglichen Satz 2.3 nicht gef�uhrt werden, da dort � < 1Lverlangt wurde und L bei der eventuell vorzunehmenden Vergr�o�erung von r selbst gr�o�erwerden k�onnte.)Ist �+� kleiner als der rechte Randpunkt von Io; so sei '(�+�; �; �) =: �1: Nach der gleichen�Uberlegung wie eben ist dann '(�; � + �; �1) auf [�; � + 2�] \ Io erkl�art und setzt '(�; �; �)�uber � +� hinaus nach rechts fort. Durch Iteration dieses Verfahrens ist nach endlich vielenSchritten die L�osung '(�; �; �) bis in den rechten Randpunkt von Io fortgesetzt; analoges giltf�ur die Fortsetzung nach links.3) Wird I durch eine aufsteigende Folge kompakter Intervalle Ik; k 2 No ; ausgesch�opft,� 2 Io � I1 � :::;[ Ik = I; dann wird schlie�lich '(�; �; �) eindeutig auf ganz I fortgesetzt.�



Kapitel 3Lineare Di�erentialgleichungenDie Klasse der linearen DGln (im Rn) wurde bereits durch De�nition 1.13 festgelegt. Dem-gem�a� ist eine lineare DGl von der Form_x = A(t)x + b(t) (3.1)mit zwei auf dem gemeinsamen o�enen Intervall I � R gegebenen Funktionen A(�) 2Co(I;Rn�n);b(�) 2 Co(I;Rn): Das Grundgebiet ist hier G = I � Rn :De�nition 3.1 Die DGl (3.1) hei�t homogen, falls b(I) = f0g; sonst inhomogen (b(�)wird dann auch "Inhomogenit�at\ genannt).Mitx = 0BB@ x1...xn 1CCA ; A = 0B@ a11 � � � a1n� � � � � � � � �an1 � � � ann 1CA ; b = 0BB@ b1...bn 1CCA ;wobei jetzt die aij und bi stetige reellwertige Funktionen auf I sind, ist_xi = nXj=1 aij(t)xj + bi(t); i = 1; : : : ; n (3.2)die Komponentendarstellung von (3.1). Je nach Anwendungsart ist die eine oder andere Formder DGl zweckm�a�ig. Verst�andlicherweise wird A die Koe�zientenmatrix der DGl genannt.Die Existenz und Unit�at von L�osungen kl�art sich rasch mit den in Kapitel 2.5 getro�enenVorbereitungen.Satz 3.2 Das Anfangswertproblem _x = A(t)x + b(t); x(�) = �; besitzt genau eine L�osung,'(�; �; �); mit dem Maximalintervall I(�; �) = I:Beweis Die rechte Seite, f : f(t; x) = A(t)x+ b(t); ist wegen Dxf = A(�) nach Lemma 2.6auf G lokal gleichgradig Lipschitz-stetig bez�uglich x und (s. Beispiel 2.17) linear-beschr�ankt:die Voraussetzungen des Satzes 2.19 sind erf�ullt. �31



32Bemerkung Nach Satz 3.2 k�onnen, wie im R1 ; auch bei linearen DGln im Rn im Innerndes Intervalls I keine Explosionsph�anomene von L�osungen auftreten. �Lineare Di�erentialgleichungen sind von ausgepr�agter theoretischer und applikativer Wich-tigkeit. Zwei Gr�unde daf�ur sind(i) Ist ' eine bekannte L�osung einer nichtlinearen DGl _y = f(t; y); so ist es h�au�g erfor-derlich, Aussagen �uber "benachbarte\ L�osungen (d.h. solche mit wenig abweichendenAnfangswerten) zu gewinnen. Locker gesprochen folgen diese aus einer linearen DGl mitder rechten Seite f(t; '(t)) + Dyf(t; '(t))x (lineare Taylor-Approximation von f(t; �)bei y = '(t)), siehe Kapitel 4.4.(ii) Viele technisch relevante Systeme ("Massenpunkt-Feder-D�ampfer-Systeme\ der Me-chanik, Kirchho�sche Netzwerke der Elektrotechnik) erlauben eine mathematische Mo-dellierung durch lineare DGln, gro�e Teile der technischen Schwingungslehre sind nichtsanderes als eine aufbereitete Theorie der linearen DGln.Allerdings mu� darauf hingewiesen werden, da� lineare DGln h�au�g, wenn auch weitgehendbrauchbare, doch nur approximative mathematische Modelle darstellen. Typisch nichtlineareE�ekte (z.B. das Explodieren von L�osungen oder das Auftreten von Grenzmengen wie in denBeispielen 1.10 und 2.14), die f�ur das modellierte System zerst�orend oder funktionsrelevantsein k�onnen, werden von diesen Modellen nicht erfa�t.Auch f�ur die linearen DGln ist es im allgemeinen nicht m�oglich, Regeln zum Au�ndenvon L�osungen zu geben (Ausnahme: konstante Koe�zientenmatrix, s. Kapitel 3.4). Jedochlassen sich die algebraische Struktur der L�osungsmenge und die Abh�angigkeit einer L�osungvon ihren Anfangswerten genau kl�aren, und aus Eigenschaften der Koe�zientenmatrix A(�)kann auf Eigenschaften der L�osungen geschlossen werden.3.1 Die L�osungsmengeWie in 1.4.2 kann die DGl (3.1) als Operatorgleichung interpretiert werden: Finde zu gegebe-nem stetigen b(�) Funktionen x 2 C1(I;Rn) so, da� Lx = b, wobei jetzt der lineare OperatorL j C1(I;Rn)! Co(I;Rn) durch L : x(�) 7! _x(�)�A(�)x(�) gegeben ist. Zufolge Satz 1.14 istdie Menge L aller L�osungen von (3.1) eine lineare Mannigfaltigkeit in C1(I;Rn); L = xp+Lo,wobei xp eine (partikul�are) L�osung der inhomogenen DGl (3.1) und Lo der Vektorraum allerL�osungen der zugeh�origen homogenen DGl _x = A(t)x ist.Damit ist wieder, wie bei n = 1 (Abschnitt 1.4.2), die Integrationsaufgabe der linearen DGlreduziert auf die Bestimmung aller L�osungen der homogenen DGl und einer L�osung der in-homogenen DGl. Lo ist Teilraum des unendlich-dimensionalen Vektorraumes C1(I;Rn);Loist nicht leer, da mindestens die triviale L�osung � : �(t) = 0 als Nullelement enthalten ist.Jetzt ist sogar klar, da� Lo eine unendliche Menge ist, da doch jedes Anfangswertproblem(der homogenen DGl) eine L�osung besitzt. Wesentlich ist in erster Linie die Bestimmung derDimension des Vektorraumes Lo:



KAPITEL 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 333.1.1 Die homogene Di�erentialgleichungDer Unit�atssatz ist f�ur homogen-lineare DGln �aquivalent mitLemma 3.3 (x 2 Lo ^ 9to 2 I x(to) = 0) ) 8t 2 I x(t) = 0:Beweis x hat bei to denselben Anfangswert wie die triviale L�osung �; nach dem Unit�atssatzist somit x = �. �Zusatz. Die L�osungen x1; x2 2 Lo m�ogen an einer Stelle to 2 I den gleichen Funktionswert� 2 Rn besitzen: x1(to) = x2(to) = �: Dann ist x := x1�x2 2 Lo und x(to) = 0; nach Lemma3.3 somit x = �; d.h. x1 = x2 : Unit�at.Die Untersuchung von dim Lo ben�otigt den Begri� der linearen Unabh�angigkeit im Vek-torraum Co(I;Rn) (Teilr�aume Lo � C1 � Co): Das ist lediglich die Konkretisierung derlinearen Unabh�angigkeit im allgemeinen Vektorraum: das Nullelement l�a�t sich nur als tri-viale Linearkombination darstellen. Im einzelnen bedeutet das:Sei m 2 N ; x� 2 Co(I;Rn); c� 2 R; � = 1; : : : ; m:(i) Das Funktionen-m-tupel fx1; : : : ; xmg hei�t auf I linear unabh�angig, falls8t 2 I Pm�=1 c�x�(t) = 0 ) c� = 0; � = 1; : : : ; m:(ii) fx1; : : : ; xmg hei�t auf I linear abh�angig, falls9c� 2 R : Pm�=1 j c� j> 0 ^ 8t 2 I Pm�=1 c�x�(t) = 0:Das folgende Lemma gibt eine (rechnerisch nachpr�ufbare) hinreichende Bedingung f�ur lineareUnabh�angigkeit.Lemma 3.4 fx1; : : : ; xmg 2 Co(I;Rn), x� = (x1�; : : : ; xn�)T ; � = 1; : : : ; m � n:Sei X die n�m�Matrix der Koordinatenfunktionen, X = (xi�):Dann gilt: 9� 2 I : rangX(�) = m ) fx1; : : : ; xmg auf I linear unabh�angig.Beweis Pm�=1 c�x�(t) = 0 f�ur alle t 2 I impliziert mit t = � (koordinatenweise)Pm�=1 c�xi�(�) = 0: Das sind n homogen-lineare Gleichungen f�ur die c� mit maximalrangigerKoe�zientenmatrix X(�): Einzige L�osung ist somit c� = 0. �Die Implikation des Lemmas ist nicht umkehrbar, die Rangbedingung also nicht notwendig!Das zeigtBeispiel 3.5 n = m = 2; x1(t) = (1; 0)T ; x2(t) = (t; 0)T : Aus c1 �10�+ c2 � t0� = �00� f�ur allet folgt c1 = c2 = 0 : fx1; x2g linear unabh�angig. Jedoch ist rangX(t) = rang �10 t0� = 1 f�urjedes t: �Im Teilraum Lo � Co(I;Rn) dagegen gelten strengere Regeln.De�nition 3.6 Sind x� 2 C1(I;Rn); � = 1; : : : ; n; L�osungen einer homogen-linearen DGl_x = Ax, dann hei�t W (�) := detX(�) die Wronski-Determinante der x� (in der ��tenSpalte von X stehen die Koordinaten der L�osung x� - vgl. Lemma 3.4 bez�uglich der De�nitionvon X).



34Satz 3.7 Es gelten folgende Aussagen �uber die Wronski-Determinante:(i) Das n�tupel fx1; : : : ; xng � Lo ist auf I linear abh�angig gdw. die Wronski-Determinanteauf I eine Nullstelle besitzt.(ii) Die Wronski-Determinante verschwindet auf I entweder �uberall oder nirgends.Beweis (i) ()) : folgt aus Lemma 3.4.(() : Sei W (to) = 0: Dann hat das lineare Gleichungssystem Pn�=1 c�xi�(to) = 0 eine nicht-triviale L�osung c�o : Mit x(t) := Pn�=1 c�ox�(t); t 2 I; ist x 2 Lo und x(to) = 0; nach Lemma3.3 somit 8t 2 I x(t) = 0 : die x� sind auf I linear abh�angig.(ii): Angenommen (9 t1 2 I W (t1) = 0) ^ (9 t2 2 I W (t2) 6= 0): W (t1) = 0 impliziert nach(i) die lineare Abh�angigkeit der x�; daraus folgt mit Lemma 3.4 8 t 2 I W (t) = 0: Also gibtes kein t2 wie angenommen, die Annahme ist falsch, es bleibt die strenge Alternative[8 t 2 I W (t) = 0] _ [8 t 2 I W (t) 6= 0]: (3.3)�Bemerkung Zur Untersuchung der linearen Abh�angigkeit von n bekannten L�osungen einerhomogen-linearen DGl gen�ugt somit die Berechnung der Wronski-Determinante W (�); aneiner Stelle to. Dabei kann to so gew�ahlt werden, da� die Matrix X(to) so angenehm mitElementen besetzt ist, da� die Determinantenberechnung einfach wird. �Die Alternative (3.3) wird durch die folgende Liouvillesche Formel (3.4), welche dieWronski-Determinante in Abh�angigkeit von den Anfangswerten der n L�osungen und von derKoe�zientenmatrix A(�) der DGl beschreibt, analytisch wiedergegeben.Satz 3.8 x� 2 Lo; � = 1; : : : ; n; � 2 I beliebig �xiert. Dann ist f�ur t 2 IW (t) =W (�) � exp (Z t� trA(s)ds); (3.4)wobei trA = Pni=1 aii die Spur der Koe�zientenmatrix ist.Beweis Es wird gezeigt, da�W einer homogen-linearen DGl (1.8) mit a(t) = trA(t) gen�ugt,deren L�osung genau (3.4) ist. Des Schreibaufwandes wegen beschr�anken wir uns auf den Falln = 2:Sind x� = (x1� ; x2�)T ; � = 1; 2; die beiden L�osungen, dann ist_W = ddt ����� x11 x12x21 x22 ����� = ����� _x11 _x12x21 x22 �����+ ����� x11 x12_x21 _x22 �����(zeilenweises Di�erenzieren einer Determinante). _xi� = 2Pj=1 aij(t)xj� ergibt_W = ����� a11x11 + a12x21 a11x12 + a12x22x21 x22 �����+ ����� x11 x12a21x11 + a22x21 a21x12 + a22x22 �����= ����� a11x11 a11x12x21 x22 �����+ ����� x11 x12a22x21 a22x22 ����� (Zeilenkombination!)_W = (a11 + a22)W:Die L�osung dieser DGl mit W (�) = det(xi�(�)) ist gerade (3.4). �



KAPITEL 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 35Bemerkung (i) W (t) verschwindet also genau dann, wenn W an der einen Stelle � 2 Ieine Nullstelle hat: Alternative (3.3).(ii) Die Wronski-Determinante ist genau dann konstant auf I; wenn trA = 0 auf I (z.B. beischiefsymmetrischer Koe�zientenmatrix A). �Alle Vorbereitungen f�ur den folgenden zentralen Satz sind getro�en.Satz 3.9 dimLo = n:Beweis Zu zeigen ist (i) es existieren n linear unabh�angige L�osungen der homogen-linearenDGl und (ii) diese bilden eine Basis von Lo; d.h., jede L�osung l�a�t sich eindeutig als Linear-kombination dieser n L�osungen darstellen.(i) Sei e� = (0; : : : 0; 1; 0; : : : ; 0)T 2 Rn ; e� = (�i�); � = 1; : : : ; n; � 2 I beliebig �xiert.Jedes Anfangswertproblem _x = A(t)x; x(�) = e� ; besitzt auf I die eindeutige L�osung'�(�) = '(�; �; e�) mit '�(�) = e�: F�ur die Wronski-Determinante dieser n L�osungen istW (�) = det('i�(�)) = det(�i�) = 1 6= 0; also sind '1; : : : ; 'n nach Satz 3.7 auf I linear un-abh�angig.(ii) Sei x 2 Lo irgendeine L�osung der homogenen DGl und sei x(�) = � = (�1; : : : ; �n)T :Da linf'1; : : : ; 'ng � Lo; ist Pn�=1 ��'� =: y 2 Lo; und diese L�osung hat den Anfangswerty(�) = �: Also ist nach dem Unit�atssatz y = x: Da x beliebig aus Lo gew�ahlt war, ist somitLo � linf'1; : : : ; 'ng; also schlie�lich Lo = linf'1; : : : ; 'ng : die n linear unabh�angigen '�bilden eine Basis von Lo. �Bemerkung Die '� k�onnen prinzipiell (praktisch kaum) durch sukzessive Approximati-on bestimmt werden (vgl. (2.6)): '�(0)(t) = e�; '�(k+1)(t) = e� + R t� A(s)'�(k)(s)ds: Einallgemeines Rezept zum Finden der '� gibt es nicht. �Folgerung (i) Je n linear unabh�angige L�osungen x1; : : : ; xn bilden eine Basis von Lo:(ii) n L�osungen x1; : : : ; xn sind genau dann linear unabh�angig, wenn in den Darstellungenx� = Pn�=1 ���'� (Basisdarstellung) det(���) 6= 0: �Beweis Lineare Algebra, Basistransformation im endlichdimensionalen Vektorraum mittelsnichtsingul�arer Matrix. �Den vorangehenden �Uberlegungen folgend, verwenden wir dieDe�nition 3.10 Je n linear unabh�angige L�osungen x� = (x1� ; : : : ; xn� )T ; � = 1; : : : ; n; bildenein Fundamentalsystem von L�osungen oder eine Integralbasis. Die spaltenweise mitdiesen L�osungen besetzte Matrix X = (xi�) hei�t eine Fundamentalmatrix, die spezielleFundamentalmatrix �(�; �) := ('i(�; �; e�)) wird �Ubergangsmatrix genannt.Zusammenfassend gilt



36Satz 3.11 (i) Die L�osungsmenge der DGl _x = A(t)x, (t; x) 2 I�Rn , ist Lo = linfx1; : : : ; xngmit n linear unabh�angigen L�osungen x� (Wronski-Determinante W (t) 6= 0).(ii) Jede L�osung x 2 Lo besitzt eine Darstellung x(t) = Pn�=1 c�x�(t); t 2 I; mit eindeutigbestimmten c� 2 R; mit c := (c1; : : : ; cn)T und der Fundamentalmatrix X : X(t) = (xi�(t))ist x(�) = X(�)c; c 2 Rn ; (3.5)die allgemeine L�osung der homogenen DGl.(iii) Die L�osung des Anfangswertproblems mit x(�) = � folgt daraus durch Selektion vonc : X(�)c = �; als'(�; �; �) = X(�)X�1(�)� = �(�; �)�: (3.6)' h�angt linear vom Anfangswert � ab. �Bemerkung Die Gleichheit der Matrizen X(�)X�1(�) und �(�; �) folgt aus dem Unit�ats-satz: beide sind Fundamentalmatrizen und stimmen bei t = � �uberein. �Beispiel 3.12 n = 2; A(t) = 2t � 0 1�1 0� :DGl: _x = A(t)x; koordinatenweise: ( _x1 = 2tx2_x2 = �2tx1 :Zwei L�osungen sind x1 : x1(t) = (cos t2;� sin t2)T ; x2 : x2(t) = (sin t2; cos t2)T (Probe durchEinsetzen!). Ihre Anfangswerte bei � = 0 sind x1(0) = (1; 0)T ; x2(0) = (0; 1)T ; also istx�(t) = '(t; 0; e�); � = 1; 2; und die zugeh�orige Fundamentalmatrix istX(t) =  cos t2 sin t2� sin t2 cos t2 ! = �(t; 0):Die Wronski-Determinante ist W (t) = 1 (vgl. Bemerkung (ii) nach Satz 3.8).Die L�osung mit Anfangswert (1;�1)T bei � = 0 ist'(t; 0; � 1�1�) = �(t; 0) � 1�1� = (cos t2 � sin t2;� sin t2 � cos t2)T :Mittels (3.6) zeige man, da� diese L�osung mit �p2'(t; 12p�; �01�) �ubereinstimmt. �3.1.2 Die inhomogene Di�erentialgleichungEs sei ein Fundamentalsystem X der homogenen DGl bekannt. Damit ist Lo bekannt, undzur Angabe der L�osungsmenge L = xp + Lo ist die Bestimmung einer partikul�aren L�osungder inhomogenen DGl erforderlich.xp kann in einfachen F�allen erraten werden.Beispiel 3.13 n = 2; _x = �0 11 0�x + �10� : Man suche eine konstante L�osung. �



KAPITEL 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 37Im allgemeinen Fall f�uhrt die Methode der Variation der Konstanten zum Ziel.Ansatz xp(t) = X(t)u(t) mit unbekanntem u(�) j I ! Rn :Die Konstante c 2 Rn in (3.5) wird durch die Variable u(�) ersetzt. u ist so zu bestimmen,da� xp der inhomogenen DGl gen�ugt:_xp(t) = _X(t)u(t) +X(t) _u(t) != A(t)X(t)u(t) + b(t); t 2 I:Da _X = A(t)X (die Spalten von X sind L�osungen von _x = A(t)x), bleibt X(t) _u(t) = b(t);also _u(t) = X�1(t)b(t) zu erf�ullen. Das erledigt sich durch Quadraturu(t) = Z t� X�1(s)b(s)ds mit beliebigem � 2 I;(koordinatenweise: Berechnung von n Integralen mit bekannten Integranden).Damit istxp(t) = X(t) Z t� X�1(s)b(s)ds (3.7)eine partikul�are L�osung (Probe!).Die L�osungsmenge L besteht somit aus allen Funktionen x(�) j I ! Rn mitx(t) = X(t)c+X(t) Z t� X�1(s)b(s)ds; (3.8)wobei X(�) eine Fundamentalmatrix (Spalten: Integralbasis) der homogenen DGl ist, c 2Rn ; � 2 I:Die L�osung mit Anfangswert x(�) = � ist unter den L�osungen (3.8) zu suchen: die ent-sprechende Integrationskonstante c wird durch x(�) = X(�)[c + R �� : : :] = � eindeutig fest-gelegt, Einsetzen in (3.8) und Umformung �R t�� R �� = R t� ; X(t) unter das Integral ziehen,X(t)X�1(�) = �(t; �)) f�uhrt zuSatz 3.14 Die L�osung '(�; �; �) des Anfangswertproblems _x = A(t)x + b(t); x(�) = �; wirdgegeben durch'(t; �; �) = �(t; �)� + Z t� �(t; s)b(s)ds; t 2 I; (3.9)wobei �(�; �) die �Ubergangsmatrix der homogenen DGl ist. �Gem�a� (3.9) h�angt ' a�n-linear vom Anfangswert � ab. Die L�osung (3.9) ist eine additive�Uberlagerung der L�osung des Anfangswertproblems _x = A(t)x; x(�) = � (erster Term) undder L�osung der inhomogenen DGl, die bei t = � verschwindet (zweiter Term).Bemerkung Der wesentliche Teil der Aufgabe "inhomogene lineare DGl\ besteht also imFinden n linear unabh�angiger L�osungen der homogenen DGl, diese bilden die Spalten vonX(�); der Rest ist Rechnen (Matrizeninversion, X�1(�)) und Quadratur (die nicht elementardurchf�uhrbar zu sein braucht). �



383.2 Ein ReduktionssatzEin Hilfsmittel zum Finden einer Integralbasis der homogenen DGl _x = A(t)x bietet derfolgende Satz, der eine Dimensionsminderung erm�oglicht, sobald eine L�osung bekannt ist.Satz 3.15 Ist eine nichttriviale L�osung, y(�); der n�dimensionalen homogenen DGl _x =A(t)x bekannt, dann reduziert die Transformation (3.10) die DGl lokal auf eine homogen-lineare DGl im Rn�1 und eine Quadratur.Beweis (1) y = (y1; � � � ; yn)T sei eine bekannte L�osung von _x = A(t)x; und es sei (z.B.)y1(t) 6= 0 f�ur t 2 I1 � I: Mit dieser f�uhren wir folgende Transformation aus:x = 0BBBB@ y1y2 1 0...yn 0 . . . 1 1CCCCA z : x1 = y1z1x� = z� + y�z1; � = 2; � � � ; n; (3.10)z j I1 ! Rn wird zur neuen gesuchten Funktion. Einf�uhren von (3.10) in die DGl_xi = Pnj=1 aij(t)xj ergibt folgende Gleichungen:(i) _x1 = _y1z1 + y1 _z1 != a11y1z1 +Pn�=2 a1�(z� + y�z1).Die markierten Terme heben sich heraus, da y 2 Lo; es bleibt_z1 = 1y1 nX�=2 a1�z�: (3.11)(z1 ergibt sich somit durch Quadratur, sobald die z�; � = 2; : : : ; n; bekannt sind.)(ii) _z� + _y�z1 + y� _z1 != a�1 y1z1 +Pn�=2 a��(z� + y�z1)ergibt mit (3.11)_z� = nX�=2(a�� � y�y1 a1�)z�; � = 2; : : : ; n; (3.12)ein System von n� 1 homogen-linearen DGln (DGl in Rn�1).Nun sei fz%; % = 2; : : : ; ng; eine Integralbasis von (3.12). Mit den Koordinaten der z%; z% =(z2% ; : : : ; zn% )T ; berechnen wir nach (3.11), (3.10)z1% := Z 1y1 nX�=2 a1�z�% dt;x1% := y1z1%x�% := z�%+ y�z1% ; x% = (x1%; x2%; : : : ; xn%)T ; % = 2; : : : ; n:Dann ist fy; x2; : : : ; xng eine Integralbasis von _x = A(t)x; x 2 Rn : Denn nach Konstruktionsind y und x% aus Lo, und ihre Wronski-Determinante ist



KAPITEL 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 39det(yi; xi%) = det y1 y1z1%y� z�% + y�z1% ! = det y1 0y� z�% ! = y1det(z�% ) 6= 0; t 2 I1:(2) Die gefundene Integralbasis, X1; ist nach Konstruktion zun�achst nur auf dem vony1�Nullstellen freien Intervall I1 � I de�niert. Da aber jede L�osung das Intervall I alsMaximalintervall besitzt, l�a�t sich die Integralbasis auf ganz I fortsetzen.Eine Fortsetzung �uber I1 hinaus k�onnte praktisch folgenderma�en gewonnen werden. SeiI1 = (a; b) und y1(b) = 0: Dann ist mindestens eine der Funktionen y2; : : : ; yn bei t = bverschieden von Null (Lemma 3.3). Sei z.B. y2(b) 6= 0; dann ist y2(t) 6= 0 f�ur alle t eineso�enen Intervalls I2 mit I1\I2 6= ;; I2nI1 6= ;: Das Reduktionsverfahren wird wiederholt mity2 anstelle von y1, und es wird eine solche Integralbasis X2 auf I2 bestimmt, die auf I1 \ I2mit der ersten Integralbasis X1 zusammenf�allt, somit X1 auf das Intervall I2nI1 fortsetzt.Haben die yi nur endlich viele Nullstellen auf I; dann ist nach endlich vielen der erl�autertenSchritte eine Integralbasis auf I konstruiert. �Im Fall n = 2 ist (3.12) eine lineare DGl im R1 ; deren L�osung durch Quadratur zu �ndenist.3.3 Einige Eigenschaften der FundamentalmatrizenDie Spalten x� = (x1�; : : : ; xn� )T ; � = 1; : : : ; n; einer Fundamentalmatrix sind linear un-abh�angige L�osungen der DGl _x = A(t)x; (t; x) 2 I � Rn : Somit ist eine FundamentalmatrixX charakterisiert durch8t 2 I _X(t) = A(t)X(t); detX(t) = W (t) 6= 0: (3.13)X(�) ist also eine f�ur jedes t 2 I nichtsingul�are L�osung der n�n�Matrizen-DGl _X = A(t)X:Die zu festem � 2 I geh�orende �Ubergangsmatrix �(�; �) ist durch8t 2 I @@t�(t; �) = A(t)�(t; �); �(�; �) = E (3.14)(E : n � n�Einheitsmatrix) charakterisiert. Gem�a� (3.6) vermittelt sie den �Ubergang � =x(�)! x(t) = '(t; �; �) = �(t; �)�: Jede der Matrizen �(t; �) repr�asentiert somit eine lineareAbbildung Lt;� j Rn ! Rn ; die wegen der Nichtsingularit�at von �(t; �); eine Bijektion ist. Allediese (durch die DGl bestimmten) Abbildungen sind untereinander stark verkn�upft. Um daszu sehen, betrachten wir die Bilder eines beliebigen Anfangspunktes � unter den AbbildungenL�1 ;�o und L�2 ;�o mit �o; �1; �2 2 I: (Ist �o < �1 < �2; dann markiert die verbindende orientierteKurve die Bahn t 7! Lt;�o � bei monoton wachsendem t 2 (�o; �2)): Ist L�1 ;�o� = �, L�2 ;�o� = �,dann ist zufolge des Unit�atssatzes � = L(�2 ;�1)�; denn die beiden L�osungen '(�; �o; �) und'(�; �1; �) haben bei t = �1 den gemeinsamen Wert �: Da � beliebig gew�ahlt war, gilt somit8�o; �1; �2 2 I L�2 ;�1 � L�1 ;�o = L�2 ;�o: (3.15-a)beziehungsweise8�o; �1; �2 2 I �(�2; �1) � �(�1; �o) = �(�2; �o) (3.15-b)



40Mit �o = �2 = �; �1 = t folgt aus (3.15-b) �(�; t) � �(t; �) = �(�; �) = E; und das hei�t��1(t; �) = �(�; t): (3.16)Die Inverse einer bekannten �Ubergangsmatrix l�a�t sich also einfach durch Vertauschen derbeiden Argumente bestimmen.Eine Fundamentalmatrix X(�) bestimmt eindeutig die Koe�zientenmatrix A(�) : durch Mul-tiplikation von rechts mit X�1(t) folgt aus (3.13)_X(t) �X�1(t) = A(t): (3.17)Ist also eine di�erenzierbare n � n-Matrix X(�) gegeben, die an keiner Stelle des IntervallsI � R singul�ar ist, dann sind ihre Spalten auf I linear unabh�angige L�osungen der DGl_x = A(t)x mit der durch (3.17) gegebenen Koe�zientenmatrix.Die Inverse einer Fundamentalmatrix gen�ugt selbst einer wohlbestimmten DGl. Wird dieIdentit�at E = X�1X nach t di�erenziert, dann folgt 0 = (X�1)�X + X�1 _X = (X�1)�X +X�1AX; und nach Multiplikation von rechts mit X�1(X�1)� = �X�1A(t): (3.18)F�ur eine �Ubergangsmatrix hei�t das (mit (3.16) und einer Vertauschung von t; �)@@� �(t; �) = ��(t; �)A(�): (3.19)Transposition in (3.13) ergibt unter Beachtung von (XT )� = _XT f�ur die Transponierte einerFundamentalmatrix sofort die DGl(XT )� = XTAT (t): (3.20)Transposition in (3.18) ergibt f�ur die transponierte Inverse, X�T ; einer Fundamentalmatrix(X�T )� = �AT (t)X�T : (3.21)Die Spalten y� der transponierten Inversen einer Fundamentalmatrix (d.h., die Zeilen derInversen) sind somit linear unabh�angige L�osungen der zu _x = A(t)x formal adjungiertenDGl_y = �AT (t)y: (3.22)Es ist zu erwarten, da� spezielle Eigenschaften der Koe�zientenmatrix Anla� zu speziellenEigenschaften der Fundamentalmatrizen geben. Der folgende Satz beleuchtet diesen Sach-verhalt in geometrisch und applikativ relevanter Weise.Satz 3.16 Folgende Aussagen sind �aquivalent.(i) Die Koe�zientenmatrix ist schiefsymmetrisch, 8t 2 I A(t) = �AT (t):(ii) Jede �Ubergangsmatrix ist orthonormiert mit positiver Determinante, d.h.,8t; � 2 I �T (t; �)�(t; �) = E, det �(t; �) = 1.(iii) Jede der linearen Abbildungen Lt;� : � 7! �(t; �)� des Rn ist eine Drehung.



KAPITEL 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 41Beweis Sei X zun�achst irgendeine Fundamentalmatrix. Dann ist (XTX)� = _XTX +XT _X = XTATX +XTAX = XT (AT + A)X:(ii) ) (i): Ist XTX = E (es gen�ugt schon Konstanz), dann ist (XTX)� = 0; und Multipli-kation mit X�T bzw. X�1 ergibt AT + A = 0:(i)) (ii): AT = �A impliziert XTX = const: Also ist X orthonormiert, falls an einer Stellet = � XT (�)X(�) = E; f�ur X(�) = �(�; �) ist das wegen �(�; �) = E erf�ullt.(ii) , (iii): Sachverhalt der linearen Algebra und Geometrie. �3.4 Die lineare Di�erentialgleichung mit konstanterKoe�zientenmatrixDie jetzt zu untersuchende DGl_x = Ax + b(t); x 2 Rn ; (3.23)mit konstanter Koe�zientenmatrix A 2 Rn�n und Inhomogenit�at b(�) 2 Co(I;Rn) ist Spezi-alfall von (3.1). Somit �ndet die in Kapitel 3.1 entwickelte Theorie Anwendung (Integralbasis,Partikul�arl�osung, Variation der Konstanten). Dar�uber hinaus gestattet die Konstanz der Ko-e�zientenmatrix die explizite Berechnung der Integralbasen, so da� f�ur die homogene DGlnun auch die analytische Struktur des L�osungsraumes Lo gekl�art wird.Die Bestimmung einer Integralbasis erfolgt mit Mitteln der linearen Algebra, die ben�otigtenBegri�e und Lemmata werden im folgenden Abschnitt zusammengestellt.3.4.1 Hilfsmittel aus der linearen AlgebraIn diesem Abschnitt sollen sp�ater ben�otigte Aussagen �uber die Eigenwerte und verallge-meinerten Eigenr�aume von reellen quadratischen Matrizen zusammengestellt werden. DieBeweise sind in der einschl�agigen Literatur zur Linearen Algebra zu �nden. Vergleiche aberauch [5].Sei A 2 Rn�n eine reelle quadratische Matrix und (�; z) ein Eigenpaar von A - also 0 6= z 2 C nist L�osung der Gleichung (in C n)(A� �E)z = 0: (3.24)� hei�t Eigenwert von A, und z ist der zugeh�orige Eigenvektor. � ist also genau dann Ei-genwert von A, wenn die Gleichung (3.24) nichttriviale L�osungen (in C n) besitzt. Die Mengealler Eigenwerte von A hei�t Spektrum von A und wird mit �(A) bezeichnet. Aus (3.24)folgt, da� die Menge der zum Eigenwert � geh�origen Eigenvektoren (erg�anzt durch 0 2 C n)einen (komplexen) linearen Raum E� - den Eigenraum - bilden. Bezeichnet man die Mengealler z 2 C n , die (3.24) gen�ugen, mit kerC (A� �E), ergibt sich somit E� = kerC (A� �E).Andererseits ist klar, da� die Gleichung (3.24) nur dann nichttriviale L�osungen (z 6= 0)besitzt, wenndet (A� �E) = 0: (3.25)



42Diese Gleichung gibt sofort eine M�oglichkeit zur Berechnung von Eigenwerten. P (�) :=det (A� �E) ist ein Polynom n-ten Grades - das sogenannte charakteristische Polynom vonA. (3.25) besagt, da� die Nullstellen des charakteristischen Polynoms gerade die Eigenwertevon A sind. Sei � ein Eigenwert von A. Die Vielfachheit k� der Nullstelle � des charakteristi-schen Polynoms P (�) hei�t algebraische Vielfachheit des Eigenwertes. Der Fundamentalsatzder Algebra lehrt nun, da� P�2�(A) k� = n gilt. Die Dimension des Eigenraumes, dimE� =: m�,hei�t geometrische Vielfachheit des Eigenwertes. Im Falle k� = 1 ist � ein einfacher Eigen-wert.Es gilt stets 1 � m� � k�. Ist m� = k�, hei�t � halbeinfacher Eigenwert.F�ur jedes � 2 �(A) ist dimkerC (A � �E)k� = k�. Die von Null verschiedenen Elemen-te von kerC (A � �E)k� hei�en verallgemeinerte Eigenvektoren von A, und entsprechend istkerC (A��E)k� der verallgemeinerte Eigenraum zu � (o�ensichtlich ist E� � kerC (A��E)k�).Ist � ein reeller Eigenwert, so besitzt der verallgemeinerte Eigenraum kerC (A��E)k� (ebensowie der Eigenraum E�) eine reelle Basis. Den dadurch erzeugten k�-dimensionalen reellenVektorraum bezeichnen wir mit V�.Ist dagegen � 2 C nR ein Eigenwert von A, so gibt es keinen reellen Eigenvektor. Jedoch istdann auch die konjugiert komplexe Zahl �� ein Eigenwert von A und es gilt �E� := f�z : z 2E�g = E��. Das hei�t, f�ur die Eigenr�aume E� und E�� existieren konjugiert komplexe Basen.Dasselbe gilt auch f�ur die verallgemeinerten Eigenr�aume zu � und ��. Es gibt somit einen2k�-dimensionalen Unterraum V� von Rn , so da� kerC (A��E)k��kerC (A���E)k�� = V�+iV�ist. V� ist ein reeller Unterraum von kerC (A��E)k��kerC (A� ��E)k��. Nat�urlich ist V� = V��.V� nennen wir (sowohl f�ur � 2 R als auch f�ur � 2 C n R) den reellen verallgemeinerten Ei-genraum.Es gilt der folgendeSatz 3.17 Die direkte Summe der reellen verallgemeinerten Eigenr�aume ist der gesamte Rn ,also ��2�(A) V� = Rn . �3.4.2 Berechnen einer IntegralbasisDas Vorbild der homogen-linearen DGl im R1 ( _x = ax; a 2 R; mit der allgemeinen L�osungx(t) = ceat; c 2 R1) legt den folgenden Versuch, L�osungen zu �nden, nahe.Exponentialansatz: x(t) = ze�t mit z 2 Rn ; � 2 R: (3.26)Einf�uhren in die DGl _x = Ax ergibt: 8t 2 R z�e�t = Aze�t; da die Exponentialfunktionkeine Nullstellen besitzt, bleibt die Forderung (A� �E)z = 0.Der Ansatz (3.26) f�uhrt somit auf das Eigenwertproblem der Matrix A, es giltLemma 3.18 Mit x(t) := ze�t ist x(�) 2 Lo genau dann, wenn (�; z) ein reelles Eigenpaarder Matrix A ist. �Damit ist klar, da� im ersten Schritt alle Eigenwerte der Matrix A zu bestimmen sind.Jeder reelle Eigenwert liefert soviele linear unabh�angige L�osungen der Form (3.26) wie die



KAPITEL 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 43Dimension seines Eigenraumes angibt. Sind alle Eigenwerte reell und halbeinfach (Dimensi-on des Eigenraumes gleich algebraischer Vielfachheit), dann entstehen so insgesamt n linearunabh�angige L�osungen, d.h. eine Integralbasis. Im allgemeinen ist das nicht der Fall. Wirzeigen, da� in jedem Fall folgender Versuch zum Ziel f�uhrt.Verallgemeinerter Exponentialansatz: x(t) = p(t)e�t (3.27)mit dem Eigenwert � 2 C der algebraischen Vielfachheit k und einemPolynom p(�) j R ! C n vom Grad k � 1:Man �uberlege: Damit ein Ansatz x(t) = p(t)e�t; p(�)�Polynom, eine L�osung der DGl _x = Axliefert, ist notwendig, da� � Eigenwert von A ist und der Grad des Polynoms kleiner als diealgebraische Vielfachheit des Eigenwertes � ist.Der Ansatz befriedigt die DGl genau dann, wenn f�ur alle t 2 R p(t)�e�t+ _p(t)e�t = Ap(t)e�t,d.h. wenn p(�) der DGl_p(t) = (A� �E)p(t) (3.28)gen�ugt. Schreiben wir das Polynom in der Formp(t) = ao + 11!a1t+ 12!a2t2 + � � �+ 1(k � 1)!ak�1 tk�1; a� 2 C n ; (3.29)dann liefert der Koe�zientenvergleich in (3.28)a1 = (A� �E)aoa2 = (A� �E)a1 = (A� �E)2 ao� � �ak�1 = (A� �E)ak�2 = (A� �E)k�1 ao 9>>>=>>>; (3.30-a)0 = (A� �E)ak�1 = (A� �E)k ao: (3.30-b)Mit jeder L�osung ao des homogen-linearen Gleichungssystems (3.30-b) und den zugeh�origenaus (3.30-a) rekursiv zu bestimmenden a1; a2; : : : ; ak�1 l�ost (3.29) die DGl (3.28), und x(�)gem�a� (3.27) ist eine (komplexwertige) L�osung von _x = Ax:Sind ao{; { = 1; : : : ; k; linear unabh�angige L�osungen der linearen Gleichung (3.30-b) (ver-allgemeinerte Eigenvektoren zum Eigenwert �) und p{(�) die zugeh�origen Polynome, dannsind x{(�), x{(t) = p{(t)e�t; { = 1; : : : ; k, linear unabh�angige (jedoch m�oglicherweise kom-plexwertige) L�osungen der DGl _x = Ax: Ihre lineare Unabh�angigkeit folgt aus Lemma 3.4mit � = 0:Ist � reell, so sind auch s�amtliche L�osungen x{(t) = p{(t)e�t reellwertig. Das hei�t, jederreelle Eigenwert erzeugt soviele linear unabh�angige L�osungenx{(t) =  k�1X�=0 1�!a�{t�! e�t (3.31)der DGl wie seine algebraische Vielfachheit angibt. Die L�osungen zu verschiedenen Eigenwer-ten sind ebenfalls linear unabh�angig (da die entsprechenden verallgemeinerten Eigenvektoren



44linear unabh�angig sind). Besitzt A also nur reelle Eigenwerte, dann ist, da die Summe derVielfachheiten gleich n ist, eine Integralbasis gefunden.Zu kl�aren bleibt die Gewinnung reeller L�osungen zu nichtreellen Eigenwerten. Dazu veri�-zieren wir zun�achstLemma 3.19 Ist x(�) j R ! C n eine komplexwertige L�osung der DGl _x = Ax mit A 2 Rn�n ;dann sind Real- und Imagin�arteil Re x(�) und Im x(�) von x(�) zwei reelle L�osungen der DGl.Beweis Mit x(�) = u(�) + iv(�); u; v j R ! Rn ; gilt _u + i _v = Au + iAv; wegen A 2 Rn�nsomit _u = Au und _v = Av. �Sei nun � = % + i�; � 6= 0; ein komplexer Eigenwert der algebraischen Vielfachheit k;und es sei ao 2 C n eine L�osung der linearen Gleichung (A � �E)kao = 0: Da A undE reelle Matrizen sind, gilt auch die konjugiert komplexe Gleichung (A � ��E)k �ao = 0:Mit � ist auch �� = % � i� Eigenwert der Vielfachheit k (reelles charakteristisches Po-lynom!). Ist also fao1; : : : ; aokg eine Basis des verallgemeinerten Eigenraumes zu �; dannist f�ao1; � � � ; �aokg Basis des verallgemeinerten Eigenraumes zu �� (�� erfordert somit kei-ne neue Rechnung, sondern nur komplexe Konjugation). Gem�a� (3.30-a) berechnen sicha�{ := (A� �E) a��1{; � = 1; � � � ; k � 1 und �a�{ := (A� ��E) �a��1{; � = 1; � � � ; k � 1. Da-mit erzeugen die beiden konjugiert komplexen Eigenwerte � und �� die konjugiert komplexenL�osungen x{(t) = p{(t)e�t mit p{(t) = Pk�1�=0 1�!a�{t� und �x{(t) = �p{(t)e��t, { = 1; � � � ; k, derDGl. Mit e�t = e%t(cos �t+ i sin�t); a�{ = ��{+ i��{, ��{; ��{ 2 Rn , ergibt die Zerspaltungin Real- und Imagin�arteil die 2k reellen L�osungenx(1){ (t) = e%tPk�1�=0 1�!t�(��{ cos �t� ��{ sin �t)x(2){ (t) = e%tPk�1�=0 1�!t�(��{ sin�t + ��{ cos �t) { = 1; : : : ; k: (3.32)Es ist noch zu zeigen, da� diese 2k L�osungen (reell) linear unabh�angig sind.O�ensichtlich ist x(1){ (0) = �o{; x(2){ (0) = �o{: Der Zusammenhang(�o{; �o{) = 12(ao{; �ao{) 1 �i1 i !zeigt, da� der �Ubergang (ao1; �ao1; : : : ; aok; �aok) ! (�o1; �o1; : : : ; �ok; �ok) eine Basistransfor-mation (�uberlege mit welcher regul�aren Matrix) des 2k-dimensionalen Raumes kerC (A ��E)k � kerC (A � ��E)k ist. Also sind �o1; : : : ; �ok C�linear unabh�angig, somit erst rechtR�linear unabh�angig, und die lineare Unabh�angigkeit der 2k reellen L�osungen x(1){ ; x(2){ ;{ =1; : : : ; k; folgt nach Lemma 3.4.Unter Verwendung der S�atze 3.9 und 3.17 ergibt sich schlie�lich der folgendeSatz 3.20 Mit Hilfe des verallgemeinerten Exponentialansatzes (3.27) gewinnt man n linearunabh�angige L�osungen und damit eine Integralbasis der linearen homogenen Di�erentialglei-chung _x = Ax, A 2 Rn�n.(3.31) und (3.32) zeigen die allgemeine Form einer Basisl�osung und damit die analytischeStruktur des L�osungsraumes Lo: jede L�osung ist eine Linearkombination von Funktionen derForm Rn-wertiges Polynom mal Exponentialfunktion (eventuell) mal Kreisfunktion. AndereFunktionen k�onnen nicht L�osung einer Di�erentialgleichung _x = Ax, A 2 Rn�n , sein. �



KAPITEL 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 45Abschlie�end fassen wir die obigen �Uberlegungen zusammen zu einem Algorithmus zurBestimmung einer IntegralbasisSchritt 1: Bestimme alle Eigenwerte der Matrix A : ��; � = 1; : : : ; m; mit ihren algebrai-schen Vielfachheiten k� � 1:Schritt 2: Mit � = ��; k = k� bestimme k linear unabh�angige L�osungen ao{;{ = 1; : : : ; k;der linearen Gleichung(A� �E)kao = 0 (3.33)und danach rekursiva�{ = (A� �E)a��1;{; � = 1; : : : ; k � 1: (3.34)Mit p{(t) := Pk�1�=0 1�!a�{t� sind x{(�) : x{(t) = p{(t)e�t;{ = 1; : : : ; k; k vom Eigenwert �erzeugte Elemente (komplexwertig, falls � nichtreell) einer Integralbasis.Schritt 3: F�ur nichtreelles � = �� bilde x(1){ = Re x{ und x(2){ = Imx{ als die von denbeiden Eigenwerten � und �� erzeugten 2k reellen Elemente einer Integralbasis.Bemerkung Von zwei konjugiert komplexen Eigenwerten mu� also nur einer durchgerech-net werden. Bei k = 1 ist die Rekursion (3.34) leer, bei halbeinfachen � sind die ao{ Eigen-vektoren und a�{ = 0; � = 1; : : : ; k� 1: Der Algorithmus erfordert keine Ranguntersuchungvon Matrizen, verlangt in jedem Schritt 2 nur eine Gleichungsau
�osung und ansonsten nurMatrizenmultiplikationen. Der ganze Algorithmus kann mit verf�ugbarer Algebra-Softwareautomatisiert werden. �Beispiel 3.21 Wir betrachten folgende Di�erentialgleichung im R5 :_x = Ax; A = 0BBBBBB@ 0 �2 �4 �2 �21 2 �1 �1 �10 0 3 1 10 0 0 2 00 0 �1 �1 1
1CCCCCCAxDas charakteristische Polynom von A ist P (�) = (2 � �)3(�2 � 2� + 2). Wir erhalten�(A) = f2; 1 + i; 1 � ig. Der Eigenwert � = 2 besitzt die algebraische Vielfachheit k2 = 3.Damit ist der 1.Schritt des Algorithmus abgearbeitet.Als n�achstes bestimmen wir die zum Eigenwert � = 2 geh�origen L�osungen der Di�erential-gleichung:(A� �E)3ao = 0BBBBBB@ 0 �4 �8 �4 �42 4 8 4 40 0 0 0 00 0 0 0 00 0 0 0 0
1CCCCCCA ao != 0liefert a01 = (0; 0; 0;�1; 1)T ; a02 = (0; 0;�1; 0; 2)T und a03 = (0;�1; 0; 0; 1)T .Nach (3.34) berechnen wir jetzt a11 = (0; 0; 0; 0; 0)T und a12 = a13 = (0;�1; 0; 0;�1)T und



46schlie�lich a21 = a22 = a23 = (0; 0; 0; 0; 0)T . Wir erhalten drei linear unabh�angige L�osungender Di�erentialgleichungx1(t) = (0; 0; 0;�1; 1)T e2t,x2(t) = ((0; 0;�1; 0; 2)T + (0;�1; 0; 0;�1)T t) e2t undx3(t) = ((0;�1; 0; 0; 1)T + (0;�1; 0; 0;�1)T t) e2t.Bleibt die Berechnung der zu den komplexen Eigenwerten geh�orenden L�osungen:Zu den konjugiert komplexen Eigenwerten 1 + i bzw. 1 � i �nden wir die konjugiert kom-plexen Eigenvektoren (2;�1 � i; 0; 0; 0)T bzw. (2;�1 + i; 0; 0; 0)T . Die zu 1 + i geh�orende(komplexwertige) L�osung von _x = Ax lautet x(t) = (2;�1� i; 0; 0; 0)T e(1+i)t. Mitx4(t) := Re x(t) = ((2;�1; 0; 0; 0)T cos t + (0; 1; 0; 0; 0)T sin t) etundx5(t) = Im x(t) = ((0;�1; 0; 0; 0)T cos t + (2;�1; 0; 0; 0)T sin t) etist die (reelle) Integralbasis komplett. �3.4.3 Die �Ubergangsmatrix der DGl _x = AxIm Kapitel 3.4.2 wurde ein Algorithmus zur praktischen Bestimmung der Elemente einer In-tegralbasis (= Spalten einer FundamentalmatrixX) angegeben. Eine �Ubergangsmatrix kanndann durch �(t; �) := X(t)X�1(�) gewonnen werden.F�ur theoretische Zwecke ist eine andere, formal geschlossene Darstellung von �(t; �) unver-zichtbar. Um diese zu erhalten, gehen wir von der Integralgleichungsformx(t) = � + Z t� Ax(s)ds =: (T Ax)(t) (3.35)des AWP _x = Ax; x(�) = �; aus. Von der Picard-Lindel�of Iteration (2.6)'o(t) := �; 'k+1(t) := � + Z t� A'k(s)ds (3.36)wissen wir, da� sie auf einem Intervall [� � �; � + �] (mit hinreichend kleinem � > 0)gleichm�a�ig gegen die L�osung des AWP konvergiert. Aufgrund der einfachen Struktur desIntegranden l�a�t sich das Verfahren globalisieren und limk!1'k(�) explizit angeben.Sei I � R irgendein kompaktes Intervall und � 2 I: Mit jIj bezeichnen wir die L�ange desIntervalles I. Auf I de�nieren wir die Folge ('k(�)) gem�a� (3.36). Mit der Maximumnormk � k im Rn und dazu kompatibler Matrizennorm gelten folgende Absch�atzungen f�ur jedest 2 I :k '1(t)� 'o(t) k � j R t� k A� k ds j � jt� � j k A k k � k� jIj k A k k � k;k '2(t)� '1(t) k � j R t� k A k k '1(s)� 'o(s) k ds j � k A k j R t� js� � j k A k k � k ds j= 12 jt� � j2 k A k2k � k� 12 jIj2 k A k2k � kund induktivk 'k(t)� 'k�1(t) k� 1k! jIjk k A kkk � k : (3.37)



KAPITEL 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 47Unter Verwendung der Dreiecksungleichung folgtk 'k(t)� 'm(t) k� kX�=m+1 1�! jIj� k A k�k � k=: e(m; k) k � k : (3.38)Damit ist auch k 'k � 'm kCo(I;Rn)� e(m; k) k � k und, da e(m; k) Reihenabschnitt vonexp(jIj k A k) ist, bilden die 'k(�) eine Cauchy-Folge in Co(I;Rn), also existiertlimk!1'k(�) =: '(�) 2 Co(I;Rn): Wegen der Stetigkeit des Operators TAjCo ! Co folgt aus(3.36) ' = limk!1 TA'k = TA'; also stimmt limk!1'k auf I mit der L�osung '(�; �; �) =�(t; �)� des AWP �uberein. Aus der Rekursion (3.36) lassen sich die Iterierten explizit be-rechnen: '1(t) = � + R t� A�ds = (E + A(t � �))�, '2(t) = � + R t� A(E + A(s � �))�ds =(E + A(t� �) + 12!A2(t� �)2)�; allgemein (mit Ao := E)'k(t) =  kX�=0 1�!A�(t� �)�! � =: Ak(t; �)�: (3.39)Die vorangegangenen �Uberlegungen zeigen, da� mit jedem � 2 Rn f�ur k ! 1 der Limesgleichm�a�ig bez�uglich t 2 I existiert, daher konvergiert die Folge der Matrizen Ak(t; �)gleichm�a�ig bez�uglich t im Sinne der Matrizennorm gegen die �Ubergangsmatrix.Schreibweise:limk!1Ak(t; �) = 1X�=0 1�!A�(t� �)� =: eA(t��): (3.40)Lemma 3.22 Auf jedem kompakten Intervall, welches � enth�alt, ist t 7! eA(t��)� = '(t; �; �)die L�osung des Anfangswertproblems _x = Ax; x(�) = �:Die �Ubergangsmatrix der DGl _x = Ax ist�(t; �) = eA(t��): (3.41)�Allenfalls f�ur sehr spezielle Matrizen A wird man die �Ubergangsmatrix wirklich nach (3.41)und (3.40) berechnen. F�ur qualitative Aussagen �uber die L�osungen ist jedoch die explizi-te L�osungsdarstellung sehr wertvoll. Die folgenden Hilfss�atze bieten daf�ur eine Grundlage.Zum Beweis dient entweder die konvergente Reihe (3.40) oder die Tatsache, da� t 7! eAtFundamentalmatrix ist.De�nition 3.23 Die Zuordnungexp jRn�n ! Rn�n : A 7! exp(A) := eA = 1X�=0 1�!A� (3.42)hei�t Matrizen-Exponentialfunktion.Lemma 3.24 � sei die n� n Nullmatrix. Es gilt(i) exp(�) = E;(ii) A = diag(�1; � � � ; �n)) exp(A) = diag(e�1 ; � � � ; e�n);



48(iii) (�; �) Eigenpaar zu A) (e�; �) Eigenpaar zu exp(A):Beweis Mit (3.42) unter Beachtung von (diag(�1; � � � ; �n))� = diag(��1; � � � ; ��n) und A� =�� ) A�� = ���: �Korollar Speziell gilt exp(�E) = e�E:Lemma 3.25 F�ur kommutierende Matrizen, AB = BA; gilt(i) BeA = eAB;(ii) eA+B = eAeB = eBeA:Beweis t 7! eAt l�ost _X = AX; also ist (eAt)� = AeAt:(i) �(t) := BeAt;	(t) := eAtB: Man rechne nach, da� � und 	 L�osungen des AWP _X =AX;X(0) = B sind, also zusammenfallen. �(1) = 	(1) liefert die Behauptung.(ii) Analog unter Benutzung von (i): �Korollar Speziell gilt(a) 8t 2 R AeAt = eAtA;(b) E = eAe�A : eA ist stets nichtsingul�ar, (eA)�1 = e�A;(c) 8t; s 2 R eA(t+s) = eAteAs;(d) det eA = etrA: �Die letzte Aussage des Korollars folgt aus der Liouvilleschen Formel (3.4) mit � = 0; t = 1:Lemma 3.26 Ist C eine nichtsingul�are Matrix, dann giltC exp(A)C�1 = exp(CAC�1):Beweis Wie oben mit �(t) = CeAtC�1;	(t) = eCAC�1t: �3.4.4 Die lineare DGl nter OrdnungNach den �Uberlegungen in Kapitel 1.3 ist jede DGl nter Ordnung im R1 einer DGl im Rn�aquivalent. Die lineare DGl nter Ordnung im R1y(n) + an�1(t)y(n�1) + � � �+ a1(t)y0 + ao(t)y = bo(t) (3.43)mit a� ; bo 2 Co(I;R); I o�enes Intervall des R; ist gem�a� (1.5-b) der linearen DGl_x = A(t)x + b(t); x 2 Rn ; A = 0BBBBBB@ 0 1 0 0 � � � 00 0 1 0 � � � 0� � � � � � � �0 0 0 0 � � � 1�ao �a1 �a2 : � � � �an�1
1CCCCCCA ; b = 0BBBB@ 00...bo 1CCCCA (3.44)�aquivalent. Aus diesem Grund ist die Theorie des Kapitels 3 auch f�ur die DGl (3.43) zust�andig- das hei�t nicht, da� zum praktischen L�osen jede DGl (3.43) erst in die Form (3.44) gebracht



KAPITEL 3. LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 49werden mu�! Die spezielle Besetzung der Matrix A bringt vorteilhafte Besonderheiten mitsich.1) Die allgemeine L�osung von (3.43) ist y = yo + yp; wobei yo die allgemeine L�osung derhomogenen DGl (bo = 0) und yp eine partikul�are L�osung der inhomogenen DGl ist.2) Die allgemeine L�osung yo ist reelle Linearkombination n linear unabh�angiger L�osun-gen, yo = Pn�=1 c�y�; c� 2 R: Die y1; � � � ; yn sind linear unabh�angig gdw. ihre Wronski-DeterminanteW (t) = detY (t); Y = 0BBBB@ y1 y2 � � � yny01 y02 � � � y0n� � � � � � � � � � � �y(n�1)1 y(n�1)2 � � � y(n�1)n 1CCCCA (3.45)auf I keine Nullstelle hat. Nach der Liouvilleschen Formel (3.4) ist hierW (t) =W (�)exp(� Z t� an�1(s)ds): (3.46)3) Die Partikul�arl�osung yp kann durch Variation der Konstanten bestimmt werden, sobaldeine Integralbasis fy1; : : : ; yng bekannt ist:yp(t) = nX�=1 u�(t)y�(t) (3.47)(das ist einfach die erste Zeile des Ansatzes xp(t) = X(t)u(t)), u = (u1; � � � ; un)T ergibt sichaus der DGl Y (t) _u(t) = b(t); d.h.0BBBB@ y1 y2 � � � yny01 y02 � � � y0n� � � � � � � � � � � �y(n�1)1 y(n�1)2 � � � y(n�1)n 1CCCCA0BBB@ _u1_u2� � �_un 1CCCA = 0BBB@ 00� � �bo 1CCCA : (3.48)4) Im Falle konstanter Koe�zienten a� 2 R; � = 0; 1; � � � ; n� 1; vereinfacht sich die Berech-nung einer Integralbasis fy1; � � � ; yng betr�achtlich. Das charakteristische Polynom P (�) =det(A� �E) istP (�) = (�1)n(�n + an�1�n�1 + � � �+ a1�+ ao); (3.49)seine Nullstellen - die Eigenwerte von A - seien ��; � = 1; � � � ; m; mit den (algebraischen)Vielfachheiten k� 2 f1; � � � ; ng: Jede Matrix (A���E) hat den Defekt 1; d.h., jeder Eigenwertist von der geometrischen Vielfachheit 1: Daraus folgt, da� zu �� die linear unabh�angigenL�osungeny�{(t) = t{e��t; { = 0; 1; : : : ; k� � 1 (3.50)geh�oren, die man sofort aufschreiben kann. Nichtreelle Eigenwerte treten wieder in konjugiert-komplexen Paaren auf, reellwertige L�osungen gewinnt man durch Zerspalten in Real- undImagin�arteil.5) Die (allgemeine!) Methode der Variation der Konstanten ist, besonders im Fall konstanter



50Koe�zienten, bei einfacher Inhomogenit�at bo(�) h�au�g unn�otig aufwendig.Ist bo(�) eine Funktion der Formt 7! tme�t cossin �t; m 2 No ; �; � 2 R;dann �ndet man eine Partikul�arl�osung yp durch den speziellen Ansatz (mit unbestimmtenKoe�zienten A�, B�)yp(t) = tke�t[( mX�=0A�t�) cos �t+ ( mX�=0B�t�) sin�t]; (3.51)wobei � + i� k-fache Nullstelle von P (�) ist (k = 0: P (�+ i�) 6= 0).Der Ansatz begr�undet sich wesentlich durch die Tatsache, da� der Di�erentialoperator aufder linken Seite von (3.43) � mit konstanten Koe�zienten � die Klasse der Funktionen f Po-lynom mal Exponentialfunktion mal Kreisfunktiong in sich abbildet. Details und Beispielesiehe [4].



Kapitel 4Grundlagen der Theorie autonomerDi�erentialgleichungen
4.1 Integralkurven und PhasenkurvenAn den Abschnitt 1.2 anschlie�end arbeiten wir zun�achst die Besonderheiten heraus, durchdie sich autonome Di�erentialgleichungen auszeichnen.Ist eine Di�erentialgleichung _x = f(t; x) mathematisches Modell eines physikalischen (oderbiologischen, �okologischen, �okonomischen) Systems, so charakterisiert x = (x1; : : : ; xn) einenZustand des Systems, mit t als Zeit beschreibt eine L�osung x(�) : t 7! x(t) der Di�erenti-algleichung einen Proze�, x(t) ist die Phase des Prozesses zur Zeit t; die xi hei�en deshalbPhasenkoordinaten. t 7! x(t) wird eine (durch t parametrisierte) Phasenkurve genannt, _xdie Phasengeschwindigkeit. Die Di�erentialgleichung ordnet zu jeder Zeit t dem Zustand xeindeutig die Phasengeschwindigkeit _x = f(t; x) zu. Konstante L�osungen der Di�erential-gleichung (Phasengeschwindigkeit Null) hei�en deshalb auch Gleichgewichtsl�osungen.Ist f t�unabh�angig, so ist das Grundgebiet G der Di�erentialgleichung ein Zylindergebietdes Rn+1 ;G = R �D; D � Rn Gebiet.D hei�t Phasenraum. Ein Zustand x legt - gleichg�ultig zu welcher Zeit - eindeutig die Pha-sengeschwindigkeit _x = f(x) fest: die (im Rahmen der zust�andigen au�ermathematischenTheorie) systemimmanente Gesetzm�a�igkeit x 7! f(x) bestimmt alle Zustands�anderungendes Systems, Prozesse (Bewegung, Evolution) verlaufen autonom. Eine t�Abh�angigkeit vonf beschreibt eine (gewollte oder ungewollte) Beein
ussung des Systems von au�en: Prozessesind vom System und von au�en bestimmt, sie verlaufen heteronom. (F�ur feinere Begri�s-bestimmungen verweisen wir auf die Literatur zur Mathematischen Systemtheorie, z.B. [8]und [9].)Um Existenz und Unit�at der L�osungen der DGl _x = f(x) zu sichern, tre�en wir f�ur allesFolgende dieVereinbarung Das Vektorfeld f ist auf dem Phasenraum D lokal Lipschitz-stetig oder sogarvon der Klasse Ck, k 2 N [ f1g. 51



52Wird ein physikalisches System durch eine autonome DGl modelliert, so ist folgende Ver-mutung naheliegend. Ein Proze� beginne zur Anfangszeit to mit dem Anfangszustand �; einzweiter Proze� beginne mit dem gleichen Zustand � zur Zeit t1; dann sind beide Prozesseidentisch bis auf eine konstante relative Zeitverschiebung t1 � to: Zu den Prozessen geh�ortdann ein und dieselbe Phasenkurve, lediglich in zwei verschiedenen Parametrisierungen, diedurch eine Translation der t�Achse ineinander �ubergehen.Diese Vermutung l�a�t sich mit Hilfe der bisherigen Kenntnisse �uber die L�osungen von An-fangswertproblemen best�atigen.Dazu betrachten wir das Anfangswertproblem_x = f(x); x 2 D � Rn ; x(�) = �: (4.1)Unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard und Lindel�of besitzt dieses die eindeutigbestimmte L�osung '(�; �; �) 2 C1(I(�; �);D): Dann ist die Funktion (�) :  (s) := '(s+ � ; �; �) (4.2)auf dem Intervall I 0 := fs j s + � 2 I(�; �)g de�niert und l�ost dort dieselbe DGl. (Man�uberlege sich, da� das bei heteronomer DGl nicht der Fall zu sein braucht!) Da f�ur s = 0au�erdem  (0) = '(� ; �; �) = � ist, folgt aus dem Unit�atssatz (�) = '(�; 0; �): (4.3)Vereinbarung F�ur '(�; 0; �) schreiben wir ab jetzt (bei autonomer DGl!) kurz '(�; �). Ent-sprechend bezeichnen wir das Maximalintervall I(0; �) durch I(�):Mit beliebigem s+ � = t 2 I(�; �) folgt aus (4.2) '(t; �; �) =  (t� �) und somit nach (4.3)'(t; �; �) = '(t� �; �): (4.4)D.h., da� sich bei einer autonomen DGl die L�osung zum Anfangswert (�; �) aus der L�osungzum Anfangswert (0; �) durch eine Argumentverschiebung t 7! t � � ergibt. Die obige Ver-mutung ist damit best�atigt. Das gilt nur bei autonomen DGln. Denn, angenommen, f�ur dieL�osungen einer DGl _x = f(t; x) gilt 8�; � 8t 2 I(�; �) '(t; �; �) = '(t � � ; 0; �) (das be-deutet auch t 2 I(�; �) , t � � 2 I(0; �)); dann folgt 8�; � 8t 2 I(�; �) _'(t � � ; 0; �) =f(t; '(t� � ; 0; �)). F�ur t = � hei�t das 8�; � _'(0; 0; �) = f(�; �), f(�; �) mu� also konstantsein: die DGl ist autonom.Bemerkung Man kontrolliere die in den fr�uheren Kapiteln durchgerechneten Beispieleauf den Fakt, da� die L�osungen mit dem Argument t � � genau bei den autonomen DGlnauftreten. �Aus der f�ur autonome DGln charakteristischen Gleichheit (4.4) folgt eine charakteristischeEigenschaft der Integralkurven. Die Integralkurve zum Anfangswert (�; �) istgraph '(�; �; �) = f(t; '(t; �; �)) j t 2 I(�; �)g= f(t; '(t� �; �)) j t� � 2 I(�)g nach (4:4)= f(s+ �; '(s; �)) j s 2 I(�)g;



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 53und die letztere Menge ist nat�urlich nichts anderes als die um � parallel zur t�Achse ver-schobene Integralkurve zum Anfangswert (0; �): Alle Integralkurven zu Anfangswerten (�; �)mit festem � liegen also "�ubereinander\ und erf�ullen eine Zylinder
�ache im Rn+1 mit zurt�Achse parallelen Geraden als Mantellinien und mit range '(�; �) = Bild der Phasenkurvedurch � 2 D � Rn als Spurkurve im Rn :Satz 4.1 Folgende Aussagen �uber eine DGl sind �aquivalent.(i) Die DGl ist autonom, _x = f(x); x 2 D � Rn :(ii) Bei beliebigem (�; �) 2 R �D ist t 7! '(t� �; �) die L�osung des Anfangswertproblemsmit x(�) = � wobei '(�; �) die L�osung f�ur x(0) = � ist.(iii) Die Integralkurven zu Anfangswerten (�; �) mit festem � liegen �aquidistant auf einerzur t�Achse parallelen Zylinder
�ache des Rn+1 , welche die Phasenkurve '(�; �) alsErzeugende besitzt. �Bemerkunga) Die noch fragliche Implikation (iii)) (i) beweise der Leser ohne Rechnung.b) Man �uberlege sich anhand von (iii), da� im Fall n = 1 eine autonome DGl keine oszilla-torischen Bewegungen beschreiben kann.c) Unit�at der L�osungen von Anfangswertproblemen bedeutete, da� verschiedene Integral-kurven disjunkt sind. Durch (iii) wird f�ur autonome DGln diese Eigenschaft auf die Phasen-kurven �ubertragen: (die Bilder von) Phasenkurven sind entweder identisch oder disjunkt.�Satz 4.1 legt eine neue Au�assung vom Wesen einer autonomen DGl nahe: durch die DGl_x = f(x); x 2 D; wird eine Funktion ' : (t; �) 7! '(t; �) 2 D de�niert, diese ist zu untersu-chen. ' k�onnte man allgemeine L�osung nennen. Zu beliebigem � 2 D ist '(�; �) die L�osungdes Anfangswertproblems _x = f(x); x(0) = �: Nach den bisherigen Untersuchungen istbekannt, da� dom ' = f(t; �) j � 2 D; t 2 I(�)g ist. Zu festem � beschreibt '(�; �) die Pha-senkurve durch den Punkt � 2 D; sie ist von der Klasse Ck+1(I(�);D); falls f 2 Ck(D;Rn):Wir k�onnen uns aber auch - und diese Betrachtungsweise ist neu - f�ur die Funktion '(t; �) beifestem t 2 R interessieren. Ihr De�nitionsbereich ist Dt := f� j t 2 I(�)g � D; er kann leersein. Ist Dt 6= ;; so vermittelt '(t; �) eine Abbildung jeder nichtleeren Menge M � Dt auf'(t;M) � D; indem jeder Punkt � 2M auf '(t; �) abgebildet wird. Nehmen wir zun�achst tals positiv an, dann l�a�t sich die ganze Familie von Abbildungen f'(s; �) j 0 � s � tg betrach-ten, und bei kinematischer Interpretation 
ie�en die Punkte � 2M l�angs der Phasenkurven:� = '(0; �)! '(s; �)! '(t; �), vergleiche Figur 4.1. Die Abbildung M ! '(t;M) ist gewi�injektiv, da sich Phasenkurven nicht schneiden. Es bleibt zu kl�aren, welche weiteren Eigen-schaften diese Abbildung aufweist (Stetigkeit/Glattheit?) und wie die Inverse bescha�en ist.Noch einmal: Die Funktion '(�; �) l�a�t sich nur in seltenen F�allen "berechnen\ (allenfallsnumerisch approximieren); Eigenschaften von ' aus Eigenschaften von f zu deduzieren, dasist genau das Anliegen der qualitativen Theorie der (autonomen) DGln.Wir beginnen die entsprechenden �Uberlegungen mit der Untersuchung der Funktion '(t; �):Zun�achst betrachten wir die Menge aller dieser Funktionen und werden eine bestimmte alge-braische Struktur dieser Menge aufdecken. Die danach folgende Untersuchung der Glattheitdieser Funktionen wird sie als Di�eomorphismen erweisen und schlie�lich zum Begri� desglatten dynamischen Systems f�uhren.
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'(t; �) '(t; �0)'(t;M)
Fig.4.14.2 Der lokale Flu�Wir betrachten die allgemeine L�osung, ' : (t; x) 7! '(t; x); der autonomen DGl _x =f(x); x 2 D � Rn : Zu festem � 2 D ist '(�; �) j I(�) ! D die eindeutig bestimmte(maximale) L�osung des Anfangswertproblems _x = f(x); x(0) = �: Damit ist ' eindeutigbestimmt,' jW ! D; W := dom ' = f(t; x) j x 2 D; t 2 I(x)g � Rn+1 : (4.5)Einige von fr�uher bekannte analytische Eigenschaften von ' wurden im letzten Abschnitterw�ahnt, dementsprechende Fragen werden sp�ater wieder aufgegri�en. Hier untersuchen wirzun�achst f'(t; �) j t 2 Rg als eine Familie von Abbildungen aus D in D: Wir schreiben't(�) := '(t; �) j Dt ! D (bei festem t 2 R);Dt = dom 't = fx 2 D j t 2 I(x)g: (4.6)Die folgenden Aussagen �uber De�nitionsbereiche sind im wesentlichen unmittelbare Folge-rungen aus den De�nitionen.(i) x 2 Dt , (t; x) 2 W , t 2 I(x): (4.7)(ii) 0 < s < t _ t < s < 0 ) Dt � Ds � Do = D: (4.8)(Beachte zum Beweis: 8 x 2 D 0 2 I(x); I(x) o�enes Intervall.) F�ur gro�e jtj kann Dtleer sein - falls n�amlich alle I(x) beschr�ankt sind; Beispiel: _x = 1 + x2; x 2 R:(iii) 9 � > 0 8 t; s 2 R [ jtj; jsj < � ) Dt \ Ds 6= ;]: (4.9)F�ur jedes x 2 D ist 'o(x) = '(0; x) = x; also ist'o = idD (4.10)die identische Abbildung von D auf sich.Lemma 4.2 Sei x 2 D; s 2 I(x): Dann gilt(i) I('s(x)) = I(x)� s; (4.11)(ii) 8 t 2 I('s(x)) 't('s(x)) = 's+t(x): (4.12)



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 55Beweis Zu festen x 2 D und s 2 I(x) sei  (t) := '(t + s; x) = 't+s(x): Die dadurchbestimmte Funktion ist auf dom = ft j t + s 2 I(x)g = I(x) � s de�niert. F�ur jedest 2 dom ist _ (t) = _'(t + s; x) = f( (t));  gen�ugt also der DGl _x = f(x) und hatau�erdem den Anfangswert  (0) = '(s; x) = 's(x): Nach dem Unit�atssatz ist somit  (�) ='(�; 's(x)); also ist auch dom = I('s(x)); damit ist 4.11 gezeigt, und es gilt 's+t(x) = (t) = '(t; 's(x)) = 't('s(x)): �
s
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Fig.4.2Figur 4.2 skizziert den Sachverhalt des Lemmas. Sei 0 < s < t: x 2 D bestimmt eindeutigdie Phasenkurve '(�; x); deren Bogen 
x = '(I(x); x) sei. Da y 2 
x; wird durch y dergleiche Bogen, nur mit der Parameterdarstellung '(�; y) j I(y)! D bestimmt, also ist auchz 2 
x: Im kinematischen Bild "
ie�t\ der beobachtete Phasenpunkt l�angs 
x von x nach yim Zeitintervall [0; s]; von y nach z im Zeitintervall [0; t]; somit von x nach z im Zeitintervall[0; s+ t]:Lemma 4.3 F�ur jedes t 2 R gilt(i) dom't = Dt � D ist eine o�ene Menge.(ii) range 't = 't(Dt) = D�t.(iii) 't j Dt ! D�t ist bijektiv und ('t)�1 = '�t.Beweis �Uber die Funktion 'jW ! D ist nach Satz 2.4 folgendes bekannt. Es sei � 2 D,und mit einem r > 0 sei K(�; r) � D: Zu jedem r0 2 (0; r) gibt es dann einen QuaderQ�;r0(�) = (��; �)�K(�; r0) mit dem Mittelpunkt (0; �); auf dem ' stetig ist (sogar auf derAbschlie�ung von Q�;r0). Dabei ist � = �(�) durch 0 < � < minf r�r0M ; 1Lg restringiert, wobei(im hier betrachteten autonomen Fall) M das Maximum von kf(x)k und L eine Lipschitz-konstante von f auf der abgeschlossenen Kugel K�(�; r) sind.Somit ist ' stetig auf der o�enen Menge U := [�2D Q�;r0(�) � W; einer (n+1)�dimensionalenUmgebung von D: Damit ist insbesondere f�ur hinreichend kleine jtj Dt nichtleer und o�en,und 't(�) ist stetig.(i) Nun sei (To; �o) 2 W beliebig gew�ahlt, d.h., �o 2 D; To 2 I(�o): (Wir nehmen To > 0an - anderenfalls ist nur das Intervall [0; To] durch [To; 0] zu ersetzen.) Wir zeigen, da� eineUmgebung von �o in DTo liegt. Dazu betrachten wir das Bogenst�uck 
o := '([0; To]; �o) derPhasenkurve durch �o. Dieses ist eine kompakte Teilmenge von D und besitzt somit einenpositiven Abstand von der abgeschlossenen Menge @D. Es seid(
o; @D) =: ro > 0; r := ( 12ro; falls ro <12; falls ro =1 ; r0 := 12r:



56Damit liegt jede Kugel K(x; r); x 2 
o; gewi� in D; und�o := cl [x2
o K(x; r) ; �0o := cl [x2
o K(x; r0)sind Kompakta, 
o � int�0o � �o � D:Es sei Mo := maxfk f(x) k j x 2 �og; und Lo sei eine Lipschitzkonstante f�ur f auf �o (ihreExistenz sichert Lemma 2.5). W�ahlen wir etwa �o := 13 minf r�r0Mo ; 1Log; dann ist ' sicher stetigin allen Punkten (t; x); x 2 �0o; jtj � �o;. Somit ist f�ur alle t mit jtj � �o gewi� int �0o � Dt,und 't ist dort stetig.Wir konstruieren eine Zerlegung von 
o: Dazu sei N 2 N so gro� gew�ahlt, da� h := To=N <�o: Es seit� := �h ; �� := '(t�; �o) ; � = 0; 1; : : : ; N:Dann ist nach Lemma 4.2 ��+1 = '(t� + h; �o) = 'h('t� (�o)); also ��+1 = 'h(��) und somitdurch Au
�osen dieser Rekursion�N = '(To; �o) = ('h � 'h � : : : � 'h)| {z }Nmal (�o):Sei KN := K(�N ; r0). KN ist o�en in D. Wir betrachten eine Kette vollst�andiger 'h-Urbilder:~KN�1 := '�1h (KN)~K��1 := '�1h ( ~K�); � = 1; : : : ; N � 1:Die Mengen ~K� sind o�en in Dh, somit auch o�en in D (da 'hj Dh ! D stetig ist) undnichtleer (da �� 2 ~K�).Nach Konstruktion kann umgekehrt 'h N -mal auf die Elemente x 2 ~Ko angewendet werden,und nach Lemma 4.2 (ii) mit t = s = h ist 'nh(x) = 'To(x), d.h., ~Ko � DTo. Also liegt mit�o auch die Umgebung ~Ko in DTo, d.h., DTo ist o�en. Ist f�ur ein t 2 R Dt = ;, dann ist dieO�enheit trivial.(ii) Sei Dt 6= ;; x 2 Dt: Dann ist in Folge t 2 I(x); 0 = t � t 2 I(x); also �t 2 I(x) � t =I('t(x)) nach (4.11). Das bedeutet nach (4.7) (�t; 't(x)) 2 W und gleicherma�en 't(x) 2D�t: Somit ist D�t 6= ; und, da x beliebiges Element von Dt ist, 't(Dt) � D�t: Mit x0 2 D�tergibt sich in gleicher Weise '�t(x0) 2 Dt: Also kann 't auf '�t(x0) angewendet werden:'t('�t(x0)) = 't�t(x0) = x0 2 't(Dt): Wegen der Beliebigkeit von x0 folgt D�t � 't(Dt);schlie�lich (ii). (Dt = ; impliziert D�t = ;, denn x0 2 D�t f�uhrt auf den Widerspruch'�t(x0) 2 Dt = ;: (ii) ist auch f�ur Dt = ; richtig.)(iii) 't bildet nach (ii) von Dt auf D�t ab, ist also surjektiv. Aus (ii) folgt auch 't(x1) ='t(x2) ) '�t('t(x1)) = '�t('t(x2)) ) x1 = x2 : 't ist injektiv. Damit existiert ('t)�1 aufD�t; aus dem Beweisteil (ii) entnehmen wir ('t �'�t)(x0) = x0 f�ur alle x0 2 D�t, und analoggilt 8x 2 Dt ('�t � 't)(x) = x: Somit ist '�t = ('t)�1: �Korollar (1) Existiert die L�osung '(�; �o) auf dem kompakten Intervall [0; To] (d.h., ist[0; To] � I(�o)), dann gibt es eine Umgebung Vo von �o, so da� jede L�osung '(�; �) mit � 2 Voebenfalls auf [0; To] existiert (8� 2 Vo [0; To] � I(�)).Analoges f�ur To < 0.(2) W = dom' ist o�en in Rn+1 .



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 57Beweis (1) Das ist nur eine andere Formulierung von Lemma 4.3 (i) � eine solche Umge-bung ist die im Beweis konstruierte Menge ~Ko.(2) Da I(�o) o�en ist, gibt es ein "o > 0, so da� Io(�o) := (To � "o; To + "o) � I(�o). Alsogeh�ort nach (1) mit dem Punkt (To; �o) auch eine o�ene Umgebung Io(�o)� Vo zu W . �
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Fig.4.3Figur 4.3 ist eine Prinzipskizze f�ur die Mengen W , D, I(x) etc..Wir fassen die bisherigen Ergebnisse in folgender Weise zusammen.De�nition 4.4 Die durch das lokal Lipschitz-stetige Vektorfeld f j D ! Rn eindeutig be-stimmte Familie F = f't j t 2 Rg von Bijektionen von Dt auf D�t hei�t der durch ferzeugte lokale Flu�.Bemerkung Manche Autoren nennen die Funktion ' jW ! D den lokalen Flu�. �Satz 4.5 Der lokale Flu� F = f't j t 2 Rg enth�alt die identische Abbildung 'o = idD: Mitjedem 't 2 F geh�ort auch ('t)�1 = '�t zu F : Mit je zwei Elementen 't; 's von F gilt('t � 's)(x) = 't+s(x)f�ur alle die x 2 D; f�ur die die linke Seite de�niert ist. �Bemerkung Die letzte Gleichung ist nach Lemma 4.2 erf�ullt f�ur x 2 D; s 2 I(x), t 2I('s(x)), d.h., x 2 Ds; 's(x) 2 Dt; also x 2 Ds \ '�s(Dt \ D�s); nach (4.11) ist dannautomatisch t + s 2 I(x); d.h. x 2 Dt+s: Der De�nitionsbereich von 't � 's kann leer sein.Auch wenn dom('t �'s) nicht leer ist so kann doch dom('s �'t) = ; sein: in (4.12) brauchent und s nicht vertauschbar zu sein! �Bemerkung Die Abbildungen 't werden sich als Hom�oomorphismen, im Fall f 2 Ck(D;Rn);k � 1; sogar als Di�eomorphismen erweisen. �



584.3 Stetigkeit und Di�erenzierbarkeit des lokalen Flus-sesDie Stetigkeit von 'jW ! D ist auf einer (n+1)�dimensionalen Umgebung von D bekannt.Es gilt aber sogarLemma 4.6 ' 2 Co(W;D):Beweis Die nachfolgenden Notationen sind die gleichen wie im Beweis von Lemma 4.3.Sei (To; �o) 2 W , d.h., �o 2 DTo. Wir �uberlegen zun�achst die Stetigkeit der Abbildung'To = 'h � : : : � 'h im Punkte �o:'h ist auf �0o und somit in den Punkten �� 2 
o � �0o stetig, also bildet 'h eine (in K(��; r0)liegende) Umgebung von �� in eine Umgebung von ��+1 ab. Damit bildet 'To = 'h � : : : �'heine hinreichend kleine ��Umgebung von �o in eine beliebig kleine "�Umgebung von �N ab,d.h., '(To; �) ist stetig im Punkte �o: Nun ist (s. Figur 4.4)
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0 K(��; r0)��+1'h
Fig.4.4k '(T; �)� '(To; �o) k�k '(T; �)� '(To; �) k + k '(To; �)� '(To; �o) k;und zu beliebigem " 2 (0; r0) gibt es ein �2 > 0; so da� der zweite Term < " ist, wenn nurk � � �o k< �2 ist. Damit ist '(To; �) 2 K('(To; �o); r0) und der erste Term,k '(s+ To; �)� '(To; �) k=k '(s; '(To; �))� '(0; '(To; �)) k;ist der Abstand zweier Funktionswerte von ' auf [��o; �o]��0o: Da ' dort gleichm�a�ig stetigist, gibt es ein von � unabh�angiges �1 > 0; so da� mit jsj < �1 auch dieser Abstand kleinerals " ist. Mit � := minf�1; �2g gilt alsojsj = jT � Toj < � ^ k � � �o k< � )k '(T; �)� '(To; �o) k< 2";' ist im (beliebigen) Punkt (To; �o) 2 W stetig. �



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 59Zur Di�erenzierbarkeit von ' bei Lipschitz-stetigem Vektorfeld f wissen wir bisher nur8� 2 D '(�; �) 2 C1(I(�);D); Dt' = f � ':�Uber die partielle Di�erenzierbarkeit von '(t; �) ist nichts bekannt. Wir beginnen die dies-bez�uglichen Untersuchungen mit einer vorbereitenden heuristischen Betrachtung.Unter derVoraussetzung f 2 C1(D;Rn); d.h. Dxf stetig,wollen wir die Funktion ' als glatt annehmen und daraus auf eine weitere Eigenschaft von' schlie�en, die dann den Ausgangspunkt der genauen Untersuchung motiviert.F�ur jedes � 2 D ist '(�; �) auf dem Maximalintervall I(�) die L�osung des Anfangswertpro-blems _x = f(x); x(0) = �: Nach Satz 2.1 gilt dann8(t; �) 2 W = dom ' '(t; �) = � + Z to f('(s; �))ds:Unter der Annahme '(�; �) 2 C1(W;D)sind beide Seiten der letzten Gleichung nach � di�erenzierbar und da der Integrand ebenfallsC1 ist, darf rechts unter dem Integral abgeleitet werden. Somit giltD�'(t; �) = E + Z to Dxf('(s; �))D�'(s; �)ds:Das bedeutet mit festem �=�o nach Satz 2.1 nichts anderes, als da� die Funktion D�'(�; �o) jI(�o)! Rn�n das lineare Matrizen-Anfangswertproblem_V = A(t; �o)V ; V (0) = E; (4.13-a)mit der auf I(�o) de�nierten und dort stetigen Koe�zientenmatrixA(t; �o) := Dxf('(t; �o)) (4.13-b)l�ost. Au�erdem ist f�ur alle t 2 I(�o) det(D�'(t; �o)) 6= 0, da ein Vergleich mit (3.14) dieL�osung D�'(�; �o) als die �Ubergangsmatrix zur Anfangszeit � = 0 der linearen DGl _y =A(t; �o)y ausweist.Wir beweisen die Richtigkeit der obigen Annahme, indem wir, durch (4.13-b) inspiriert, dasfolgende Anfangswertproblem untersuchen:_x = f(x) (4.14-a)_y = Dxf(x)y; (4.14-b)(x; y) 2 D � Rn ; x(0) = �; y(0) = �.Diese autonome DGl f�ur z := (x; y) hei�t die Prolongation der originalen DGl _x = f(x):Die hierarchische Struktur � f(x)g(x;y) � der rechten Seite bringt folgende angenehme Beson-derheit f�ur die L�osungen mit sich. F�ur eine L�osung � = (�1; �2) des Anfangswertproblems



60(4.14) ist die erste Komponente �1 eindeutig durch (4.14-a) bestimmt: �1(�) = '(�; �) mit demMaximalintervall I(�) - dazu gen�ugt die lokale Lipschitz-Stetigkeit von f: Also l�ost �2 dasheteronome homogen-lineare Problem _y = Dxf('(t; �))y; y(0) = �, mit einer Koe�zienten-matrix, die in t stetig ist, falls f 2 C1(D;Rn): Somit ist �2 nach Satz 3.2 eindeutig bestimmtmit demselben Maximalintervall I(�) und hat nach Satz 3.11 die Form �2(�) = 	(�; �)�:Dabei ist 	(�; �) die �Ubergangsmatrix (f�ur Anfangszeit � = 0) zur ��abh�angigen Koe�zien-tenmatrix Dxf('(t; �)), d.h., die eindeutig bestimmte L�osung des Anfangswertproblems inRn�n_V = Dxf('(t; �))V; t 2 I(�); V (0) = E:Praktisch k�onnen also bei einer so strukturierten DGl die L�osungskomponenten immer nach-einander bestimmt werden.Unser ganz anderes Anliegen - die Glattheit von '(t; �) und einen Zusammenhang zwischen' und �2 zu zeigen - erfordert die simultane Behandlung von (4.14-a) und (4.14-b). Dazuben�otigen wir die lokale Lipschitz-Stetigkeit von F (z) := � f(x)Dxf(x)y� ; und diese sichern wirmit der sch�arferenVoraussetzung f 2 C2(D;Rn):Damit ist sogar F 2 C1; und die Konvergenz des Verfahrens der sukzessiven Approximationf�ur die �aquivalente Integralgleichungx(t) = � + R to f(x(s))dsy(t) = � + R to Dxf(x(s))y(s)dsist gew�ahrleistet. Sie ist gleichm�a�ig auf einem abgeschlossenen Quader Q~�;r0 � R �D� Rnmit dem Mittelpunkt (0; �o; �o) : Q~�;r0 = [�~�; ~�]�K�(�o; r0)�K�(�o; r0): Da das Grundgebietbez�uglich t und y unbeschr�ankt ist, mu� lediglich gelten0 < r0 < r; K�(�o; r) � D;0 < ~� < minf(r � r0)= ~M; 1=~Lg; (4.15)wobei ~M; ~L Beschr�anktheits- und Lipschitzkonstante f�ur kF (z) k auf K�(�o; r) � K�(�o; r)sind (K� ist wieder die abgeschlossene Kugel des Rn mit Maximummetrik).Schritt 0 der sukzessiven Approximation:zo : ( xo(t; �) := �yo(t; �; �) := �:Triviale Feststellung: xo ist nach � di�erenzierbar, und es ist D�xo � � = yo:Schritt k + 1 :zk+1 : ( xk+1(t; �) = � + R to f(xk(s; �))dsyk+1(t; �; �) = � + R to Dxf(xk(s; �))yk(s; �; �)ds:Feststellung:Falls xk nach � di�erenzierbar und D�xk � � = yk ist, dann ist xk+1 nach � di�erenzierbar,und es ist D�xk+1 � � = yk+1:



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 61Damit folgt induktiv sofort, da� D�xk � � = yk f�ur jeden Iterationsschritt gilt. Die Folgeder sukzessiven Approximationen zk = (xk; yk) konvergiert f�ur k !1 gleichm�a�ig auf demQuader Q~�;r0 gegen die L�osung z = (x; y) der Integralgleichung (des Anfangswertproblems).Die Folge (xk) ist unabh�angig von der Folge (yk), deshalb ist nat�urlich ihr Limes x(t; �) ='(t; �): Da die Glieder der gleichm�a�ig konvergenten Folge (xk) nach � di�erenzierbar sindund die Folge der Ableitungen (D�xk � �) = (yk) ebenfalls gleichm�a�ig konvergiert, ist auch' nach � di�erenzierbar, und es ist D�' � � = y: Satz 2.4 garantiert die Stetigkeit derGrenzfunktion z(�; �; �) : (t; �; �) 7! ('(t; �); D�'(t; �) � �):Da das mit beliebigem � 2 Rn gilt, ist auch D�'(�; �) stetig. Die Stetigkeit von Dt'(�; �) istohnehin klar, also ist gezeigt:'(�; �) 2 C1([�~�; ~�]�K�(�o; r0);D)mit beliebigen �o 2 D; r0 und (kleinem) ~� gem�a� (4.15).Diese lokale Glattheit von ' l�a�t sich auf ganz W ausdehnen durch das gleiche Verfahren,das die Globalisierung der Stetigkeit erm�oglichte.Dazu nehmen wir (To; �o) 2 W; �o 2 Rn und betrachten das Bogenst�uck ~
o = �([0; To]; �o; �o)der Phasenkurve der prolongierten DGl. Entsprechend konstruierte umgebende Kompakta~�o; ~�0o f�uhren zu einem global verwendbaren ~�o: Mit jhj < ~�o gilt dann wieder �(To; �o; �o) =(�h � �h � : : : �h)(�o; �o) und damit f�ur die erste Komponente, 't; von �t'To(�) = ('h � 'h � : : : � 'h)(�)mit zu �o benachbartem �: Durch die Komposition auf der rechten Seite wird (nicht nur dieStetigkeit sondern auch) die C1�Eigenschaft von 'h auf 'To �ubertragen: 'To(�) ist di�eren-zierbar auf einer Umgebung von �o; und die Ableitung ist in �o stetig. Das hei�t schlie�lich'(�; �) 2 C1(W;D);die fr�uhere Annahme ist veri�ziert. Damit ist nun auch gesichert, da� die AbleitungD�'(�; �o)das Anfangswertproblem (4.13) l�ost.Bemerkung Die oben getro�ene Voraussetzung f 2 C2(D;Rn) war technischer Natur,es gen�ugt f 2 C1(D;Rn), um (nat�urlich mit einer anderen Verfahrensweise) die gleichenSchlu�folgerungen �uber ' zu ziehen. Damit gilt die Implikation f 2 C1 ) ProlongationF 2 Co ) ' 2 C1: �' besitzt sogar stetige bez�uglich t und � gemischte zweite Ableitungen. Denn V = D�'gen�ugt der DGl (4.13), also existiert _V = DtD�'; und es istDtD�' = (Dxf � ')D�' = D�(f � ') = D� _' = D�Dt':Durch Betrachtung iterierter Prolongationen folgt induktiv die Implikation f 2 Ck(D;Rn))' 2 Ck(W;D); k 2 N : Nat�urlich ist dann mit festem t auch 't(�) = '(t; �) von der Klasse Ck(wir verwenden diese Sprechweise auch f�ur den TrivialfallDt = dom't = ;): Da 'tjDt ! D�tbijektiv und ('t)�1 = '�t ebenfalls Ck ist, erweist sich 't als Di�eomorphismus der KlasseCk:Im Ergebnis der vorausgegangenen Untersuchungen haben wir



62Satz 4.7 In der DGl _x = f(x) sei f 2 Ck(D;Rn); k 2 f1; 2; : : : ;1g: Dann gilt(i) Die allgemeine L�osung ' : (t; �) 7! '(t; �) ist von der Klasse Ck(W;D):(ii) Die partielle Ableitung D�' ist nach t stetig di�erenzierbar und l�ost das lineare An-fangswertproblem DtD�' = (Dxf � ')D�'; D�'(0; �) = E:(iii) Der durch f erzeugte lokale Flu� F = f'tjt 2 Rg; 't(�) := '(t; �); ist eine Familielokaler Di�eomorphismen, 't 2 Di� k(Dt;D�t); wobei Dt = fx 2 Djt 2 I(x)g o�eneTeilmenge von D ist. Es ist 'o = idD; ('t)�1 = '�t; und es gilt('t � 's)(x) = 't+s(x) mit allen x 2 D; f�ur welche die linke Seite de�niert ist. �Die Untersuchung des Flusses einer autonomen DGl wird im Kapitel 4.5 fortgesetzt. Vorherbetrachten wir zwei Anwendungen.4.4 Variationsgleichungen, lineare ApproximationenWir betrachten die L�osungen '(�; �o) j I(�o) ! D und '(�; �) j I(�) ! D der DGl _x =f(x); f 2 C1(D;Rn); zu benachbarten Anfangswerten �o; �: Es ist 0 2 I(�o)\ I(�) =: I; undI ist ein o�enes Intervall. Die L�osung '(�; �o) =: 'o(�) m�oge bekannt sein. Setzen wir8 t 2 I '(t; �)� 'o(t) =: z(t) ; z(0) = � � �o =: � ;dann ist_z(t) = _'(t; �)� _'o(t) = f('(t; �))� f('o(t))= f('o(t) + z(t))� f('o(t)) = Dxf('o(t))z(t) + o(kz(t)k):In erster N�aherung (vernachl�assigter o�Term) gen�ugt also z der DGl_z = Dxf('o(t))z; (4.16)das ist gerade der lineare Teil der Prolongation, die Linearisierung der originalen DGl_x = f(x) l�angs der bekannten L�osung 'o(�):Wir nennen sie auch die Variationsgleichungbez�uglich der Anfangswerte. Ist z(�) die L�osung von (4.16) mit normm�a�ig kleinemz(0) = � � �o; dann wird 'o(t) + z(t) eine brauchbare N�aherung f�ur '(t; �) sein, solangekz(t)k klein ist. Im allgemeinen wird das nur f�ur kleine jtj der Fall sein; 'o + z gibt danneine lokale quantitative Approximation, die sich wegen der Linearit�at von (4.16) numerischsehr schnell berechnen l�a�t (das kann z.B. bei online-Bahnkorrekturrechnungen f�ur Raum-
ugk�orper entscheidend sein).Besonders bearbeitungsfreundlich ist nat�urlich der Fall einer konstanten L�osung 'o : t 7! �o(Gleichgewicht). Wegen der konstanten Koe�zientenmatrix Dxf(�o) l�a�t sich z mit den al-gebraischen Methoden des Kapitels 3.4 berechnen, wobei die Eigenwerte der Matrix einedominierende Rolle spielen. Wir werden uns sp�ater sehr gr�undlich daf�ur interessieren, ob dieFunktionen �o + z(�) in einer Umgebung von �o eine brauchbare qualitative Approximationder Phasenkurven der originalen DGl _x = f(x) darstellen.Bei vielen Untersuchungen in der qualitativen Theorie der DGln und in Anwendungen



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 63(wenn die DGl ein physikalisches System modelliert) ist die rechte Seite von Parametern,(p1; p2; : : : ; pm) =: p 2 Rm , abh�angig,_x = f(x; p); x 2 D � Rn ; p 2 Rm :Genaugenommen liegt damit eine m�dimensionale Schar von DGln vor, die Grundgebieteder einzelnen DGln k�onnten auch von p abh�angig sein. Die p�Abh�angigkeit von f �ubertr�agtsich auf die L�osung, '(�; �; p): Die Art der �Ubertragung ist von Interesse - besonders inAnwendungen, wo die Parameterwerte stets mit Me�ungenauigkeiten behaftet oder gar nurSch�atzwerte sind. Wir beschr�anken unsere �Uberlegungen auf den Fall von p unabh�angigerAnfangswerte. Dann giltSatz 4.8 Ist bei dem parameterabh�angigen Anfangswertproblem_x = f(x; p); x(0) = �;f von der Klasse C1; dann existiert f�ur die L�osung '(�; �; p) auch Dp' und ist stetig.Beweis Wir ersetzen das n�dimensionale Anfangswertproblem mit p�abh�angiger DGldurch ein n+m�dimensionales Anfangswertproblem mit parameterunabh�angiger DGl:_x = f(x; u)_u = 0; (x; u)(0) = (�; p):Jetzt ist p Anfangswert, und Satz 4.7 regelt alles. �Die Ableitung Dp' l�ost ein lineares Anfangswertproblem. Zu den festen Werten �o; po sei dieL�osung '(�; �o; po) =: 'o(�) j I(�o; po) ! D bekannt. Dann gilt mit benachbartem Parame-terwert p'(t; �o; p) = �o + Z to f('(s; �o; p); p)ds; t 2 I(�o; p): (4.17)F�ur alle p ist I(�o; p)\ I(�o; po) ein nichtleeres o�enes Intervall. Nach Satz 4.8 darf in (4.17)auf beiden Seiten, und rechts unter dem Integral, an der Stelle po nach p di�erenziert werden:Dp'(t; �o; po) = 0 + Z to [Dxf('o(s); po)Dp'(s; �o; po) +Dpf('o(s); po)]ds:Das bedeutet nach Satz 2.1: Dp'(�; �o; po) ist L�osung von_V = Dxf('o(t); po)V +Dpf('o(t); po); V (0) = 0: (4.18)Sinngem�a� hei�t diese (inhomogene!) lineare DGl dieVariationsgleichung bez�uglich desParameters.



644.5 Globale Fl�usse und dynamische SystemeIm Kapitel 4.3 wurden die Elemente des lokalen Flusses F = f't j t 2 Rg eines Vektorfeldesf 2 Ck(D;Rn); k � 1; als lokale Ck�Di�eomorphismen 't j Dt ! D�t nachgewiesen (lokaleHom�oomorphismen, falls f nur Lipschitz-stetig ist). "Lokal\ bezieht sich auf die Tatsache,da� im allgemeinenDt nur eine echte o�ene Teilmenge von D ist, die (f�ur gro�e j t j) sogar leersein kann - die entsprechenden 't werden dann mit dem leeren Di�eomorphismus identi�ziert.Unabh�angig von den Glattheitseigenschaften beschreibt Satz 4.5 eine gewisse Struktur derMenge F , die an die Struktur einer Gruppe erinnert:- F enth�alt das ausgezeichnete Element 'o = idD (Einselement?);- F enth�alt mit jedem Di�eomorphismus 't auch seinen inversen,('t)�1 = '�t ; 't und '�t sind also in beliebiger Reihenfolge komponierbar, und es ist'�t � 't = 'o ���Dt ; 't � '�t = 'o ���D�t (4.19)(das ist auch bei leerem Dt sinnvoll);- Zwei Elemente 's und 't sind auf der o�enen (m�oglicherweise leeren) MengeDs \ '�s(Dt \ D�s) =: Dt;s komponierbar, es ist Dt;s � Dt+s und't � 's ���Dt;s = 't+s ���Dt;s (4.20)(mit t + s = 0 folgt daraus (4.19)).Ist f�ur wenigstens ein t 2 R Dt eine echte Teilmenge von D; dann ist die Komposition vonAbbildungen, �, keine bin�are Operation in F : Denn z.B. die Komposition '�t �'t f�uhrt nach(4.19) auf 'o ���Dt , und diese echte Einschr�ankung der Abbildung 'o (mit dom'o = D) geh�ortper de�nitionem nicht zu F : Die Verh�altnisse �andern sich schlagartig zum Angenehmen,falls Dt = D f�ur alle t 2 R : � wird zur bin�aren Operation, (F ; �) wird eine Gruppe vonAbbildungen D ! D:Dt = D ist nach (4.7) �aquivalent mit 8x 2 D t 2 I(x): F�ur welche t 2 R das zutri�t, istdurch das Vektorfeld f bestimmt. Geh�oren alle positiven (negativen) t zu I(x); dann ist diedurch das Vektorfeld f festgelegte Zukunft (Vergangenheit) des Phasenpunktes x zeitlichunbeschr�ankt.De�nition 4.9 Das Vektorfeld f 2 Ck(D;Rn); k � 1; hei�tvorw�artskomplett (future complete), falls 8x 2 D I(x) � R+ ;r�uckw�artskomplett (past complete), falls 8x 2 D I(x) � R� ;komplett (complete), falls 8x 2 D I(x) = R:Beispiel 4.10 (a) Jedes lineare Vektorfeld f : f(x) = Ax; x 2 Rn ; ist nach Satz 3.2komplett.(b) Das Vektorfeld f : f(x) = x(1�x); x 2 D � R1 ; ist vorw�artskomplett auf D := (1;+1);r�uckw�artskomplett auf D := (�1; 0) und komplett auf D := (0; 1); vgl. Beispiel 1.10. �Die Komplettheit eines Vektorfeldes ist nicht durch ein allgemeines Kriterium zu entscheiden.Eine hinreichende Bedingung ist nach Satz 2.19 die lineare Beschr�anktheit: 9%; � 2 R+ :k f(x) k � % k x k +�:Die praktische Bedeutung der Komplettheit besteht in folgendem. Das glatte Vektorfeld f



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 65modelliere ein physikalisches System. Jeder Anfangszustand des Systems bestimmt danneindeutig einen Proze�, der zeitlich unbeschr�ankt abl�auft: aus dem Anfangszustand kannmittels f auf die Systemzust�ande in ferner Zukunft und in grauer Vergangenheit geschlossenwerden. Geometrisch hei�t das, da� der Phasenpunkt bei seiner Bewegung nicht in endlicherZeit den Rand von D; wo die durch f dargestellte physikalische Gesetzlichkeit des Systemszu gelten aufh�ort, erreicht (bei unbeschr�anktem Gebiet D kann also auch k 't(x) k nicht inendlicher Zeit gegen Unendlich gehen: "Explosionen\ k�onnen im System nicht auftreten).Die Bedeutung der Komplettheit eines Vektorfeldes f�ur die Theorie o�enbart der folgendeSatz 4.11 Der durch ein komplettes Vektorfeld f 2 Ck(D;Rn); k � 1; erzeugte Flu� F =f't j t 2 Rg ist eine 1�parametrige Familie globaler Di�eomorphismen, F � Di� k(D):Mit der Komposition � ist (F ; �) eine Abelsche Gruppe und homomorphes Bild der additivenGruppe (R;+):Beweis (i) Die Globalit�at der Di�eomorphismen 't, d.h., dom't = D f�ur jedes t 2 R, istnach (4.7) und De�nition 4.9 mit der Komplettheit von f �aquivalent.(ii) MitDt = D verlangt die Komposition 't�'s keine Einschr�ankung (in (4.20) istDt;s = D);es ist 't � 's = 't+s; und somit k�onnen t und s vertauscht werden.(iii) Die DGl _x = f(x) bestimmt die Zuordnung h : t 7! 't; d.h. eine Abbildung h j R ! F :Dabei ist insbesondere h(0) = 'o; h(t+s) = 't+s = 't�'s = h(t)�h(s) : h ist operationstreubez�uglich der Gruppenoperationen + und �. �Der Flu� eines kompletten Vektorfeldes ordnet sich der allgemeineren Begri�sbildung desdynamischen Systems unter.In Vorbereitung der folgenden De�nition sollM eine nichtleere Menge bezeichnen, undA(M)sei die Menge aller Abbildungen von M auf sich. Die in A(M) unbeschr�ankt ausf�uhrbareKomposition, �; von Abbildungen ist eine assoziative Operation, (A(M); �) ist eine Halb-gruppe mit dem Einselement idM :De�nition 4.12 Gegeben seien(i) eine nichtleere Menge M ,(ii) eine Abelsche Gruppe (G;+) und(iii) eine Abbildung h j G ! A(M) : g 7! h(g) =: 'g; 'g jM !M:Mit F := h(G) = f'g j g 2 Gg � A(M) sei dabei(a) (F ; �) eine Gruppe und(b) h j (G;+)! (F ; �) ein Homomorphismus.Dann hei�t (M;G; h) oder auch (M;F) ein dynamisches System mit dem Flu� F :Diese De�nition ist weitgehend abstrakt gehalten: M ist eine beliebige Menge, G eine belie-bige Gruppe mit irgendeiner Gruppenoperation +, h ist unter den wesentlichen Forderungen(a), (b) irgendeine Abbildung der Gruppe G in die Menge aller Abbildungen vonM auf sich.F�ur die Tatsache, da� der Homomorphismus h jedem Gruppenelement g 2 G eine Selbst-abbildung 'g von M zuordnet, wird auch die Sprechweise "die Gruppe G operiert auf M\benutzt, und h wird eine Gruppenaktion genannt. Ist G die Menge der reellen oder der gan-zen Zahlen mit der normalen Addition als Gruppenoperation, (R;+) oder (Z;+), dann hei�t(M;F) ein kontinuierliches bzw. diskretes dynamisches System.



66Jedes kontinuierliche dynamische System generiert sofort diskrete dynamische Systeme, in-dem der Homomorphismus h j (R;+) ! (F ; �) auf die Untergruppe (Z;+) bzw. (�Z;+) mit� 6= 0 eingeschr�ankt wird. Das ist ganz anschaulich! Denken wir wieder t 2 R als Zeit undbetrachten die Bilder 't(K) einer Teilmenge K �M: Dann sehen wir als Aktion von (R;+)eine stetige Bewegung t 7! 't(K); nach Einschr�ankung auf (Z;+) nur noch eine diskrete(stroboskopische) Folge von Bildern 't(K); t = : : : ;�2;�1; 0; 1; 2; : : : (die, wenn die Zeit-einheit 1 physikalisch gen�ugend klein ist, wie im Kino den Eindruck einer stetigen Bewegungerzeugen kann).Numerische L�osungsverfahren ordnen sich h�au�g in dieses Schema ein: Bei vorgegebenerSchrittweite � berechnet ein Algorithmus A (dessen Interna f�ur uns geheimnisvoll bleibenk�onnen) mit Hilfe des Vektorfeldes f aus dem Anfangswert x den (mit vorgebbarer Genau-igkeit angen�aherten) Wert der L�osung '�(x) = A[f(�); �; x] und durch Iteration die diskreteFolge (Wertetabelle) 'k�(x) = '�('(k�1)�(x)) = A[f(�); �; '(k�1)�(x)]; k 2 N .Ein diskretes dynamisches System mu� jedoch nicht notwendig in der obigen Weise miteinem kontinuierlichen dynamischen System verkn�upft sein, die Gesamtheit der diskretendynamischen Systeme ist reichhaltiger als die der kontinuierlichen.Mit der De�nition 4.12 ergibt Satz 4.11 sofort denSatz 4.13 Ist F = f't j t 2 Rg der Flu� eines kompletten Vektorfeldes f 2 Ck(D;Rn); k �1; dann ist (D;F) ein kontinuierliches dynamisches System. �Letztendlich stammt aus diesem Satz die nicht ganz zutre�ende weitverbreitete identi�zie-rende Sprechweise "Die DGl _x = f(x) ist ein dynamisches System\ (vgl. dazu auch Satz 4.16).Wir k�onnen eine autonome DGl nunmehr auch so verstehen, da� ihr Vektorfeld f 2 Ck(D;Rn),k � 1, den Homomorphismus h bestimmt, der die Gruppe (R;+) in die Gruppe Di� k(D) -echter Teil der HalbgruppeA(D) - abbildet. Eigenschaften von f re
ektieren sich in rangeh =F - echte Untergruppe von Di� k(D): Paradigma: das lineare Vektorfeld, f(x) = Ax; erzeugtdie L�osungen 't(x) = �(t; 0)x (� : �Ubergangsmatrix), F ist also eine Gruppe linearer Abbil-dungen; ist A schiefsymmetrisch, dann ist F eine 1�parametrige Drehgruppe. (Vgl. Kapitel3.3, in der dort benutzten Schreibweise ist 't = Lt;o :)Im Zusammenhang mit einem allgemeinen dynamischen System f�uhren wir einige Begri�eein, die uns von den DGln nicht fremd sind.De�nition 4.14 Sei (M;F); F = f'g j g 2 Gg � A(M), ein dynamisches System. Dannhei�en M : Phasenraum, G �M : erweiterter Phasenraum. Zu festem x 2 M hei�tdie Abbildung �x(�) j G ! M : g 7! �x(g) := 'g(x) Bewegung von x unter dem Flu�F , ihr Wertevorrat range�x = �x(G) ist der Orbit durch x. (�x(�) ist eine Parameterdar-stellung des Orbits.) �x(G) hei�t p-periodischer Orbit, falls ein vom neutralen Elementverschiedenes p 2 G existiert, mit dem gilt: 8g 2 G �x(g+ p) = �x(g). �x 2M ist Fixpunktdes Flusses, falls 8g 2 G 'g(�x) = �x; d.h.; ��x(G) = f�xg; der Orbit durch �x ist eineeinelementige Menge.Im Fall einer DGl ist das Zylindergebiet R � D der erweiterte Phasenraum, die Bewegungvon x ist t 7! �x(t) := 't(x); ein p�periodischer Orbit, �x(t + p) = �x(t) f�ur alle t 2 R;ist eine geschlossene Kurve im Rn , die den Punkt x enth�alt, ein Fixpunkt �x entspricht einerkonstanten L�osung der DGl, '(t; �x) = �x f�ur alle t 2 R:



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 67Die bekannte Tatsache, da� sich Phasenkurven autonomer DGln nicht schneiden (siehe Satz4.1 und Bemerkung), ist in dem folgenden allgemeineren Satz enthalten.Satz 4.15 Je zwei Orbits eines dynamischen Systems sind disjunkt oder identisch, d.h.,8x; y 2 M �x(G) \ �y(G) = ; _ �x(G) = �y(G):Beweis Angenommen, die beiden Orbits sind nicht disjunkt, dann gibt es ein z 2 M mitz 2 �x(G)^z 2 �y(G): Da z in beiden Wertevorr�aten liegt, hei�t das 9g1 2 G : z = �x(g1) ='g1(x), somit ist x = '�g1(z), und 9g2 2 G : z = �y(g2) = 'g2(y).Damit folgt aber f�ur beliebiges g 2 G: 'g(x) = ('g �'�g1)(z) = 'g�g1(z) = ('g�g1 �'g2)(y) ='g�g1+g2(y), also 8g 2 G �x(g) = �y(g � g1 + g2), und f�ur die Wertevorr�ate gilt �x(G) =�y(G); da mit g auch g � g1 + g2 die ganze Gruppe G durchl�auft. �Bemerkung Die im Satz formulierte geometrische Eigenschaft der Orbits hat ihren Ur-sprung in den algebraischen Eigenschaften des Flusses. Nur eine andere Fassung des Satzes4.15 ist die Aussage:Die Menge aller Orbits eines dynamischen Systems bildet eine Zerlegung des Phasenraumes,das Phasenportrait P(M;F): �Im Fall eines kontinuierlichen dynamischen Systems, das von einer DGl erzeugt ist, sinddie Orbits genau die Kurven, die auf das Vektorfeld passen. Es ist klar, da� der Begri�des Phasenportraits auch f�ur nichtkomplette Vektorfelder sinnvoll ist (einziger Unterschied:nicht alle Orbits haben eine Parameterdarstellung �x(�) mit R als Parameterintervall).Wir �uberlegen uns im folgenden, da� umgekehrt jedes kontinuierliche dynamische Systemmit einem Phasenraum D � Rn unter einer zus�atzlichen Glattheitsforderung ein komplettesVektorfeld auf D generiert.Sei also ein Flu� F = f't j t 2 Rg � Di� k(D); k � 1; D � Rn ; gegeben. Der Flu�soll in folgendem Sinn glatt sein: Mit beliebigem festen x 2 D ist die Funktion t 7! 't(x)(d.h., die Bewegung �x(�)) bei t = 0 di�erenzierbar und die dadurch de�nierte Funktionf(�) : x 7! ddt jt=0 't(x) sei Ck;8x 2 D 9 ddt jt=0 't(x) =: f(x) und f(�) 2 Ck(D;Rn): (4.21)f(�) ist ein durch den Flu� F de�niertes Vektorfeld der Phasengeschwindigkeit. Mit diesemVektorfeld betrachten wir die DGl _x = f(x): Ist  (�; �) die allgemeine L�osung, dann ist (0; x) = x; _ (t; x) = f( (t; x)); _ (0; x) = f(x): Ein Vergleich mit den obigen Eigenschaftenvon �x(�) ergibt mit dem Unit�atssatz sofort  (�; x) = �x(�); und da �x(�) auf ganz R de�niertist, hat auch  (�; x) bei beliebigem x 2 D das Maximalintervall I(x) = R : das Vektorfeld fist komplett, und f�ur alle t 2 R und alle x 2 D ist  t(x) = 't(x):Satz 4.16 Ein kontinuierliches dynamisches System (D;F); F = f't j t 2 Rg � Di� k(D);das im Sinne von (4.21) glatt ist, induziert auf D ein komplettes Ck�Vektorfeld f . Der durchf erzeugte Flu� stimmt mit F �uberein. �



684.6 PhasenportraitsIn der Folge werden nur noch kontinuierliche dynamische Systeme bzw. durch glatte Vek-torfelder erzeugte Fl�usse betrachtet. Jede Bewegung �x(�) ist nach t di�erenzierbar. Ist dieAbleitung _�x identisch gleich Null, dann ist �x(t) = x f�ur alle t 2 R; der Orbit durch x ist�x(R) = fxg; x ist ein Fixpunkt des Flusses. Ist �x(�) nicht konstant, dann ist der Orbitdurch x Bild einer nichttrivialen di�erenzierbaren Kurve, f�ur die _�x(t) = f(�x(t)); t 2 I(x);gilt. Der Orbit ist glatt (besitzt eine Tangente) in allen Punkten mit f(�x(t)) 6= 0.De�nition 4.17 Eine Nullstelle des Vektorfeldes f 2 Ck(D;Rn); k � 1; d.h., �x 2 D :f(�x) = 0; hei�t singul�arer Punkt von f: Der singul�are Punkt �x hei�t nichtentartet(= einfach) bzw. entartet (= nichteinfach), falls die Jacobimatrix Dxf(�x) regul�ar bzw.singul�ar ist.Satz 4.18 (i) �x 2 D ist Fixpunkt des Phasen
usses F gdw. �x singul�arer Punkt der Phasen-geschwindigkeit f ist.(ii) Einfache singul�are Punkte sind isoliert (h�aufen sich nicht in D).Beweis (i) Ist �x Fixpunkt, dann ist 8t 2 R 't(�x) = ��x(t) = �x und somit _��x(t) =f(��x(t)) = f(�x) = 0: Ist �x singul�arer Punkt, f(�x) = 0; dann hat das Anfangswertpro-blem _x = f(x); x(0) = �x; die einzige L�osung '(�; �x) = �x; also gilt 8t 2 R ��x(t) = �x:(ii) Sei f(�x) = 0; Dxf(�x) regul�ar. Dann besitzt die Gleichung f(x) = y das L�osungselement(�x; 0) 2 Rn � Rn und ist in einer Umgebung U(�x; 0) eindeutig nach x au
�osbar. Zu y = 0geh�ort also nur �x; d.h. �x ist einzige Nullstelle von f in U(�x; 0) \ (Rn � f0g): �Bemerkung Entartete singul�are Punkte k�onnen sich h�aufen. Betrachte die Beispiele mitn = 2: f(x) = (x1 + x2; (x1)2 � (x2)2)T ; f(x) = ((x1)2 + x2; (x1)2 + (x2)2)T : �Folgerung a) Fixpunkte (des Flusses) und singul�are Punkte (des Vektorfeldes) fallen zu-sammen.b) Entlang eines nichttrivialen Orbits ist die Phasengeschwindigkeit verschieden von Null,jeder solcher Orbit ist glatt.c) Es gibt drei topologisch verschiedene Typen von Orbits:(i) Punkte (�x(�) konstant),(ii) nichtgeschlossene glatte Jordanb�ogen (�x(�) nichtperiodisch),(iii) geschlossene glatte Jordanb�ogen (�x(�) periodisch, nichtkonstant).d) Ein singul�arer Punkt �x ist niemals Element eines Orbits vom Typ (ii) oder (iii)! f�xg kannGrenzmenge einer L�osung '(�; x) sein (Fig. 4.5), dann ist wegen Satz 2.12 �x = limt!+1�p(t)oder �x = limt!�1�q(t) (f�xg ist !� oder ��Grenzmenge). �Nach den vorangegangenen �Uberlegungen ist klar, da� im Phasenportrait fast alle wesentli-chen Informationen �uber die erzeugende DGl (und damit �uber das durch die DGl modelliertephysikalische Hintergrundsystem) gespeichert sind. In den Punkten der glatten Orbits istdurch die Tangente die Richtung, bei gegebener Durchlaufung der Orbits (im Sinne wach-sender Zeit t) auch die Orientierung der Phasengeschwindigkeit festgelegt, damit ist dasVektorfeld der Phasengeschwindigkeit bis auf seine Norm bekannt: f(x) = �(x)g(x); �(x) �0; �(x) = 0 genau auf den einelementigen Orbits, g(x) bekannt, wobei (z.B.) k g(x) k= 1:
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.............................s s................................................................................................................................................................... ................................................................................................................................ ...................................................................................................................................................................p q�xFig.4.5De�nition 4.19 Sei f'tg der (lokale) Flu� zum Vektorfeld f 2 Ck(D;Rn); k � 1: EineMenge S � D hei�t positiv (negativ) invariant bez�uglich f , falls(i) 8x 2 S R+ � I(x) (R� � I(x)) und(ii) 8x 2 S 8t 2 R+ (t 2 R�) 't(x) 2 S:S hei�t invariant, falls S positiv und negativ invariant ist.Bemerkung (a) Jeder Orbit �x(R) ist eine invariante Menge (y 2 �x(R) ) y = 't1(x))'t(y) = 't+t1(x) 2 �x(R)). Das Phasenportrait eines kompletten Vektorfeldes ist somit eine"Bl�atterung\ des Phasenraumes in invariante Mengen.(b) Ist S eine invariante Menge f�ur f , dann ist die Einschr�ankung f jS ein komplettes Vek-torfeld auf S. Ist n = 3 und S ein glattes Fl�achenst�uck, dann mu� o�ensichtlich f in jedemPunkt von S tangential zu S sein.(c) Invariante Mengen k�onnen eine sehr komplizierte Struktur besitzen. Wichtige einfacheBeispiele folgen im Kapitel 4.10.(d) S = ; ist invariante Menge f�ur jedes Vektorfeld. �Wir zeigen im folgenden, da� in D liegende beschr�ankte Grenzmengen von L�osungen inva-riante Mengen sind. Grenzmengen wurden in Kapitel 2 eingef�uhrt, doch beginnen wir hierzun�achst nochmals mit einerDe�nition 4.20 '(�; �) sei die L�osung des AWP _x = f(x); x(0) = �; mit f 2 C1(D;Rn),D � Rn : Es sei R+ � I(�) (R� � I(�)):x� 2 Rn hei�t !�Grenzpunkt (��Grenzpunkt) der L�osung, falls eine Folge (t�) exi-stiert, so da� x� = limt�!1 '(t�; �) (x� = limt�!�1 '(t�; �)). Die Menge aller x� hei�t!�Grenzmenge !(�) (��Grenzmenge �(�)):Bemerkung !(�) existiert nicht, falls I(�) nach oben beschr�ankt ist; !(�) ist leer gdw.limt!+1 k '(t; �) k= +1 ist; !(�) mu� nicht in D liegen! (Entsprechendes f�ur �(�).) �Beispiel 4.21 (n = 1); _x = x(1� x); D = (0;+1) (vgl. Beispiel 1.10).�(�) : f0g 6� D f�ur � 2 (0; 1); f1g f�ur � = 1, nichtexistent f�ur � > 1!(�) : f1g f�ur jedes �: �Lemma 4.22 Ist !(�) eine nichtleere beschr�ankte Teilmenge von D, so ist !(�) eine inva-riante Menge.Bemerkung Da jede Grenzmenge abgeschlossen ist, ist dann !(�) kompakt. �



70Beweis Sei q 2 !(�): Dann existiert eine Folge (t�); t� < t�+1; t� ! +1; mit 't� (�) !q; � !1. Zu festem i 2 N sei t 2 [�ti;+1).Dann ist (Lemma 4.2) t 2 I('ti(�)) = I(�)� ti und damit t 2 I('t� (�)) f�ur jedes � > i.Nun sei s 2 I(q): Dann gibt es ein i 2 N ; so da� s 2 I(q) \ [�ti;+1), und f�ur jedes � > iist 's+t� (�) = 's('t� (�)): Da 's(�) stetig ist, ist's(q) = 's( lim�!1't� (�)) = lim�!1's+t�(�) 2 !(�):Das Kompaktum !(�) hat einen positiven Abstand von @D. Also kommt der Orbit durch qdem Rand von D nicht beliebig nahe, somit ist nach Satz 2.12 I(q) = R: �Bemerkung Ist !(�) einelementig, !(�) = f�xg; so ist �x ein Fixpunkt des Flusses. Bei einerperiodischen L�osung '(�; �) sind �(�) und !(�) mit dem Orbit ��(R) identisch.Bei n = 1 sind Grenzmengen stets einelementig. �Ohne Beweis (s. dazu z.B [1] oder [10]) geben wir noch den folgenden Satz von Poincar�eund Bendixson an, der die Struktur von Grenzmengen im R2 beschreibt.Satz 4.23 Sei D � R2 ; und das Vektorfeld f 2 C1(D;R2) besitze nur endlich viele sin-gul�are Punkte. Existiert zum Punkt � 2 D die !�Grenzmenge, ist ; 6= !(�) � D und !(�)beschr�ankt, dann liegt genau eine der folgenden M�oglichkeiten vor:(i) !(�) besteht aus einem Punkt (dieser ist Fixpunkt des Flusses),(ii) !(�) besteht aus einem geschlossenen glatten Jordanbogen (dieser ist ein periodischerOrbit),(iii) !(�) besteht aus endlich vielen Punkten (Fixpunkte des Flusses) und glatten B�ogen(Orbits), die diese Punkte verbinden (und den Zusammenhang von !(�) garantieren).�In vielen wichtigen F�allen von DGln ist bekannt, da� der Phasenraum die disjunkte Verei-nigung invarianter Mengen ("Fl�achen\ fester oder verschiedener Dimension) ist (s. Kapitel4.10), so da�, genaugenommen, das auf solche Fl�achen eingeschr�ankte Vektorfeld zu unter-suchen ist.Diese Tatsachen weisen darauf hin, da� es sowohl theoretisch wie aus Gr�unden der Anwen-dung erforderlich ist, DGln bzw. Vektorfelder auf anderen Mengen als Gebieten des Rn zustudieren (DGln auf Mannigfaltigkeiten). Das w�urde den Rahmen dieses Hauptteiles desSkriptums sprengen.4.7 Vergleich von PhasenportraitsIst das Phasenportrait visuell gegeben (mit orientierten Orbits), dann l�a�t sich jede Bewe-gung t 7! �x(t); d.h. jeder ablaufende Proze�, qualitativ (bis auf die Norm der Phasen-geschwindigkeit; �uber diese wei� man nur, da� sie klein ist in der N�ahe von Fixpunkten)durch Verfolgung des entsprechenden Orbits erfassen und die Systemzukunft erkunden. F�urletzteres sind oft Aussagen wie "das System geht gegen einen Gleichgewichtszustand\ oder"die Bewegung approximiert f�ur gro�e Zeiten einen periodischen Proze�\ von Interesse undausreichend. Daf�ur braucht des Phasenportrait nur bis auf hom�oomorphe (di�eomorphe) Ver-zerrungen bekannt zu sein. Es w�are n�utzlich zu wissen, wie ein Vektorfeld manipuliert (evtl.



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 71vereinfacht) werden kann, um das Phasenportrait nur in diesem Rahmen zu ver�andern. EinVektorfeld f , das ein physikalisches System modelliert, ist immer mit ungenauen Parame-terwerten und/oder Unsicherheiten seiner analytischen Struktur behaftet. Genaugenommenkann f nur dann als mathematisches Modell akzeptiert werden, wenn trotz der Unsicherhei-ten wesentlich ein Phasenportrait erzeugt wird, mit anderen Worten, wenn St�orungen desVektorfeldes, f(�) ! f(�) + "g(�); h�ochstens zu hom�oomorphen Ver�anderungen des Phasen-portraits f�uhren, das Vektorfeld in diesem Sinne strukturell stabil ist. Diese Betrachtungenf�uhren auf folgende De�nitionen.De�nition 4.24 Die Fl�usse f'tg und f tg hei�en Ck�konjugiert (k � 0); wenn einCk�Di�eomorphismus H 2 Di� k(D;D0) existiert, f�ur den das DiagrammD H�! D0't # #  tD H�! D0 (4.22)kommutiert, d.h., wenn(H � 't)(x) = ( t �H)(x) (4.23)f�ur alle (t; x); f�ur die beide Seiten de�niert sind.Bemerkung (a) Unter Co�Di�eomorphismen sind Hom�oomorphismen zu verstehen.(b) Ck�Konjugiertheit ist eine �Aquivalenzrelation (von Fl�ussen bzw. Vektorfeldern).(c)H �uberf�uhrt die Orbits von f'tg in die Orbits von f tg unter Erhaltung der t�Skalierung.(Beachte H(x1) = H('t1(x)) =  t1(H(x)) =  t1(y) - vgl. Figur 4.6.) �
HRn Rn D0D H(x2) =  t2(y)x2='t2(x) y = H(x)x1='t1(x)x H(x1) =  t1(y)
Fig. 4.6Lemma 4.25 f und g seien glatte Vektorfelder auf D bzw. D0, die zugeh�origen Fl�usse f'tgund f tg seien Ck�konjugiert, k � 1: H 2 Di� k(D;D0) kommutiert mit den Fl�ussen gem�a�Diagramm (4.22) gdw.8x 2 D DH(x) � f(x) = g(H(x)): (4.24)



72Beweis (i) Mit jedem festen x 2 D gilt (4.23) f�ur alle t aus einer Umgebung von Null.Di�erentiation nach t an der Stelle t = 0 ergibt (4.24).(ii) Es gelte (4.24).H�'t�H�1 =: � t de�niert einen Flu� aufD0 (nachpr�ufen), das erzeugendeVektorfeld ist ddt jt=0 � t =: �g; also �g(y) = DH(H�1(y)) �f(H�1(y)) = g(y): Damit ist � t =  t;und es gilt (4.23). �Zur Veranschaulichung der beiden Vektorfelder denken wir uns D und D0 in zwei verschiede-nen Kopien des Rn liegend. Der Punkt x 2 D wird auf den Punkt H(x) =: y 2 D0 abgebildet.Der in x angeheftete Vektor f(x) wird der linearen Transformation f(x) 7! DH(x) � f(x)unterworfen (Berechnung neuer Vektorkoordinaten: f i(x)! nPj=1H;ixj (x)f j(x)); der Bildvek-tor wird im Punkt y 2 D0 angetragen. Die so entstehenden Vektoren g(y) bilden den rangedes Vektorfeldes g. Vgl. Figur 4.7. g ist das durch den Di�eomorphismus H von D auf D0D D0Rn H Rnf(x)x y = H(x)g(y) : = DH(x)f(x)
Fig. 4.7�uberp
anzte Vektorfeld f : der pushforward von f unter H, Schreibweiseg = H�f:Umgekehrt ist f : x 7! (DH(x))�1g(H(x)); also f = (H�1)�g der pushforward von g unterH�1. Wir schreiben daf�urf = H�gund nennen f den pullback von g unter H.Sprechweise Ist H 2 Di� k(D;D0) und kommutiert das Diagramm (4.22), dann hei�en dieFl�usse f'tg und f tg H�konjugiert. Ist k � 1 und g = H�f; dann nennen wir auch diebeiden Vektorfelder H�konjugiert.Zu gegebenem Vektorfeld g auf D0 und gegebenem Di�eomorphismusH 2 Di� k(D;D0); k �1; ist f := H�g das einzige Vektorfeld auf D; dessen Flu� zum Flu� von g H�konjugiert ist.Beispiel 4.26 (n = 2)D0 := f(y1; y2)j 0 < y1 < �=2; 0 < y2g ; D := f(x1; x2)j x1 > 0; x2 > 0g:g(y) := (1; 0)T :



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 73Ĥ 2 C1(D0;D) : (y1; y2) 7! (x1; x2) := (y2 cos y1; y2 sin y1):Ĥ ist Di�eomorphismus mit Ĥ�1 =: H : (x1; x2) 7! (arctan x2x1 ; q(x1)2 + (x2)2 ):f := Ĥ�g bedeutet f(Ĥ(y)) = DĤ(y) � g(y); f(x) = DĤ(y) � g(y)jy=H(x): Vgl. Figur 4.8.DĤ(y) =  �y2 sin y1 cos y1y2 cos y1 sin y1 !, somit f(x) =  �x2x1 !. Im Bildraum sind (y2; y1) alsPolarkoordination deutbar. Die Orbits der konjugierten Fl�usse sind St�ucke von horizontalenGeraden in D0 bzw. konzentrischen Kreisen in D. �y2 ĤD0 D
�2 y1

x2
x1

DĤ(y)g(y)y g(y) f(x)x = Ĥ(y)Fig. 4.8Das im Beispiel beobachtbare Ph�anomen, da� ein Vektorfeld mittels eines Di�eomorphis-mus (hier Ĥ�1) auf ein konstantes Vektorfeld abgebildet wird, gilt in gro�er Allgemeinheit,n�amlich f�ur jedes Vektorfeld lokal bei jedem nichtsingul�aren Punkt. D.h., in der Umgebungeines Nicht-Fixpunktes ist jeder Flu� C1�konjugiert zum Flu� eines konstanten Vektorfeldes.Satz 4.27 (�uber die Existenz einer 
ow box) Sei f 2 C1(D;Rn); f(�) 6= 0: Dann gibtes eine Umgebung U � D des Punktes � und einen Di�eomorphismus H von U auf V � Rn ;so da� 8y 2 V g(y) := (H�f)(y) = (1; 0; : : : ; 0)T .Beweis O.B.d.A. k�onnen wir f 1(�) 6= 0 annehmen. Wir konstruieren zun�achst mit Hilfeder Elemente 't(�) = '(t; �) des Flusses von f folgende AbbildungĤ : y = (y1; : : : ; yn) 7! x = Ĥ(y) := '(y1; (�1; �2 + y2; : : : ; �n + yn));deren Domain eine Umgebung von y = 0 ist. Es ist Ĥ(0) = �: Koordinatenweise ist xi ='i(y1; �j + nP�=2 �j�y�): Damit berechnet sichDĤ(0) = (f i(�); �i�)i=1;:::;n; �=2;:::;nals nichtsingul�are Matrix. Folglich existiert eine Umgebung V (0) � domĤ; so da� (einge-schr�ankt auf V )Ĥ 2 Di� 1(V (0); U(�)); mit U(�) = Ĥ(V (0)) � D:



74Wir �xieren einen beliebigen Punkt yo = (0; y2o; : : : ; yno ) 2 V: Dann gibt es ein (maximales)o�enes Intervall Io mit 0 2 Io, so da� 8t 2 Io yt := (t; y2o ; : : : ; yno ) 2 V: Mit xo := (�1; �2 +y2o ; : : : ; �n + yno ) ist Ĥ(yt) = '(t; xo): Somit bildet Ĥ die Geradenst�ucke fytjt 2 Rg \ V (0)auf die Orbitst�ucke �xo(Io) � D ab. Vgl. Figur 4.9. Die Geradenst�ucke mit dieser Pa-rametrisierung sind St�ucke von Orbits zum Vektorfeld g : g(y) = (1; 0; : : : ; 0)T ; ist f tgdessen Flu�, so bedeutet die obige di�eomorphe Zuordnung der Orbits nichts anderes als dieC1�Konjugiertheit der (auf V bzw. U eingeschr�ankten) Fl�usse f tg und f'tg : Ĥ� t = 't�Ĥauf V . Nach Lemma 4.25 ist f = Ĥ�g und, mit H := Ĥ�1; somit H�f = g auf V . �
Vyn xnĤy1 x1

Uy0 yt 't(x0)x0 f(�)�
Fig. 4.9Bemerkung (a) Der Di�eomorphismus H bildet (lokal) die Orbits des Flusses zum Vek-torfeld f auf die Flu�linien einer Parallelstr�omung mit der konstanten Geschwindigkeitg(y) = (1; 0; : : : ; 0)T ab. H wird eine 
ow box genannt. Beispiel 4.26 ist eine konkrete
ow box. Deutet man y = H(x) nicht als Abbildung, sondern als Koordinatentransformati-on, dann gibt Satz 4.27 die Existenz lokaler krummliniger Koordinaten y, deren y1�Liniengerade die Orbits von f sind.(b) Die Existenz einer 
ow box wurde konstruktiv bewiesen. Die 
ow box ist ohne Nutzenf�ur die praktische Integration einer DGl, da der Di�eomorphismus H ja gerade mit Hilfeder allgemeinen L�osung der DGl konstruiert wurde. Ihre Bedeutung kommt aus der Struk-turaussage: in einer Umgebung eines nichtsingul�aren Punktes ist das Phasenportrait einesC1�Vektorfeldes di�eomorphes Bild einer Schar paralleler Geraden. Die Ausdehnung dieserUmgebung U = domH wird o�ensichtlich wesentlich durch den n�achstgelegenen Fixpunktrestringiert: in U kann kein Fixpunkt (einelementiger Orbit!) liegen, da in V = H(U) keinsolcher vorhanden ist.(c) Eine unmittelbare Konsequenz des Satzes ist die folgende. f und f 0 seien glatte Vek-torfelder auf D bzw. D0 (Gebiete des Rn), � und �0 seien zugeh�orige nichtsingul�are Punkte.Dann gibt es Umgebungen U(�) und U 0(�0), so da� die auf U bzw. U 0 eingeschr�ankten Fl�ussevon f bzw. f 0 C1�konjugiert sind. �Aus alledem folgt, da� alle Besonderheiten, in denen sich Vektorfelder bzw. Fl�usse lokalwesentlich unterscheiden k�onnen, in der Umgebung von singul�aren Punkten zu suchen sind.



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 75Beispiel 4.28 Zwei Vektorfelder auf R2 : f(x) = (�x2; x1)T ; g(x) = (x1; x2)T : Die beidenPhasenportraits bestehen aus dem Ursprung (0; 0) als Fixpunkt und dazu konzentrischenKreisen bzw. von (0; 0) ausgehenden Halbgeraden. Die beiden Fl�usse sind lokal bei x =(0; 0) nicht Co�konjugiert, denn es gibt keinen Hom�oomorphismus, der geschlossene Kurven(Kreise) auf nichtgeschlossene Kurven (Geradenst�ucke) abbildet. �Unter weiteren Voraussetzungen �uber das Vektorfeld in einem singul�aren Punkt sind weiter-gehende Aussagen �uber Co�Konjugiertheit m�oglich.De�nition 4.29 Es sei f 2 C1(D;Rn) und f(�o) = 0: Besitzt jeder Eigenwert � 2 C derLinearisierung Df(�o) einen von Null verschiedenen Realteil, dann hei�t �o ein hyperboli-scher Fixpunkt des Flusses von f:Hyperbolische Fixpunkte sind stets einfach und isoliert (s. De�nition 4.17 und Satz 4.18.)Satz 4.30 (Satz von Hartman und Grobman) �o sei hyperbolischer Fixpunkt des Flus-ses f'tg zum Vektorfeld f 2 C1(D;Rn): Dann sind die Fl�usse von f und des linearisiertenVektorfeldes x 7! Df(�o)x lokal bei �o bzw. 0 Co�konjugiert.Beweis Vgl. [1] oder [7]. �Der Flu� des linearen Vektorfeldes x 7! Df(�o)x wird durch die �Ubergangsmatrix �(t; 0) =eDf(�o)t = (Dx't)(�o) gegeben (vgl. Kapitel 4.3). Dann besagt die Konklusion des Satzes4.30: es gibt Umgebungen U von �o und V von 0 und einen Hom�oomorphismus H j U ! V;so da�(H � 't)(x) = eDf(�o)tH(x)f�ur alle die (t; x); f�ur die beide Seiten de�niert sind. In einer Umgebung eines hyperbolischenFixpunktes gibt somit das Phasenportrait der linearisierten DGl das Phasenportrait dernichtlinearen DGl bis auf Hom�oomorphie richtig wieder.Die im Satz gefolgerte Co�Konjugiertheit ist im allgemeinen selbst dann nur lokal, wenn �oder einzige Fixpunkt von f'tg ist, das zeigtBeispiel 4.31 (n = 2).f(x; y) := (�y + x(1� x2 � y2); x + y(1� x2 � y2))T ; (x; y) 2 R2 :Einziger Fixpunkt ist �o = (0; 0): Der Einheitskreis ist periodischer Orbit (denn (cos t; sin t)ist L�osung der DGl ( _x; _y)T = f(x; y)). Die Linearisierung bei �o ist xy !: = Df(0; 0) xy ! =  1 �11 1 ! xy ! :Eigenwerte sind 1+ i; 1� i: �o ist hyperbolisch, keine der L�osungen der linearisierten DGl istperiodisch. Die gleiche Argumentation wie in Beispiel 4.28 ergibt, da� die Umgebung U(�o)den Einheitskreis nicht enthalten kann. �Das folgende Beispiel zeigt, da� bei nichthyperbolischem Fixpunkt die Linearisierung imallgemeinen kein lokal hom�oomorphes Bild des Phasenportraits liefert (vgl. aber das Beispielder Pendelschwingungen in Kapitel 4.10).



76Beispiel 4.32 (n = 2).f(x; y) := (y � x(x2 + y2); �x� y(x2 + y2))T ; (x; y) 2 R2 :Einziger Fixpunkt ist �o = (0; 0): Die Linearisierung bei �o ist xy !: = Df(0; 0) xy ! =  0 1�1 0 ! xy !.Eigenwerte sind i und �i: �o ist nicht hyperbolisch, au�er dem Fixpunkt sind die Orbitsder Linearisierung konzentrische Kreise. Der Ansatz x(t) = r(t) cos (t); y(t) = r(t) sin (t)�uberf�uhrt die DGl ( _x; _y)T = f(x; y) in _r = �r3; _ = �1 (vgl. Beispiel 2.14): au�er demFixpunkt sind die Orbits Spiralen. Somit k�onnen die Fl�usse von f und Df(�o) auf keinerUmgebung von �o Co�konjugiert sein. �Die S�atze 4.27 und 4.30 geben Teilantworten auf die folgendeFrage Sei f 2 Ck(D;Rn); k � 1; � 2 D; und jp� f; p 2 f0; : : : ; k�1g; das pte Taylorpolynomvon f an der Entwicklungsstelle � (jo�f(x) = f(�); j1�f(x) = f(�)+ 11!Df(�)(x� �) usw.), soda� f(x) = jp� f(x) + o(k x� � kp+1); durch welches Taylorpolynom kleinster Ordnung p istlokal bei � der Flu� von f qualitativ (d.h. bis auf Co�Konjugiertheit) festgelegt?Antworten:1. Falls f(�) 6= 0 : p = 0 (Flow box).2. Falls f(�) = 0 und � hyperbolisch: p = 1 (Hartman-Grobman).f(�) = 0 und � nichthyperbolisch erfordert tiefere Untersuchungen.Abschlie�end folgen noch zwei S�atze �uber die Konjugiertheit linearer Vektorfelder.Satz 4.33 Seien f : x 7! Ax und g : x 7! Bx zwei lineare Vektorfelder auf Rn :(i) Die Fl�usse von f und g sind genau dann lokal bei x = 0 C1�konjugiert, wenn sie linearkonjugiert sind, d.h., wenn der konjugierende Di�eomorphismus ein linearer Isomorphismusdes Rn ist.(ii) Lineare Konjugiertheit liegt genau dann vor, wenn A und B �ahnliche Matrizen sind.Beweis (i) Mit H 2 Di� 1(U(0); V (0)) gelte (H � eAt)(x) = (eBt �H)(x). Ableitung nach xan der Stelle x = 0 ergibt DH(0)eAt = eBtDH(0); d.h., mit C := DH(0) konjugiert x 7! Cxdie Fl�usse.(ii) CeAt = eBtC , eAt = C�1eBtC = eC�1BCt , A = C�1BC; vgl. Lemma 3.26. Der Restist lineare Algebra. �Satz 4.34 Seien f : x 7! Ax und g : x 7! Bx zwei lineare Vektorfelder auf Rn ; und �o = 0sei hyperbolischer Fixpunkt f�ur beide Fl�usse. Die Fl�usse von f und g sind genau dann globalCo�konjugiert, wenn die Anzahl der Eigenwerte mit negativem Realteil f�ur beide MatrizenA und B dieselbe ist.Beweis [2] �



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 774.8 Das Phasenportrait der ebenen linearen DGlAutonome lineare (homogene) DGln sind nach Kapitel 3.4 mittels linearer Algebra explizitl�osbar, bestimmendes Element f�ur die L�osungen ist das Spektrum der Koe�zientenmatrix.Die niedrige Dimension n = 2 erm�oglicht wegen der wenigen Eigenwertkon�gurationen einen�Uberblick �uber alle m�oglichen Phasenportraits (in R2) und eine ersch�opfende Klassi�kationder Fixpunkte.Mit x 2 R2 untersuchen wir _x = Ax; A =  a bc d ! 2 R2�2 : Die Eigenwertgleichung ist0 = det(A � �E) = �2 � s� + � mit s = a + d = trA; � = detA; demgem�a� sind dieEigenwerte � = 12s�q14s2 �� :Bemerkung In der folgenden Klassi�kation werden Koe�zientenmatrizen A verwendet,die typisch f�ur die jeweilige Eigenwertkonstellation sind. Jede DGl _y = By; y 2 R2 ; mit dergleichen Eigenwertkonstellation l�a�t sich durch eine regul�are Transformation y = Qx in dieForm _x = Ax �uberf�uhren. Demgem�a� folgen die Phasenportraits der allgemeinen F�alle durcheine lineare Transformation des R2 aus den speziellen Portraits in den folgenden Figuren.Vergleiche dazu im Kapitel 4.7. Die durch die folgende Einteilung entstehenden Klassen sindverschieden von den �Aquivalenzklassen sowohl der C0- als auch der C1-Konjugation (vgl.De�nition 4.24 und die daran anschlie�ende Bemerkung).Die im folgenden verwendeten Attribute stabil und instabil sind ein Vorgri� auf Kapitel 4.9.�(1) � = 0 ist kein Eigenwert von A, d.h., detA = � 6= 0.Aus Ax = 0 folgt: �x = 0 ist einziger Fixpunkt, er ist nichtentartet.(1.1) S�amtliche Eigenwerte sind reell: s2 � 4�.(1.1.1) Zwei verschiedene, einfache Eigenwerte, 0 6= �1 6= �2 6= 0: s2 > 4�.Standardtyp der Matrix: A =  �1 00 �2 ! ; L�osung der DGl: '(t; �) = (�1e�1t; �2e�2t)T :(1.1.1.1) �1 < �2 < 0 : �1 = 
�2; 
 > 1: s < 0; � > 0�1 = 0 : Orbit ist positive oder negative x2-Halbachse,zum Ursprung hin orientiert.�2 = 0 : Orbit ist positive oder negative x1-Halbachse,zum Ursprung hin orientiert.�2 6= 0 : '2(�; �) ist vorzeichenfest! Elimination von t ergibtdie parameterfreie Darstellungdes Orbits: x1 = �1(x2=�2)
 ; sgnx2 = sgn�2:Orbit ist nach links oder rechts ge�o�nete Halbparabel,Orientierung pa�t sich stetig an die der speziellen Or-bits an. stabiler uneigentlicherKnoten(1.1.1.2) 0 < �1 < �2 : �2 = 
�1; 
 > 1 : s > 0;� > 0.



78Analog zum Fall (1.1.1.1) mit vertauschten x1; x2 und ge�anderter Orientierung: instabileruneigentlicher Knoten.(1.1.1.3) �1 < 0 < �2: �1 = �
�2; 
 > 0: : � < 0.�1 = 0 : Orbit ist positive oder negative x2�Halbachse,vom Ursprung weg orientiert.�2 = 0 : Orbit ist positive oder negative x1�Halbachse,zum Ursprung hin orientiert.�1�2 6= 0 : 'i(�; �); i = 1; 2; sind vorzeichenfest! Parameter-freie Darstellung des Orbits:x1=�1 = (x2=�2)�
 : Hyperbelast. Sattel(1.1.2) Ein Eigenwert � 6= 0 der algebraischen Vielfachheit 2: s2 = 4�.(1.1.2.1) � hat die geometrische Vielfachheit 2.Standardtyp A =  � 00 � !;L�osung der DGl: '(t; �) = (�1; �2)T e�t:Orbit ist Halbgerade, Orientierung zum Ursprung hin (� <0, stabil) bzw. vom Ursprung weg (� > 0, instabil). stabilereigentlicher Knoten(1.1.2.2) � hat die geometrische Vielfachheit 1.Standardtyp A =  � 10 � !;L�osung der DGl: '(t; �) = (�1 + t�2; �2)T e�t:Orientierung der Orbits zum Ursprung hin (� < 0, stabil)bzw. vom Ursprung weg (� > 0, instabil). stabilereigentlicher Knoten(1.2) Nichtreelle Eigenwerte �1;2 = %� i�, � 6= 0: s2 < 4�.Standardtyp A =  % ��� % !; L�osung der DGl: '(t; �) = e%t  �1 cos �t+ �2 sin�t��1 sin �t+ �2 cos �t ! :L�angs des Orbits durch � gilt k x(t) k2=k '(t; �) k2= e2�t k � k2 :



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 79(1.2.1) % = 0:Die Orbits sind Kreise; der Ursprung wird im Uhrzeiger-sinn/im Gegenzeigersinn umlaufen, falls � > 0=� < 0:
(stabiler) Wirbel(1.2.2) % 6= 0:Die Orbits sind Spiralen der Ursprung wird im Uhrzei-gersinn/im Gegenzeigersinn umlaufen, falls � > 0=� < 0(% > 0: instabil, % < 0: stabil).
stabiler Strudel(2) 0 ist Eigenwert von A: detA = � = 0.(2.1) 0 ist einfacher Eigenwert von A: s 6= 0.Aus Ax = 0 folgen Fixpunkte, die eine ganze Geradeausf�ullen; alle diese Fixpunkte sind entartet - insbesondereder Fixpunkt x = 0.Standardtyp der Matrix: A =  0 00 � ! ; � 6= 0L�osung der DGl: '(t; �) = (�1; �2e�t):�2 = 0 : Fixpunkt (�1; 0):�2 6= 0 : Orbit ist vertikale Halbgerade, Orientierung zurx1�Achse hin (� < 0) oder von dieser weg (� > 0);(2.2) 0 ist (algebraisch) zweifacher Eigenwert von A: s = 0.(2.2.1) 0 ist geometrisch einfacher Eigenwert.Standardtyp der Matrix: A =  0 10 0 ! ;L�osung der DGl: '(t; �) = (�1 + t�2; �2):



80(2.2.2) 0 ist geometrisch zweifacher Eigenwert.A =  0 00 0 ! :Jeder Punkt des R2 ist Fixpunkt.
Die durchgef�uhrte Klassi�kation der ebenen Phasenportraits l�a�t sich in dem auf Seite 81folgenden Diagramm zusammenfassen. Jede ebene lineare DGl ist durch die vier Zahlena; b; c; d (Parameter) charakterisiert. Durch Berechnung von s = trA und � = detA kanndaraus f�ur jede ebene DGl _x = Ax der Typ des Phasenportraits entnommen werden (nurzur Unterscheidung der Typen auf der Parabel s2 � 4� = 0 sind zus�atzliche �Uberlegungenzur Dimension des Eigenraumes erforderlich).Die Struktur der im Diagramm fett eingerahmten Phasenportraits und damit der Typdes Fixpunktes bleibt unter einer beliebigen, hinreichend kleinen �Anderung der MatrixA =  a bc d ! ; d.h., bei einer St�orung des linearen Vektorfeldes x 7! Ax; erhalten. Inden restlichen F�allen gen�ugt eine beliebig kleine, passend gew�ahlte �Anderung von A zumWechsel des Typs (z.B. eigentlicher Knoten ! Strudel, falls s2� 4� = (a+ d)2� 4(ad� bc)von Null zu einem positiven Wert �ubergeht).
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detA

trA
4 detA = (trA)2

Diagramm zur Beschreibung des Fixpunkttyps f�ur _x = Ax



82Bemerkung Die Klassen von 2�dimensionalen linearen Vektorfeldern, die durch die vorge-nommene Einteilung entstehen (jede Klasse ist durch ein Quadrat im Diagramm auf Seite 81repr�asentiert), umfassen die �Aquivalenzklassen der C1�Konjugation: Die C1�konjugiertenlinearen Vektorfeldern zugeordneten Koe�zientenmatrizen sind nach Satz 4.33 �ahnlich -w�ahrend hier lediglich Realit�at/Nichtrealit�at von Eigenwerten und im Fall reeller EigenwerteVorzeichen und Vielfachheiten als Unterscheidungsmerkmale dienen. Diese Klassen wiederumsind in entsprechenden Klassen der Co�Konjugiertheit enthalten - denn f�ur Co�Konjugiertheitlinearer Vektorfelder mit hyperbolischen Fixpunkten ist nur die Anzahl der Eigenwerte, derenRealteile gleiches Vorzeichen haben, entscheidend, vgl. Satz 4.34. So sind alle Vektorfelderzu den Phasenportraits im o�enen 1. Quadranten im Diagramm auf Seite 81 Co�konjugiert(analog im 2. Quadranten). Trotzdem ist es sowohl aus Sicht der Anwendungen als auchunter theoretischem Gesichtspunkt f�ur viele Betrachtungen sinnvoll, Knoten und Strudel -oder allgemeiner Fixpunkte mit reellen und nichtreellen Eigenwerten zu unterscheiden. �Beispiel 4.35 (Co�Konjugiertheit der Phasenportraits vom Typ instabiler Knoten undinstabiler Strudel)Wir betrachten die folgenden ebenen linearen DGln._x = Ax; A =  % ��� % ! ; % > 0; � 6= 0;_y = By; B =  { 00 { ! ; { > 0:(Typen (1.2.2) und (1.1.2.1) der vorangegangenen Klassi�zierung.) Die Matrizen A;B habenbeziehentlich die Eigenwerte % � i� und { (zweifach). Die Fl�usse der Vektorfelder sind 'tbzw.  t mit't(x) = e%t  cos �t sin�t� sin �t cos �t !x und  t(y) = e{t  1 00 1 ! y:Wir betrachten nun die AbbildungHjR2 ! R2H(y) := 8><>: kyk( %{�1)  cos( �{ lnkyk) sin( �{ lnkyk)�sin( �{ lnkyk) cos( �{ lnkyk) ! y; y 6= 00 ; y = 0:Dabei sei k � k die euklidische Norm des R2 .Es ist kH(y)k = kyk%={; so da� wegen %={ > 0 die Abbildung stetig ist.Nun ist leicht zu sehen, da� H invertierbar ist undH�1(x) = 8><>: kxk({%�1)  cos(�� lnkxk) � sin(�� lnkxk)sin(�� lnkxk) cos(�� lnkxk) ! x; x 6= 0;0; x = 0:Wegen kH�1(x)k = kxk{% ; {% > 0; ist auch H�1 stetig, H also ein Hom�oomorphismus.Schlie�lich ergibt sich durch einfache Rechnung 8y (H �  t)(y) = ('t �H)(y):f'tg und f tg sind also global Co�konjugiert. �



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 834.9 Ljapunov-Stabilit�atNehmen wir an, die L�osung '(�; �o) der DGl _x = f(x) beschreibt einen Proze� in einem tech-nischen Ger�at, der f�ur t > 0 der gew�unschten Funktion des Ger�ates entspricht. Vorausgesetzt,da� f(�) ein hinreichend genaues mathematisches Modell des Ger�ates darstellt, wird also dieexakte Funktion des Ger�ates dadurch gew�ahrleistet, da� zur Zeit t = 0 die Parameterwerte�o (Anfangswerte von Phasenkoordinaten und physikalische Parameter, vgl. Abschnitt 4.4)genau eingestellt sind. Das ist zufolge der Me�ungenauigkeiten praktisch niemals m�oglich.Also l�auft fatalerweise ein Proze� t 7! '(t; �) mit irgendeinem zu �o benachbarten � ab.Diese Tatsache ist akzeptabel, solange f�ur alle t > 0 die Proze�phasen '(t; �) und '(t; �o)hinreichend benachbart sind (so da� die Funktion des Ger�ates praktisch nicht beeintr�achtigtwird) oder mit wachsendem t sich sogar ann�ahern. Eine solche Eigenschaft der L�osungen'(�; �); k�� �ok < r; ist mehr als die Stetigkeit von '(�; �)! Denn aus der Stetigkeit folgt nur8 " > 0 8T > 0 9 �("; T ) > 0 8 (t; �) 2 [0; T ]�K(�o; �) k'(t; �)� '(t; �o)k < ";d.h., da� die Werte der L�osungen '(�; �) und '(�; �o) auf dem beschr�ankten Zeitintervall[0; T ] beliebig benachbart sind, sobald nur die Anfangswerte hinreichend wenig voneinanderabweichen - trotzdem k�onnen f�ur t > T die Funktionswerte zeitweilig oder f�ur immer einenendlichen Abstand �uberschreiten (um danach beliebig weit auseinanderzugehen oder sichwieder beliebig anzun�ahern). Das zeigt schon das einfacheBeispiel 4.36 (n = 1):_x = �x; '(t; �) = �exp(�t): Ist � > 0; dann w�achst der Abstand j'(t; �) � '(t; �o)j =j� � �ojexp(�t) mit t unbeschr�ankt, ist aber kleiner als " f�ur alle t 2 [0; T ] falls j� � �oj <"e��T =: �: �Wir beschr�anken die folgenden Betrachtungen auf konstante L�osungen (Gleichgewichtslagen)und klassi�zieren ihr Verhalten bei einer St�orung des Anfangswertes durch die n�achste De�ni-tion. Dabei ist wieder '(�; �) die allgemeine L�osung der DGl _x = f(x); f 2 C1(D;Rn); I(�)ist das Maximalintervall der speziellen L�osung '(�; �); und es sei '(t; �o) = �o; t 2 R (d.h.f(�o) = 0).De�nition 4.37 Die Gleichgewichtslage �o hei�t stabil (im Sinne von Ljapunov), falls8 " > 0 9 � > 0 8 � 2 K(�o; �) : I(�) � R+ ^ 8 t > 0k'(t; �)� �ok < "; (4.25)attraktiv, falls9� > 0 8� 2 K(�o; �) : I(�) � R+ ^ 9 limt!1 k'(t; �)� �ok = 0; (4.26)asymptotisch stabil, falls sie stabil und attraktiv ist; instabil, falls sie nicht stabil ist.Bemerkunga) Die Forderung nach oben unbeschr�ankter Intervalle I(�) f�ur alle zu �o ��benachbartenAnfangspunkte � ist notwendig. Denn w�are etwa k�1� �ok < � und I(�1) = (�(�1); �(�1))mit �(�1) < +1; dann w�urde '(t; �1) mit t ! �(�1) � 0 dem Rand @D beliebig na-hekommen oder in der Norm beliebig wachsen (Satz 2.12), w�ahrend �o einen positivenAbstand von @D und eine endliche Norm besitzt; '(t; �1) kann dann nicht "�benachbartzu �o sein.



84b) Analoge De�nitionen lassen sich f�ur Gleichgewichtslagen heteronomer Dgln, f(t; �o) = 0;geben.c) Eine attraktive Gleichgewichtslage ist isoliert.d) Ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit kann �o = 0 angenommen werden. �Stabilit�at bedeutet, da� jeder positive Halborbit ��(R+) ganz in der "�Umgebung von �oliegt, wenn nur sein Anfangspunkt � hinreichend nahe bei �o liegt. Attraktivit�at von �o hei�t,da� alle Phasenpunkte aus einer ��Umgebung durch �o angezogen und f�ur t!1 l�angs ih-rer Orbits "eingesaugt\ werden. Geschieht dies ohne eine Exkursion ins �Au�ere einer KugelK(�o; "o) mit festem Radius "o > 0; dann liegt asymptotische Stabilit�at vor. Die Mengef� 2 Dj limt!+1'(t; �) = �og aller Phasenpunkte, die von �o angezogen werden, hei�t Ein-zugsgebiet oder Bassin des Attraktors �o: Ist �o stabil mit ganz D als Bassin, dann hei�t�o global asymptotisch stabil.Bemerkung Wie das folgende Beispiel zeigt, gibt es Fixpunkte, die zwar attraktiv, abernicht stabil sind.Es sei in R2f(x; y) :=  x2(y � x) + y5(x2 + y2)(1 + (x2 + y2)2) ; y2(y � 2x)(x2 + y2)(1 + (x2 + y2)2)!T ; (x; y) 6= (0; 0);und f(0; 0) := (0; 0)T :f ist lokal Lipschitz-stetig, (x; y) = (0; 0) ist die einzige Gleichgewichtslage der Di�erential-gleichung ( _x; _y)T = f(x; y): Das Vektorfeld (und damit das Phasenportrait) ist symmetrischzum Ursprung.Das in Figur 4.10 skizzierte Phasenportrait zeigt(i) Der Fixpunkt ist attraktiv.(ii) Es gibt Punkte (xo; yo) 6= (0; 0) mit den Grenzmengen �(xo; yo) = !(xo; yo) = f(0; 0)g -vgl. De�nition 4.20. Die Phasenkurve durch einen solchen Punkt hei�t Homokline. Damitist klar, da� (0; 0) nicht stabil ist - w�ahle " aus De�nition 4.37 kleiner als k(xo; yo)k. F�urDetails verweisen wir auf [3]. �F�ur eine lineare DGl _x = Ax ist �o = 0 stets Gleichgewichtslage. Es ist '(t; �) = �(t; 0)�;und die analytische Struktur der Elemente der �Ubergangsmatrix �(�; 0) ist bekannt (Satz3.20).Daraus folgt sofortSatz 4.38 Die Gleichgewichtslage �o = 0 f�ur die DGl _x = Ax ist stabil genau dann, wennalle Eigenwerte von A einen nichtpositiven Realteil haben und alle Eigenwerte mit RealteilNull halbeinfach sind; �o = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte vonA negativen Realteil besitzen. �



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 85y
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Fig.4.10F�ur n = 2 vergleiche man nochmals mit den in Abschitt 4.8 durchgearbeiteten F�allen.Im Fall einer nichtlinearen DGl _x = f(x) mit f(�o) = 0 sind die L�osungen '(�; �); k�� �ok <�; im allgemeinen nicht bekannt, Stabilit�atseigenschaften von �o lassen sich nicht unmittelbarmit Hilfe der De�nition 4.37 erkunden. Es werden Kriterien ben�otigt, die diese Erkundungohne Kenntnis von L�osungen nur mittels des Vektorfeldes f(�) erm�oglichen.4.9.1 Theorie der ersten N�aherung�Uber die Stabilit�at einer Gleichgewichtslage �o einer nichtlinearen DGl _x = f(x); f(�o) = 0;lassen sich dank des Satzes von Hartman-Grobman einige Aussagen mit Hilfe der Lineari-sierung von f bei �o gewinnen.Satz 4.39 �o sei eine Gleichgewichtslage der DGl _x = f(x); x 2 D: Es sei A := Dxf(�o):(i) Haben alle Eigenwerte von A negativen Realteil, dann ist �o asymptotisch stabil.(ii) Hat (mindestens) ein Eigenwert von A positiven Realteil, dann ist �o instabil.Beweis (i) Wegen der nichtverschwindenden Realteile der Eigenwerte ist �o hyperboli-scher Fixpunkt von _x = f(x); die Aussage folgt mit dem Satz von Hartman-Grobman ausSatz 4.38.(ii) Die Aussage folgt analog, falls keiner der Eigenwerte rein imagin�ar ist. Den Beweis imallgemeinen Fall (wenigstens ein Eigenwert mit Realteil Null) verschieben wir in das Kapitel�uber stabile und instabile Mannigfaltigkeiten. �Bemerkung Die Linearisierung der DGl _x = f(x) in der Gleichgewichtslage �o (l�angs derkonstanten L�osung '(�; �o)) beschreibt das Vektorfeld f bis auf Terme h�oherer Ordnung,f(x) = Dxf(�o)(x� �o) + g(x) ; g(x) = o(kx� �ok)x!�o:



86Unter den im obigen Satz postulierten Eigenschaften (des Spektrums) der Matrix Dxf(�o)gen�ugt die Linearisierung der DGl zur exakten Beschreibung der Stabilit�atseigenschaftenvon �o: Im verbleibenden Fall - kein Eigenwert mit positivem Realteil und mindestens einerrein imagin�ar - �ubertragen sich Stabilit�atsaussagen nicht von der Linearisierung auf dienichtlineare DGl (vgl. folgende Beispiele), es sind h�ohere Glieder der Taylorapproximationvon f (welche?) erforderlich. �Beispiel 4.40 (n = 2)._x1 = x2; _x2 = � sinx1 � k1x2 � k3(x2)3; (k1; k3 2 R):(Diese DGl l�a�t sich als Bewegungsgleichung eines Pendels mit D�ampfung au�assen, x1 :Auslenkungswinkel, x2 : Winkelgeschwindigkeit.)Vektorfeld und Linearisierung:f(x1; x2) =  x2� sinx1 � k1x2 � k3(x2)3 ! ; Dxf(x1; x2) =  0 1� cos x1 � k1� 3k3(x2)2 ! :Wir untersuchen zwei Fixpunkte.Gleichgewichtslage (0; 0) :Linearisierung:  0 1�1 �k1 !, Eigenwerte: �1;2 = �12k1 �q14k21 � 1Stabilit�at nach Satz 4.39 : k1 < 0 : instabilk1 = 0 : keine Aussagek1 > 0 : asymptotisch stabil.Gleichgewichtslage (�; 0):Linearisierung:  0 11 �k1 !, Eigenwerte: �1;2 = �12k1 �q14k21 + 1Stabilit�at nach Satz 4.39 : f�ur alle k1 2 R instabil.Die gewonnenen Stabilit�atsaussagen gelten unabh�angig von k3:Im Fall k1 = 0 wird die Stabilit�at von (0; 0) durch k3 regiert. Die folgenden Figuren zeigendiese Sachverhalte anhand zweier (numerisch gewonnener) Phasenportraits: k3 = 0:1 - dieGleichgewichtslage (0; 0) ist asymptotisch stabil - vgl. Figur 4.11; k3 = 0 - die Gleichge-wichtslage ist stabil aber nicht asymptotisch stabil - vgl. Figur 4.12. �
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Fig. 4.11

Fig. 4.124.9.2 Ljapunovs direkte MethodeMit der in diesem Abschnitt beschriebenen Methode werden die in der N�ahe des Fixpunktes�o beginnenden positiven Halborbits nicht durch Vergleich mit den Orbits des linearisiertenVektorfeldes untersucht, sondern durch Betrachtung des Wachstumsverhaltens bestimmter(passend zu �ndender) reellwertiger Funktionen l�angs der Orbits des gegebenen Vektorfeldes.Sei V 2 C1(D;R) gegeben. L�angs der L�osung '(�; �) der DGl _x = f(x) setzen wir V ('(t; �))=: v(t; �): Dann istDtv(t; �) = DxV ('(t; �)) _'(t; �);undDtv(0; �) = DxV (�)f(�) = nXi=1 f i(�)DxiV (�)



88ist gerade die Richtungsableitung der Funktion V im Punkt � in Richtung des Vektors f(�):Die dadurch auf D gegebene FunktionLfV := DxV � f = nXi=1 f iDxiV (4.27)hei�t die Lie-Ableitung von V l�angs des Vektorfeldes f .Es istDtv(t; �) = LfV ('(t; �)): (4.28)Hat V im Punkt �o ein Minimum und ist in jedem Punkt � 6= �o die Lie-Ableitung LfVnegativ, dann hei�t das, da� V l�angs jeder L�osung der DGl eine fallende Funktion ist, unddas l�a�t erwarten, da� jeder Orbit in �o m�undet, �o somit attraktiv ist. Zur Formulierungder Sachverhalte werden einige Begri�e ben�otigt.De�nition 4.41 Es sei G ein Gebiet des Rn ; 0 2 G. Eine Funktion V 2 Co(G;R) hei�t(lokal bei 0)positiv semide�nit, falls V (0) = 0 ^ 9� > 0 8 x 2 K(0; �) V (x) � 0;positiv de�nit, falls V (0) = 0 ^ 9� > 0 8 x 2 K(0; �)nf0g V (x) > 0;negativ (semi-)de�nit, falls �V positiv (semi-)de�nit;inde�nit, falls 8 � > 0 9x; x0 2 K(0; �)nf0g : V (x) > 0; V (x0) < 0:V hei�t positiv de�nit auf G, falls V (0) = 0 ^ 8 x 2 Gnf0g V (x) > 0:Beispiel 4.42 (n = 3)V (x; y; z) := x2 + y2 + z2 : V positiv de�nit auf G = R3 :V (x; y; z) := sin(x2 + y2 + z2) : V positiv de�nit auf G = K(0;p�):V (x; y; z) := x2y2 + z4 : V positiv semide�nit auf G = R3 :V (x; y; z) := xyz : V inde�nit �De�nition 4.43 Sei I ein Intervall der Form [0; r1] oder [0;+1): Eine Funktion { 2Co(I;R) hei�t von der Klasse K, falls {(0) = 0 ist und { streng monoton w�achst.Bemerkung(a) Im folgenden treten Funktionen der Klasse K nur als untere bzw. obere Schranken inUngleichungen auf und k�onnen somit durch glatte Funktionen der Klasse K minorisiertbzw. majorisiert werden. O.B.d.A. darf also stets { 2 C1(I;R) angenommen werden.(b) Mit { geh�ort auch die Inverse, {�1; zur Klasse K. Mit {1 und {2 geh�ort auch {�11 �{2zur Klasse K: �Lemma 4.44 V 2 Co(G;R) ist positiv de�nit gdw. es zwei Funktionen {1;{2 der Klasse Kund ein � > 0 gibt, so da�8 x 2 K(0; �) {1(kxk) � V (x) � {2(kxk): (4.29)



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 89Beweis ((): Die Existenz von �, {1 und {2 impliziert die positive De�nitheit von V:()): Sei V (x) > 0; falls 0 < kxk < �: Mit 0 < r1 � r � r2 < � gilt f�ur jedes x der Sph�areS(0; r)0 < V (x) � maxfV (y)j y 2 S(0; r)g � maxfV (y)jy 2 K�(0; r)g =:M(r);V (x) � minfV (y)j y 2 S(0; r)g � minfV (y)j r � kyk � r2g =: m(r) > 0:Mit m(0) := M(0) := 0 sind m(�) und M(�) auf [0; �) monoton wachsend und, zufolge derStetigkeit von V; stetig. (Wegen der Monotonie kann z.B.M(�) nur Spr�unge als Unstetigkeitenbesitzen; ein Sprung ist ausgeschlossen, da V auf dem Kompaktum K�(0; r) sein Maximumannimmt und auf K�(0; r2) die Zwischenwerteigenschaft besitzt.)Damit gilt f�ur kxk = r 2 [0; r2] � [0; �)�2� � rm(r) =: {1(r) � V (x) � {2(r) := (1 + r� )M(r);die (speziell gew�ahlten) {1;{2 sind streng monoton und somit von der Klasse K: �In den folgenden S�atzen bedeutet V stets eine reellwertige Funktion, die auf einer Umgebungvon �o = 0 erkl�art und dort mindestens von der Klasse C1 ist, Lie-Ableitung ist immerbez�uglich des Vektorfeldes f .Satz 4.45 Gibt es eine positiv de�nite Funktion V mit negativ semide�niter Lie-Ableitung,dann ist �o = 0 stabil.Beweis Wegen LfV (x) � 0 f�ur alle x 2 K(0; �) ist v(�) := V � '(�; �) monoton fallend,wenn nur k�k < � ist. Daraus folgt f�ur alle positiven t 2 I(�){1(k'(t; �)k) � v(t) = V ('(t; �)) � V (�) � {2(k�k);somit k'(t; �)k � ({�11 �{2)(k�k) =: {(k�k). { ist von der Klasse K. Folglich ist (i) '(�; �) aufI(�) \ R+ beschr�ankt, (ii) k'(t; �)k < " mit beliebigem " > 0, wenn nur k�k < �" := {�1(")ist. Nach (ii) kommt der positive Halborbit durch � dem Rand von D nicht beliebig nahe,dann ergibt Satz 2.12 R+ � I(�); zusammen mit (ii) ist das die Stabilit�at von �o = 0: �Satz 4.46 Gibt es eine positiv de�nite Funktion V mit negativ de�niter Lie-Ableitung, dannist �o = 0 asymptotisch stabil.Beweis Satz 4.45 garantiert die Stabilit�at von �o = 0; zu zeigen bleibt die Attraktivit�at.Mit beliebigem festen, hinreichend kleinem � setzen wir V ('(t; �)) =: v(t): Aus (4.29) folgtdann {�12 (v(t)) � k'(t; �)k � {�11 (v(t)): Wegen der negativen De�nitheit ist LfV (x) ��{(kxk) mit einer Funktion { der Klasse K: Somit gilt f�ur alle t > 0LfV ('(t; �)) = _v(t) � �({ � {�12 )(v(t)) =: �h(v(t)); (4.30)h ist nach Konstruktion von der Klasse K:Parallel zu der Di�erential-Ungleichung (4.30) betrachten wir das Anfangswertproblem_w = �h(w); w(0) = wo := v(0) = V (�) > 0:



90Dessen L�osung ist wegen h > 0 streng monoton fallend und hat f0g als !-Grenzmenge (vgl.Folgerung auf Seite 68). Also ist R+ � I(wo) und limt!+1w(t) = 0:Die L�osung des Anfangswertproblems ist durch �t = H(w) := wRwo dsh(s) gegeben; aus (4.30)folgt nach Division mit h(v(t)) und IntegrationH(v(t)) � �t = H(w(t)):H(�) ist streng monoton wachsend, also folgt aus der letzten Ungleichung v(t) � w(t) unddaraus k'(t; �)k � {�11 (w(t))! 0 f�ur t! +1: �o = 0 ist asymptotisch stabil. �Der folgende Satz (Spezialisierung eines Satzes von LaSalle) gibt eine M�oglichkeit, trotz nursemide�niter Lie-Ableitung doch auf asymptotische Stabilit�at zu schlie�en.Satz 4.47 Auf einer Umgebung Do � D von �o = 0 sei V eine positiv de�nite Funktion mitnegativ semide�niter Lie-Ableitung. Sei N := fx 2 Doj LfV (x) = 0g:Falls au�er f0g kein weiterer positiver Halborbit in N liegt, dann ist �o = 0 asymptotischstabil.Beweis Nach Satz 4.45 ist �o = 0 stabil, zu zeigen bleibt die Attraktivit�at. Wegen (i) imBeweis von Satz 4.45 ist die !-Grenzmenge der L�osung '(�; �) nach Satz 2.11 nichtleer undkompakt und liegt wegen (ii) sicher in D: Zufolge der Monotonie und Beschr�anktheit vonv(�) = V � '(�; �) existiert limt!+1 v(t) =: v1(�): Da V stetig ist, ist V (x) = v1(�) f�ur jedenGrenzpunkt x = limt�!1'(t�; �) : V ist auf !(�) konstant. Mit x 2 !(�) ist nach Lemma4.22 der Halborbit �x(R+) � !(�): Somit ist V l�angs dieses Halborbits konstant, somitLfV (x) = 0 f�ur jedes x 2 !(�): Also ist !(�) � N; und falls f0g der einzige Halborbit in Nist, dann ist !(�) = f0g; d.h., �o = 0 ist attraktiv. �Es folgen noch zwei hinreichende Bedingungen f�ur Nichtstabilit�at.Satz 4.48 Gibt es eine Funktion V , die bei �o = 0 verschwindet, nicht positiv semide�nitist und deren Lie-Ableitung negativ semide�nit ist, dann ist �o = 0 nicht asymptotisch stabil.Beweis V nicht positiv semide�nit impliziert 8 � > 0 9� 2 K(0; �) : V (�) =: �" < 0: DaV � '(�; �) nicht w�achst, ist 8 t 2 I(�) \ R+ V ('(t; �)) � �":Wegen der Stetigkeit und V (0) = 0 gibt es zu diesem " ein �� > 0; so da� kxk < �� )jV (x)j < ": Also ist 8 t 2 I(�) \ R+ k'(t; �)k > �� : in jeder ��Umgebung von �o = 0 gibtes einen Punkt �; der von �o nicht angezogen wird, �o = 0 ist nicht attraktiv. �Satz 4.49 Gibt es eine Funktion V , die bei �o = 0 verschwindet, nicht positiv de�nit ist undderen Lie-Ableitung negativ de�nit ist, dann ist �o = 0 nicht stabil.Beweis V nicht positiv de�nit impliziert 8 � > 0 9� 2 K(0; �) : V (�) � 0:Ist � hinreichend klein (so da� LfV (x) < 0 mit 0 < kxk < �), dann f�allt V l�angs des Orbitsdurch � streng monoton, also 9x1(= '(t1; �); t1 > 0) mit kx1k < � und V (x1) < 0 : V istnicht positiv semide�nit.Es sei LfV (x) < 0, falls 0 < kxk � "1: Angenommen, �o = 0 ist stabil, dann gibt es zu"1 ein �1 > 0; so da� k�k < �1 ) 8 t � 0 k'(t; �)k < "1: Nach der letzten Bemerkungim Beweis von Satz 4.48 l�a�t sich � so w�ahlen, da� 8 t � 0 k'(t; �)k > �� > 0 ist. Dannist LfV ('(t; �)) � maxfLfV (y)j�� � kyk � "1g < 0; wonach limt!+1V ('(t; �)) = �1 folgt:Widerspruch zur Stetigkeit von V . �



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 91Bemerkung (a) Die im Kontext der Stabilit�atsuntersuchungen verwendeten FunktionenV hei�en Ljapunovfunktionen zum Vektorfeld f .(b) Die Anwendung der oben formulierten Stabilit�atss�atze (hinreichende Bedingungen f�urStabilit�at/Nichtstabilit�at) auf ein konkretes Problem erfordert das Finden einer passendenLjapunovfunktion.Daf�ur gibt es kein allgemeines Rezept.Auf einer Umgebung von �o = 0 kann eine positiv de�nite Funktion V als eine verallge-meinerte Norm (ohne Homogenit�atseigenschaft und Dreiecksungleichung) aufgefa�t werden.LfV (x) beschreibt dann das �Anderungsverhalten dieses "Abstandes\ des Punktes x von 0l�angs des durch x gehenden Orbits. LfV (x) < 0 bedeutet abnehmenden Abstand und f�uhrtletzten Endes zur asymptotischen Stabilit�at. Es ist o�ensichtlich, da� die Brauchbarkeit einerLjapunovfunktion - d.h. die De�nitheit ihrer Lie-Ableitung - wesentlich durch die Gestaltder "V�Sph�aren\ fxjV (x) = constg im Vergleich zu den Orbits (die man nicht kennt!) be-stimmt wird. Sind, bei n = 2; die Orbits z.B. sehr 
achgedr�uckte Spiralen, dann wird einV mit konzentrischen Kreisen als Niveaumengen - euklidische Standardnorm - unangepa�tsein, da jeder Kreis von einem Orbit (mehrfach) nach au�en und nach innen durchsetzt wird,LfV also inde�nit ist.(c) Das systematische Probieren zum Finden einer Ljapunovfunktion sollte immerhin positivde�nite quadratische Formen V (x) = xTPx (Quadrat einer euklidischen Norm) mit einschlie-�en. Bei DGln, die Systeme mit einer inneren Energie (vgl. Kapitel 4.10) beschreiben, solltediese innere Energie als Kandidat f�ur eine Ljapunovfunktion dienen. �Beispiel 4.50 (n = 2)._x1 = x2; _x2 = � sin x1 � k3(x2)3; k3 2 R:(Vgl. Beispiel 4.40, mittels Linearisierung ist keine Stabilit�atsaussage f�ur den Fixpunkt (0; 0)erzielbar.)Mit k3 = 0 beschreibt die DGl die Bewegung eines mathematischen Pendels (x1 : Aus-lenkungswinkel, x2 : Winkelgeschwindigkeit). Die innere Energie (kinetische + potentielleEnergie) ist E(x1; x2) = 12(x2)2 � cos x1 + const: Kandidat f�ur eine Ljapunovfunktion:V (x1; x2) := 12(x2)2 � cos x1 + 1(positiv de�nit auf Do := (��; �)� R).LfV (x1; x2) = x2 � sinx1 + (� sin x1 � k3(x2)3) � x2 = �k3(x2)4;d.h. LfV ist negativ semide�nit, falls k3 � 0: Nach Satz 4.45 ist dann (0; 0) gewi� stabil.Mit Satz 4.47 folgt sogar die asymptotische Stabilit�at: N := fx 2 DojLfV (x) = 0g =f(x1; 0)jx1 2 (��; �)g; f�ur einen in N liegenden Halborbit ist also '2(t; �) = 0; t � 0; gem�a�DGl dann aber auch '1(t; �) = 0 : f(0; 0)g ist einziger Halborbit in N .Ist k3 < 0; ergibt Satz 4.48 mit der Ljapunovfunktion�V; da� (0; 0) nicht asymptotisch stabilist. Die verbleibende Alternative stabil oder instabil l�a�t sich mit dieser Ljapunovfunktionnicht entscheiden. �



924.10 Erste IntegraleDer in diesem Kapitel einzuf�uhrende Begri� des ersten Integrals einer DGl dient der qualita-tiven Analyse von Phasenportraits, der Reduktion der Ordnung (Dimension des Phasenrau-mes) von DGln und gestattet die De�nition der �uberaus wichtigen konservativen Systeme.Dar�uber hinaus besteht ein Zusammenhang mit dem Begri� Ljapunovfunktion.Wir beginnen mit zwei einfachen Beispielen.Beispiel 4.51 (n = 2)._x = y2 ; _y = xy ; (x; y) 2 R2 : (4.31)Bemerkung: Das Vektorfeld ist von der Form f(x; y) = yfo(x; y) mit fo(x; y) = (y; x)T : DiePhasenportraits von f und fo stimmen in der oberen und unteren o�enen Halbebene (bisauf die Durchlaufung der Orbits) �uberein, das lineare Feld fo l�a�t sich leicht untersuchen.Wir verfolgen diesen Gedanken nicht weiter.Es sei (x(�); y(�)) irgendeine L�osung der DGl (4.31); der Anfangswert bei t = 0 sei (�; �).Dann gilt (a) _x(t) = y2(t) und (b) _y(t) = x(t)y(t) f�ur alle t 2 I(�; �): Daraus folgtx(t) _x(t) � y(t) _y(t) = 0; t 2 I(�; �); und mittels Quadratur x2(t) � y2(t) = const ; t 2I(�; �): Mit t = 0 ergibt sich der Wert der Konstanten als �2 � �2:Dieser Sachverhalt l�a�t sich so formulieren: Die FunktionF jR2 ! R : F (x; y) := x2 � y2hat in den Punkten (x(t); y(t)) 2 R2 ; wobei (x(�); y(�)) L�osung der DGl (4.31) ist, Funktions-werte, die von t nicht abh�angen, d.h., F ist auf den Orbits konstant, und das wiederum hei�t,da� jeder Orbit Teilmenge einer Niveaumenge von F ist. Die Niveaumengen (H�ohenlinien)von F sind Hyperbeln und ihre Asymptoten, damit ist das Phasenportrait beinahe bekannt,wir ben�otigen noch die Fixpunkte und die Orientierung der anderen Orbits. Diese folgen ausder DGl: Fixpunkte sind (xo; 0); xo 2 R; und x(�) ist wachsend ( _x(t) > 0); wo y(t) 6= 0.Jede Niveaumenge von F ist eine Vereinigung von (endlich vielen) Orbits und damit einebez�uglich des Vektorfeldes f invariante Menge S. Die Bewegungen in S sind durch das Vek-torfeld f jS bestimmt. Ihre quantitative Beschreibung kann prinzipiell dadurch erfolgen, da�f�ur S eine Parameterdarstellung angegeben und eine DGl f�ur die Parameter (als Funktionenvon t) gewonnen wird (freilich geht das in der Regel nur lokal und infolge der Kompliziertheitinvarianter Mengen praktisch h�au�g gar nicht).Im Beispiel sind die invarianten MengenSc = f(x; y) 2 R2 j x2 � y2 = cg; c 2 R;fScjc 2 Rg ist eine Bl�atterung des R2 . M�ogliche Parameterdarstellungen sind die folgenden.(i) c > 0 : x = A cosh u; y = A sinhu; u 2 R; mit A2 = c:Die DGl (4.31) ist auf Sc genau dann erf�ullt, wenn t 7! u(t) der DGl _u = A sinh ugen�ugt. Die L�osung zum Anfangswert uo istu(t) = 2artanh (tanh uo2 � exp(At)); t 2 I(uo).(A cosh u(�); A sinhu(�)) ist dann die L�osung der Ausgangs-DGl (4.31) zum Anfangswert



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 93(xo; yo); xo = A cosh uo; yo = A sinhuo; also uo = artanh yoxo , jAj = qx2o � y2o, sgnA =sgn xo.(ii) c = 0 : x = Aeu; y = Aeu (bzw. y = �Aeu), u 2 R; A 6= 0 �x.(Jede dieser Parameterdarstellungen erfa�t eine der vier Halbgeraden, aus denen sich Sozusammensetzt.) Die auf (einen Teil von) So reduzierte DGl ist_u = Aeu:(iii) c < 0 : x = A sinhu; y = A cosh u; u 2 R; mit A2 = �c:Die reduzierte DGl ist_u = A cosh u: �Beispiel 4.52 (n = 3)._x1 = x2x3; _x2 = �x3x1; _x3 = x1x2; x = (x1; x2; x3) 2 R3 : (4.32)Ist x(�) irgendeine L�osung und I ihr Maximalintervall, dann folgt aus den ersten beiden DGlnx1(t) _x1(t) + x2(t) _x2(t) = 0 f�ur alle t 2 I: Eine Quadratur ergibt (x1(t))2 + (x2(t))2 = const;und das bedeutet, da� die FunktionF jR3 ! R : F (x) := (x1)2 + (x2)2auf jedem Orbit konstant ist, d.h., da� jeder Orbit Teilmenge einer NiveaumengeSc := fx 2 R3 j (x1)2 + (x2)2 = cgist. Mit c = A2 > 0 ist Sc eine Kreiszylinder
�ache. Eine lokale Parameterdarstellung (f�ur Sc;geschlitzt l�angs einer Mantellinie) istx1 = A cos u; x2 = A sinu; x3 = v; (u; v) 2 (��; �)� R;sie �uberf�uhrt die DGl (4.32) in die reduzierte, 2�dimensionale DGl_u = �v ; _v = 12A2 sin 2u; (4.33)die (mit z := 2u) einer Pendelgleichung (s. Beispiel 4.65)�z = �A2 sin z�aquivalent ist. (4.33) beschreibt die Bewegungen in Sc; d.h., jede Bewegung mit Anfangswert(�1; �2; �3); wenn nur A2 = (�1)2 + (�2)2 > 0:Auch ohne die weitere Untersuchung von (4.33) l�a�t sich das Phasenportrait qualitativ be-schreiben:(i) Fixpunkte sind alle Punkte auf den Koordinatenachsen.(ii) Durch analoge Betrachtungen wie oben folgt, da� jeder Orbit auch Teilmenge einerNiveaumenge der FunktionGjR3 ! R : G(x) := (x2)2 + (x3)2ist. Damit liegt jeder Orbit von (4.32) in der Schnittlinie zweier Kreiszylinder mit derx3�Achse bzw. x1�Achse als Zylinderachse und mit Radien, die durch den Anfangspunkt� bestimmt sind.



94 �De�nition 4.53 Eine reellwertige C1�Funktion F mit domF � D hei�t erstes Integralder DGl _x = f(x); x 2 D; falls ihre Lie-Ableitung LfF = 0 ist.Ist domF = D, dann hei�t F globales erstes Integral.Ein Vektorfeld, zu dem ein erstes Integral existiert, hei�t konservatives Vektorfeld.Lemma 4.54 F ist erstes Integral zum Vektorfeld f auf D gdw. F l�angs jeder L�osung derDGl _x = f(x), x 2 domF , konstant ist.Beweis Bezeichnet ' die allgemeine L�osung der DGl _x = f(x), x 2 domF , dann bedeutetKonstanz l�angs jeder L�osung8 � 2 domF 8 t 2 I(�) (F � 't)(�)) = F (�):Das ist (vgl. Anfang Kapitel 4.9.2) �aquivalent mit dem Verschwinden der Lie-Ableitung. �Bemerkung (a) Die in den letzten Beispielen angegebenen Funktionen F und G sind glo-bale erste Integrale, man �uberpr�ufe De�nition 4.53.(b) Im Lemma ist die Einschr�ankung der DGl auf domF wesentlich. Denn der Schnitt einesOrbits der DGl _x = f(x), x 2 D, mit domF kann aus mehreren nichtzusammenh�angendenKomponenten bestehen, auf denen F verschiedene Werte annehmen kann.(c) Eventuell unter zus�atzlichen De�nitheitseigenschaften k�onnen erste Integrale als Ljapu-novfunktionen bei Stabilit�atsuntersuchungen dienen. (Vgl. die S�atze in Kapitel 4.9.2; LfFist "semide�nit\. Siehe auch Lemma 4.63 und Nachfolgendes.)(d) F�ur die als zweidimensionale autonome DGl _x = g(t) h(x), _t = 1 aufgefa�te DGl mitgetrennten Variablen _x = g(t) h(x) ist F (t; x) := �(t)�H(x) (vgl. (1.6)) ein erstes Integral.(e) Gem�a� Lemma bleibt der Funktionswert F (�) l�angs der L�osung '(�; �) konserviert, dasdurch f modellierte System besitzt F als Erhaltungsgr�o�e (z.B. Energie-Erhaltung, Beispiel4.60). �Die ein erstes Integral charakterisierende Gleichung,0 = LfF = nXi=1 f iF;xi auf D = domF; (4.34)kann als partielle DGl f�ur F verstanden werden, deren L�osungen genau die (lokalen) erstenIntegrale der gew�ohnlichen DGl _x = f(x) sind. Die Bestimmung aller L�osungen von (4.34)und die Bestimmung der allgemeinen L�osung '(�; �) von _x = f(x) sind im wesentlichen�aquivalente Probleme. �Uber die L�osungen von (4.34) berichten die folgenden Lemmata.Lemma 4.55 Sei � 2 R; w(�; �) eine willk�urliche glatte Funktion auf R2 .Sind F und G erste Integrale, so auch �F; F + �; F +G; F �G; w(F;G) (die letzten dreiauf domF \ domG).Beweis Nachrechnen mit Hilfe der Lie-Ableitung. �



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 95k erste Integrale F{; { = 1; : : : ; k; sollen im Punkt � unabh�angig hei�en, falls ihre Jacobi-matrix (DxiF{) an der Stelle � den Rang k hat.Erste Integrale F , G und H = w(F;G) sind in keinem Punkt unabh�angig.Lemma 4.56 Zu einem nicht identisch verschwindenden Vektorfeld f im Rn kann es nichtmehr als n� 1 unabh�angige erste Integrale geben.Beweis Angenommen, F1; : : : ; Fn sind erste Integrale, die im Punkt � unabh�angig sind.Dann ist det(DxiF�(x)) 6= 0 f�ur x = � und wegen der Stetigkeit auch f�ur alle x aus einerUmgebung U(�): Aus 0 = LfF� = Pni=1 f iDxiF� folgt dann f i = 0 auf U(�): �Ist F ein erstes Integral, so liegt jeder Orbit in einer Niveaumenge von F . Sind F1; : : : ; Fkerste Integrale, so liegt jeder Orbit im Schnitt der Niveaumengen. Ist k = n � 1 und sinddie ersten Integrale unabh�angig, so sind die Schnittmengen eindimensional und bestimmendas Phasenportrait bis auf die Orientierung der Orbits. Da� jede konstante Funktion (4.34)l�ost, ist klar und uninteressant - ein solches F hei�t triviales erstes Integral.Lokal gibt es immer nichttriviale Integrale:Lemma 4.57 Sei � ein nichtsingul�arer Punkt des Vektorfeldes f . Dann gibt es eine Umge-bung U(�) � D; auf der n� 1 �uberall unabh�angige erste Integrale existieren.Beweis Nach Satz 4.27 gibt es eine 
ow box H, deren domain U(�) sei. H bildet f jU(�) aufg = H�f : g(y) = (1; 0; � � � ; 0)T ab. Es ist g(H(x)) = DH(x) � f(x) = (LfH)(x); also, f�ur dieKoordinaten, 0 = g{(H(x)) = (LfH{)(x) : die 
ow-box Koordinaten H2; � � � ; Hn sind ersteIntegrale, sie sind unabh�angig, da H Di�eomorphismus, also DH(x) regul�ar ist. �Globale erste Integrale brauchen gar nicht zu existieren. Das h�angt unter anderem von denFixpunkten des Flusses ab.Lemma 4.58 xo sei asymptotisch stabiler Fixpunkt, und F sei ein erstes Integral mit xo 2int domF . Dann existiert eine Umgebung von xo, auf der F konstant ist.Beweis (Indirekt) Sei xo der Fixpunkt mit dem Bassin Bo � D; und F sei ein auf einerUmgebung U � Bo von xo nicht konstant. Es sei o.B.d.A. F (xo) = 0: Da F auf U nichtkonstant ist, gibt es einen Punkt � 2 U mit F (�) 6= 0, dessen positiver Halborbit ganz inU liegt. Dann ist F ('(t; �)) = F (�) f�ur alle t � 0 also limt!+1 F ('(t; �)) = F (�) 6= 0. Esist limt!+1 '(t; �) = xo, wegen der Stetigkeit von F ist limt!+1 F ('(t; �)) = F (xo) = 0 :Widerspruch! �Bemerkung (a) Das Lemma gilt nat�urlich genauso f�ur absto�ende Fixpunkte (attraktivf�ur t! �1).(b) Aus dem Lemma folgt, da� eine DGl mit einem globalen ersten Integral, das auf keinemGebiet konstant ist, keinen attraktiven Fixpunkt besitzt. �Wichtig und interessant sind nat�urlich gerade die globalen ersten Integrale, da ihre Ni-veaumengen invariante Mengen (geometrische Orte der Orbits) sind und damit (zumindesttheoretisch) eine Reduktion der DGl auf niedere Dimension gestatten. Wir betrachten imfolgenden eine Klasse von DGln, die (mindestens) ein globales erstes Integral besitzen sowieeine Unterklasse, die f�ur Anwendungen von extremer Bedeutung ist.



96Lemma 4.59 Auf dem Gebiet D � Rn seien gegeben H 2 C1(D;R) und S 2 C1(D;Rn�n),wobei ST = �S (S ist also eine mit C1-Funktionen besetzte schiefsymmetrische n � n-Matrix). Dann besitzt die DGl _x = f(x) mit dem Vektorfeldf := S � (DH)T (koordinatenweise: f i(x) =Xnj=1 Sij(x)H;xj (x) ) (4.35)H als globales erstes Integral.Beweis LfH = DH � f = DH � S � (DH)T = 0; da S = �ST : �Im Fall n = 2 gibt (4.35) (mit S12 =: a)f(x) = a(x) 0 1�1 0 ! H;x1 (x)H;x2 (x) ! ;und im Sonderfall a(x) = 1 entsteht die DGl_x1 = H;x2 (x1; x2)_x2 = �H;x1 (x1; x2) : (4.36)(4.36) ist eine zweidimensionale Hamiltonsche DGl (in kanonischer Form) mit derHamiltonfunktion H. Nach Lemma 4.59 ist H globales erstes Integral, die Orbits von(4.36) liegen in den Niveaulinien von H, und Fixpunkte des Flusses sind genau die L�osungen(x1o; x2o) der Gleichungen0 = H;x1 (x1; x2); 0 = H;x2 (x1; x2);d.h., die extremalverd�achtigen Punkte von H.Beispiel 4.60 Jede 1�dimensionale DGl 2. Ordnung vom Typy00 = g(y); g 2 C1(R;R) (4.37-a)ist einer 2�dimensionalen Hamiltonschen DGl �aquivalent. Mit y =: x1 und die unabh�angigeVariable als Zeit t interpretierend, ist_x1 = x2_x2 = g(x1): (4.37-b)Das stimmt mit (4.36) �uberein, fallsH(x1; x2) := 12(x2)2 + U(x1); wobei U 0 := �g (4.38)(die Vorzeichenwahl ist reine Konvention). �



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 97Die Gleichungen (4.37-a) und (4.38) erlauben folgende mechanische Interpretation. Aufeiner Geraden bewegt sich ein Massenpunkt (Masse = 1), seine Lagekoordinate ist x1;seine Geschwindigkeit x2; die Bewegung erfolgt unter Ein
u� der ortsabh�angigen Kraftg(x1) = �U 0(x1): H ist die Summe von kinetischer Energie 12(x2)2 und potentieller EnergieU(x1) - diese mechanische Gesamtenergie bleibt bei jeder Bewegung konstant. "H ist globa-les erstes Integral der DGl\ bedeutet physikalisch "es gilt der Energie-Erhaltungssatz\.Die Fixpunkte (Gleichgewichtslagen des Massenpunktes) sindxo = (x1o; 0) mit U 0(x1o) = 0:Die Linearisierung der DGl mit f(x) = (x2;�U 0(x1))T in xo ist_z =  0 1�U 00(x1o) 0 ! z:xo ist einfacher Fixpunkt gdw. U 00(x1o) 6= 0:z = 0 ist ein Sattel, falls U 00(x1o) < 0 (U(x1o) Maximum)Wirbel, falls U 00(x1o) > 0 (U(x1o) Minimum):Die Satteleigenschaft �ubertr�agt sich nach dem Satz von Hartman-Grobman sofort auf dasPhasenportrait von (4.37-b) bei xo; die Wirbeleigenschaft (nichthyperbolischer Fixpunkt!)in diesem Hamiltonschen Fall ebenfalls: U(x1o) Minimum und x2o = 0 impliziert, da� H(xo)ein Minimum ist und somit die H�ohenlinien von H in der Umgebung von xo geschlosseneKurven sind.U dient nicht nur zur Charakterisierung der Fixpunkte, mit Hilfe des gezeichneten Graphenvon U l�a�t sich auch das Phasenportrait qualitativ gewinnen.F�ur jeden Orbit gilt H(x1; x2) = const =: h = H(�1; �2): Also ist0 � (x2)2 = 2[h� U(x1)]: (4.39)Bei vorgegebenem h 2 R liegt ein Orbit somit �uber einem x1�Intervall mit U(x1) � h; und zujedem dieser x1 geh�oren x2 = �q2(h� U(x1)) : die Orbits sind symmetrisch zur x1�Achse.Die Durchlaufungsrichtung ergibt sich aus _x1 = x2: Die Bewegung mit dem Anfangszustand(�1; �2) schlie�lich l�a�t sich aus (4.39) gewinnen: mit h = 12(�2)2 + U(�1) folgt_x1 = sgn _x1 � p2s12(�2)2 + U(�1)� U(x1);das ist bei festem Vorzeichen von _x1 jeweils eine DGl mit getrennten Variablen f�ur x1:Eventueller Vorzeichenwechsel mu� an den Nullstellen des Radikanden durch Betrachtungvon �x1 = _x2 = �U 0(x1) festgestellt werden.Eine Nullstelle �1o des Radikanden mit U 0(�1o) 6= 0 bedeutet einen Nulldurchgang von _x1 underfordert den �Ubergang zur DGl mit ge�andertem Vorzeichen der rechten Seite.Die Frage, ob eine gegebene DGl _x = f(x) im R2 Hamiltonsch ist, kl�art das folgendeLemma 4.61 Die DGl _x = f(x); x 2 D � R2 , D einfach zusammenh�angend, ist ge-nau dann Hamiltonsch in kanonischer Form, wenn f = (f 1; f 2)T auf D der partiellen DGlf 1;x1 +f 2;x2 = 0 gen�ugt.



98Beweis Es existiert eine Hamiltonfunktion H mit f = (H;x2 ;�H;x1 ) genau dann, wenndas Linienintegral R f 1dx2 � f 2dx1 wegunabh�angig ist, die angegebene Bedingung ist daf�urnotwendig und hinreichend. �Der Flu� eines Hamiltonschen Vektorfeldes hat eine wesentliche geometrische Besonderheit.Lemma 4.62 (Satz von Liouville im R2) Der Flu� eines Hamiltonschen Vektorfeldes ist
�achentreu.Bemerkung Das bedeutet, da� f�ur jeden der Di�eomorphismen 't ein Teilgebiet G � Dtund sein Bild 'tG � D�t gleichen Fl�acheninhalt haben. Dieser Sachverhalt weist darauf hin,da� eine Hamiltonsche DGl keinen attraktiven Fixpunkt besitzen kann, denn dann m�u�teeine Umgebung nach hinreichend langer Zeit in eine beliebig kleine Umgebung des Fixpunktes"hineinge
ossen\ sein. �Beweis 'tG geht durch die Transformation 't aus G hervor. Also gilt nach der Substitu-tionsregel R'tG d(x1; x2) = RG jdetDx't(x)jd(x1; x2): D�'t(�) = D�'(t; �) l�ost das Matrizen-Anfangswertproblem _V = Dxf('t(�))V; V (0) = E - vgl. Satz 4.7. D�'t ist Fundamentalma-trix der l�angs '(�; �) linearisierten DGl _x = f(x): Nach Satz 3.8 (vgl. auch die Bemerkung zudiesem Satz) ist die Wronski-Determinante W (t) = detD�'t(�) genau dann konstant (undsomit gleich 1), wenn die Spur der Koe�zientenmatrix gleich Null ist. Hier ist in der TattrDxf = tr  H;x2x1 H;x2x2�H;x1x1 �H;x1x2 ! = 0: �Die in Beispiel 4.60 vorgenommene Klassi�zierung von Fixpunkten der zweidimensionalenHamiltonschen DGl (4.37-b) mit Hilfe der Hamiltonfunktion weist darauf hin, da� eine Ha-miltonfunktion - und allgemeiner jedes erste Integral - als Ljapunovfunktion f�ur einen Sta-bilit�atsnachweis dienen kann.Lemma 4.63 Es sei F ein erstes Integral der DGl _x = f(x); xo 2 domF sei singul�arerPunkt von f . Hat F bei xo ein eigentliches lokales Minimum, dann ist xo stabil.Beweis O.B.d.A. sei F (xo) = 0; dann ist F (x) > 0 f�ur alle x 6= xo aus einer Umgebungvon xo; mit V := F ist die Pr�amisse in Satz 4.45. erf�ullt. �Wesentlich ist die positive De�nitheit des ersten Integrals bei xo: Sind mehrere unabh�angigeIntegrale in der Umgebung von xo bekannt (von denen keines positiv de�nit ist), dann kannman versuchen, ein weiteres, de�nites Integral aus den gegebenen zu konstruieren. Wir for-mulieren dieses Verfahren ohne seinen theoretischen Hintergrund zu beleuchten.Energie-Casimir-Methode: F1; � � � ; Fk; k � 2; seien erste Integrale der DGl _x = f(x);die auf einer Umgebung des Fixpunktes xo erkl�art und in xo unabh�angig sind. Finde eineglatte Funktion 	jRk ! R so, da� f�ur das erste Integral F := 	 � (F1; � � � ; Fk) giltDxF (xo) = 0; D2xF (xo) positiv de�nit:Dann ist xo stabil. Denn F : F (x) = 	(F1(x); � � � ; Fk(x)) hat dann bei xo ein eigentlicheslokales Minimum, Lemma 4.63 gibt die Folgerung. �



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 99Beispiel 4.64 (Vgl. Beispiel 4.52)._x1 = x2x3; _x2 = �x3x1; _x3 = ax1x2; a 2 R:Globale erste Integrale: F1(x) = (x1)2 + (x2)2, F2(x) = a(x2)2 + (x3)2.Wir betrachten nur die Fixpunkte xo = (�; 0; 0); � 6= 0:Ansatz: F := 	(F1; F2):DxF (x) = (2x1	;1 ; 2x2(	;1+a	;2 ); 2x3	;2 )DxF (xo) = (2�	;1 (�2; 0); 0; 0)D2xF (xo) = diag(2	;1+4�2	;11 ; 2(	;1+a	;2 ); 2	;2 ) (alles mit Argument (�2; 0)).Forderung: 	;1 (�2; 0) = 0;	;11 (�2; 0) > 0; a	;2 (�2; 0) > 0; 	;2 (�2; 0) > 0:Die beiden letzten Ungleichungen verlangen a > 0. Die verbleibenden Forderungen versuchtman mit einem passenden Ansatz f�ur 	 zu erf�ullen: ein quadratisches Polynom 	(u; v) gen�ugthier schon, und 	(u; v) = u(u� 2�2) + v ist brauchbar.F�ur Parameterwerte a < 0 arbeitet die Methode hier nicht. Die Instabilit�at von xo l�a�t sichf�ur diesen Fall mittels Reduktion des Systems auf die entsprechende Niveau
�ache von F1 -vgl. Beispiel 4.52 - und dann mit Hilfe des Satzes 4.39 beweisen.Ergebnis: F�ur a > 0 ist xo stabil, f�ur a < 0 instabil. �Beispiel 4.65 Die PendelgleichungWir betrachten die Di�erentialgleichung 2. Ordnung�q = ��2 sin q; q 2 R; Parameter � > 0; (4.40)aus zwei Gr�unden.(i) Die DGl (4.40) dient urspr�unglich der Beschreibung der Bewegungen eines mathemati-schen Pendels (q : Auslenkungswinkel aus der nach unten orientierten Vertikalen, _q : Winkel-geschwindigkeit, �2 : Verh�altnis von Fallbeschleunigung g und Pendell�ange), erfa�t gleicher-ma�en das physikalische Pendel, beschreibt Bewegungen elektrischer Gleichstrommotorenund tritt unerwartet bei der Untersuchung der Verformung elastischer St�abe und von Krei-selbewegungen an zentraler Stelle in Erscheinung. Vgl. auch Beispiele 4.40 und 4.50.(ii) Die DGl (4.40) und ihr Phasenportrait weisen etliche Besonderheiten auf, die f�ur DGlnaus verschiedenen Anwendungsgebieten typisch sind. F�ur deren Untersuchung steht jetzt dasvolle Arsenal an Begri�en und Methoden zur Verf�ugung.1. (4.40) als DGl in R2 :_x1 = x2; _x2 = ��2 sin x1; x = (x1; x2) 2 R2 : (4.41)Das Vektorfeld f(x) = (x2;��2 sinx1)T zeigt eine Symmetrie: Transformationen (x1; x2)!(x1 + k2�; x2); k 2 Z; f�uhren (4.41) in sich �uber (anschaulich: Pendellagen x1 und x1 + 2�sind nicht unterscheidbar). Damit wird das Phasenportrait in R2 bestimmte Periodizit�atsei-genschaften �uber der x1�Achse aufweisen. Sachgerechter w�are es, die Winkelkoordinate x1modulo 2� zu z�ahlen und somit den zylindrischen Phasenraum S1 � R zugrunde zu legen.2. Fixpunkte: xk = (k�; 0); k 2 Z:



100(Anschaulich: k = 0 h�angendes Pendel, k = 1 stehendes Pendel.)3. Linearisierung:Dxf(x) =  0 1��2 cos x1 0 ! :Bei xo = (0; 0):Dxf(0; 0) =  0 1��2 0 ! : Wirbel (stabil):Zugeh�orige DGl 2. Ordnung�q = ��2qhat die allgemeine L�osung q(t) = A cos�t + B sin�t; A;B 2 R; die Pendelbewegungenbei kleinen Auslenkungen sind in linearer N�aherung harmonische Schwingungen konstanterKreisfrequenz � (Schwingungsdauer To = 2�=�).Bei x1 = (�; 0) :Dxf(�; 0) =  0 1�2 0 ! : Sattel (instabil):4. Hamiltonfunktion:H(x1; x2) = 12(x2)2 � �2 cos x1:Bei jeder Bewegung ist H(x1(t); x2(t)) = h; wobei die Konstante h durch die Anfangswertefestgelegt ist:h = 12(x2(0))2 � �2 cos x1(0):5. Diskussion des Phasenportraits:Durch Untersuchung der Niveaulinien von H.h < ��2 : leerh = ��2 : Fixpunkte x2k; k 2 Z (insbesondere xo = (0; 0))h 2 (��2; �2) : Geschlossene Orbitsh = �2 : Fixpunkte x2k+1; k 2 R; und verbindende Orbits (Heteroklinen).h > �2 : Nichtgeschlossene Orbits.Je zwei zur x1�Achse symmetrische Heteroklinen trennen geschlossene von nichtgeschlosse-nen Orbits, ihre Vereinigung hei�t deshalb in diesem Zusammenhang eine Separatrix.Geschlossener Orbit bedeutet periodische Bewegung t 7! x1(t) : Schwingungen des Pendels(vgl. Figur 4.12; die Schwingungsdauer T w�achst mit der Amplitude! Merkw�urdige prakti-sche Konsequenz: eine Pendeluhr, deren Ausschl�age infolge Verschmutzung abnehmen, gehtschneller.)



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1016. Die Schwingungsdauer T (Periode eines geschlossenen Orbits zum Anfangspunkt (x1o; 0),0 < x1o < �) l�a�t sich aus dem Energie-Erhaltungssatz H(x1; x2) = h = ��2 cos x1o berech-nen. Zufolge der Geradheit von H(�; x2) und H(x1; �) erfolgt die Durchlaufung des im viertenQuadranten liegenden Teils des Orbits in einer Viertelperiode, dabei ist _x1 = x2 � 0: Somitgilt f�ur 0 � t � 14T_x1 = �p2�qcos x1 � cos x1o ; (4.42)und es ist x1 �T4 � = 0:Die Bewegung t 7! (x1(t); _x1(t)) im Zeitintervall [0; T4 ] ergibt sich durch Integration der DGlmit getrennten Variablen (4.42), und insbesondere istZ x1o0 (cos x1 � cos x1o)�1=2dx1 = p2�T4 :Das f�ur 0 < x1o < � konvergente uneigentliche Integral l�a�t sich mit der Substitution sin x12 =k sinu; k := sin x1o2 ; auf ein vollst�andiges elliptisches NormalintegralK(k) := Z �=20 (1� k2 sin2 u)�1=2duzur�uckf�uhren, und es folgtT = 4�K(k); k = sin x1o2 :Im Intervall x1o 2 (0; �3 ) ist T fast konstant (ganz schwach wachsend) mit einem Wert T �2�� (= Periode der L�osungen der bei xo = (0; 0) linearisierten DGl), ab x1o � 5�6 beginntein rasches unbeschr�anktes Wachstum (beliebig gro�e Periode der dicht an der Separatrixliegenden geschlossenen Orbits). �
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