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Vorwort

Die vorliegenden vier Kapitel bilden den Hauptteil eines Skriptums iiber Gewohnliche Dit-
ferentialgleichungen, das inhaltlich ,,open end“ geplant ist und wesentlich aus verschiedenen
Vorlesungen fiir Mathematiker bzw. Ingenieure iiber Differentialgleichungen und Dynamische
Systeme hervorgeht. Dieser Hauptteil umfafit etwa den Stoff der Vorlesung ,, Gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen® fiir Studenten der Mathematik im 4. Semester und soll fiiglich als eine
FEinfiihrung in die Theorie der gewhnlichen Differentialgleichungen verstanden werden. Er
wurde konzipiert zur Unterstiitzung der erwidhnten Vorlesung, die ihrerseits (eigenstindig
ausgewiesener) Bestandteil der Grundausbildung in Analysis ist.

Daraus resultieren einige Besonderheiten, wie die Bevorzugung des Banachschen Fixpunkt-
satzes als Beweismittel fiir die grundlegenden Sitze und das Fehlen von Ubungsaufgaben
sowie grofieren Anwendungsbeispielen (die Lehrveranstaltungen selbst sollen ja auch ihre
Attraktionen behalten). Die Numerik der Differentialgleichungen ist Angelegenheit der von
der Analysis getrennten Lehrveranstaltungen , Numerische Mathematik“ und findet deshalb
hier keinen Niederschlag.

Das Skriptum wendet sich somit vorrangig an Studierende der Mathematik am Ende des
Grundstudiums, insbesondere an diejenigen, die ihr Fachstudium in dieser oder jener Weise
mit Analysis verkniipfen wollen. Dariiber hinaus soll es auch theoretisch interessierte Inge-
nieure ansprechen und ihnen eine Hilfe beim Einstieg in Spezialvorlesungen und Forschung
auf dem weiten Feld der dynamischen Systeme bieten. Die Menge der aktuellen Lehrbiicher,
Monographien und Originalliteratur ist so umfangreich und in ihren Zielrichtungen so weit
gefichert, dal nach unseren Erfahrungen eine auf lokale Bediirfnisse ausgerichtete Literatur,
die den Grundbegriffen der qualitativen Theorie breiten Raum gibt, Studierenden und Be-
treuenden viel Zeit und Miihe sparen kann.

Unsere jungen Kollegen Jenny Klaus und Michael Katzschmann haben mit grofler Sorgfalt
Korrektur gelesen und die Figuren erstellt. Katrin Knabe hat unleserliche, mehrfach geinder-
te Manuskripte unverdrossen in LATEX-Text verwandelt. Allen gilt dafiir unser grofier Dank.

Fiir Kritik an Inhalt und Darstellung sowie fiir Mitteilung verbliebener (hoffentlich nur
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Kapitel 1

Die Differentialgleichung erster
Ordnung im R"

Dem im Vorwort formulierten Ziel dieses Skriptums entsprechend, werden im folgenden nur
Differentialgleichungen (DGIn) eines bestimmten allgemeinen Typs, die ezpliziten Differen-
tialgleichungen erster Ordnung, betrachtet. Diese werden als eine klar umrissene Aufgaben-
stellung eingefiihrt, die danach entwickelte Theorie beinhaltet Aussagen iiber die Losbarkeit
dieser Aufgabe und iiber Eigenschaften der Losungen.

1.1 Die Aufgabenstellung

Definition 1.1 Unter einer gewdhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung
im R*, n €N, soll folgende Aufgabe verstanden werden.

Gegeben: Fin Gebiet G C R**! | eine Funktion f € C°(G,R") : (t,x) — f(t,x).

Gesucht: Ein Intervall I C R, eine differenzierbare Funktion ¢ | I — R™ mit den Eigenschaf-
ten

(i) Vtel (t,o(t))eG (d.h. graphyp CG);

(i) Vtel ot)=[f(te(t))
Jede solche Funktion ¢ heifst Lésung der DGI auf I.
Die Aufgabe wird symbolisiert durch

i = f(t,x), (t,v)€GCR"". (1.1)

Mit 2 = (b, 22, ..., 2™, f = (fY, f2, ..., f*)T kann (1.1) auch in einer der Formen

jjl — fl(t,xl,...,xn)

=2 _ 2 1 n X X

x = f (t:x y ey ) oder %= f’(t,x), 1=1,...,n, (1'2)
j/,TL — fn(t,l'l,...,l‘n)

geschrieben werden (f* € C°(G,R), i = 1,2,...,n). Demgem#f kann von einem System
von n gekoppelten DGIn erster Ordnung fiir ¢ = (o', ¢?, ..., ©")" mit nunmehr n gesuchten
differenzierbaren Funktionen ¢* | I — R, i = 1,...,n, gesprochen werden.
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Bemerkung Die Stetigkeit der ,rechten Seite der DGI®, f, ist zunéchst eine Generalvor-
aussetzung, die spater beziiglich x zur stetigen Differenzierbarkeit verschirft werden wird,
beziiglich ¢ gegebenenfalls abgeschwéicht werden muf. OJ

Die Stetigkeitsvoraussetzung erlaubt die sofortige

Folgerung Ist ¢ Losung der DGI auf I, dann ist ¢ auf I sogar stetig differenzierbar.
Losungen sind demgemif stets mindestens von der Klasse C*. U

Ist ¢ € C'(I,R") eine Losung von (1.1), dann heifit grapho = {(t,p(t)) | t € [} C G die
zugehorige Integralkurve. Diese Bezeichnung, wie auch Integration der DGl als Synonym
fiir ,,Bestimmen einer Lésung®, ist historisch bedingt. Losungen durch Berechnung von In-
tegralen oder gar in Form elementarer Funktionen zu finden, ist nur in ganz wenigen (aber
wichtigen!) Ausnahmefillen moglich - nicht, weil es zu schwierig wére, sondern aus prin-
zipiellen Griinden. Losungen sind quantitativ i.a. nur approximativ bestimmbar (Numerik
der DGIn), sie lassen sich jedoch (beziiglich analytischer und topologischer Eigenschaften)
anhand der die DGI bestimmenden Funktion f diskutieren.

Zur DGI gehort stets die Angabe des Gebietes G!
Beispiel 1.2 (n =1).
i = tan(tx), (t,x) € R% (1.3)

Hier ist f : (t,7) — tan(tz) auf den Hyperbeln tx = (2k +1)7, k € Z, nicht definiert. (1.3)

wird zu einer DGI erst durch Angabe eines der unendlich vielen Gebiete, die durch diese
Hyperbeliste berandet sind. O

Auf einem Intervall I kann (wird?) eine DGI unendlich viele Losungen besitzen.
Beispiel 1.3 (n=1).
i=1, (t,7) € R

Mit beliebigem a €R ist ¢ : p(t) = t+a Losung auf jedem Intervall I C R. Die Integralkurven
bilden eine Schar paralleler Geraden. Durch einen vorgegebenen Punkt (7, &) geht genau eine
Integralkurve (diejenige zu a = £ — 7 ). Die letzte Aussage gilt nicht fiir jede DGI. OJ

Beispiel 1.4 (n=1).

i =2/|z]|, (t,7) € R%.

Probe bestétigt: Durch den Punkt (0,0) gehen die beiden Integralkurven zu den Losungen
ot 0o(t) =0, o1 : (1) = 12, jeweils mit t € RT. O

Definition 1.5 Unter dem Anfangswertproblem (AWP) zur DGI (1.1) zum vorge-
gebenen Punkt (1,€) € G soll folgende Aufgabe verstanden werden.

Finde ein Intervall I C R mit 7 € I und auf I eine Lésung ¢ der DGI (1.1) mit (1) =& .
Symbol der Aufgabe:

= f(tz), z(r)=¢, (t,r) € G CR". (1.4)
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Fiir Anfangswertprobleme sind vorrangig die Fragen der Ezistenz und der Unitdit von Losun-
gen zu kldren: Unter welchen Bedingungen hat (1.4) eine Losung und wenn ja, genau eine?
(Vergleiche Beispiele 1.3 und 1.4).

Beispiel 1.6 (n =1).
=2 (1) =1, (t,z) € R

() =1,t€l=(0,+00), lost diese Aufgabe. Die Funktionen ¢ : ¢(t) = 1, t € IciI
mit 1 € I, sind ebenfalls Losungen, jedoch ist jedes ¢ eine Einschrinkung von ¢ auf ein
Teilintervall von I. Offensichtlich ist I das maximal md&gliche Intervall fiir diese Losungen.
Die Integralkurve graph ¢ zum Anfangspunkt (7,&) = (1,1) liegt schlicht iiber der positiven
t-Halbachse, sie ist maximal in dem Sinn, daf} sie nicht nach links glatt fortgesetzt werden
kann. Ob es aufler ¢ weitere Losungen gibt, die vielleicht auch fiir ¢ < 0 definiert sind, bleibt
an dieser Stelle unbeantwortet. 0J

1.2 Geometrische und kinematische Deutung der Dif-
ferentialgleichung

Zur Vereinfachung der Diskussion soll G' als Zylindergebiet G = Rx D des R"*! angenommen
werden. Bei beliebig fixiertem ¢ € R 148t sich die rechte Seite f(t,-) | D — R" als ein Vektor-
feld auf dem Gebiet D C R" auffassen. Losungen der DGl & = f(¢, x) sind dann gemé&f Defi-
nition 1.1. (i7) parametrisierte Kurven ¢ — ¢(¢) in D, die bei jedem Parameterwert ¢ € I den
entsprechenden Vektor f(¢, p(t)) des Vektorfeldes als Tangentenvektor besitzen. Gleicherma-
en hat die zur Losung ¢ gehorige Integralkurve graph o = {(t,¢(t)) | t € I} C G in jedem
ihrer Punkte den dort vorliegenden Vektor (1, f(¢, o(t))) des Vektorfeldes (¢, z) — (1, f(t,x))
(,Richtungsfeld*) als Tangentenvektor: ,die Kurven passen auf das Vektorfeld“.

(L (te(?)))

Fig.1.1

Mitunter ist es zweckmiBig (oder vom physikalischen Hintergrund der DGI vorgegeben), die
unabhéngige Variable ¢ € R als Zeit aufzufassen. In dieser Interpretation beschreibt eine
Losung ¢ der DGl mit ¢(7) = £ (Anfangswertproblem) die Bewegung eines (beobachtbaren)



Punktes in D : zur Zeit 7 befindet sich der Punkt an der Stelle £ und durchlduft mit wachsen-
der Zeit t gemiB t — x = p(t) eine Bahnkurve, deren Tangentenvektor ¢(t) = f(t, ¢(t)) nun
die Bedeutung der Geschwindigkeit hat. Demgemif ist dann f als ein Geschwindigkeitsfeld
auf D zu verstehen. Dieses Feld ist stationdr (zeitinvariant), falls f nicht von ¢ abhéngt - die
DG, & = f(z), heiBt in diesem Fall eine autonome Differentialgleichung.

Ist f explizit von ¢ abhiingig, dann ist das Geschwindigkeitsfeld instationdr (zeitvariant), die
DGI heifit heteronom. Autonome und heteronome DGIn zeigen, wie spéter herausgearbei-
tet wird, wesentliche Unterschiede in den Eigenschaften ihrer Losungsmengen.

Jede heteronome DGl & = f(¢,z) kann unter Dimensionserhthung formal als autonome
DGI geschrieben (und untersucht) werden:
Setze y := (¢, ) € R**, dann ist y = (1,2), und mit F(y) := (1, f(¢,z)) folgt y = F(y).

1.3 Einordnung der Differentialgleichung n-ter Ord-
nung im R!

Definition 1.7 Eine explizite DGl n-ter Ordnung im R', mit dem Symbol

™ =g(t,y,yf, ...y ), (1.5-a)

ist folgende Aufgabe.

Gegeben: Gebiet G C R*"! g € C°(G,R).

Gesucht: Eine auf einem Intervall I C R n-mal differenzierbare Funktion ¢ | I — R mit den
FEigenschaften

() Ytel (u(),¢'(1),...v" (1)) € G;
(i) Vtel () =g(t, (), ¢'(t), ... " V(1))
Y heifit dann eine Losung der DG auf dem Intervall 1.

Y

Mit der formalen Umbenennung z' := y, 2% := ¢/, ..., 2™ := y(®=) gilt folgendes: Ist 1 eine
Losung von (1.5-a), dann ist (Ableitung wieder durch ,,-“ bezeichnet) ¢ := (1, ¢/, ..., p(=)T
eine Losung der DGI

il = 22 \
P2 = 3
=: f(t,x). (1.5-b)
1 — L
noo= gt 2t 2%, 23, ") )

Umgekehrt, ist ¢ = (', ..., o")7 Losung von (1.5-b), dann ist ¢! = @2, 3* = 3, .., "1 =
©" ; " ist differenzierbar, also ist ¢! n-mal differenzierbar, und ¢ := ' 16st die DGI (1.5-a).
Somit ist die DGI (1.5-a) der DGI (1.5-b) #quivalent, die Theorie der DGIn n-ter Ordnung
im R! ist in diesem Sinn in der Theorie der DGIn 1. Ordnung im R" enthalten. Gewisse
Besonderheiten reflektieren sich in der charakteristischen Besetzung der oberen Zeilen der
rechten Seite in (1.5-b).
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Beispiel 1.8 (Harmonischer Oszillator mit Kreisfrequenz w € R)

Y= _Wan (ta y) € R
ist dquivalent zu = v oder auch Bo= wa? (t,z!,2?) e R® O
q 32 = 2! 2 = gt B .

1.4 Elementare Typen von Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt werden zwei Typen von DGIn im R behandelt, deren Lésungen durch
Quadratur im weiteren Sinn (d.h. mittels Berechnung von Integralen gegebener Funktionen
und Auflésung von Gleichungen) angegeben werden kénnen. Diese Typen treten sehr hiufig
in Erscheinung, an ihnen lassen sich etliche fiir DGIn wesentliche Phianomene diskutieren.
Beispielhaft werden einige weitere Typen von DGIn angefiihrt, die durch geeignete Transfor-
mationen auf elementaren Typ reduziert werden koénnen.

1.4.1 Die Differentialgleichung mit getrennten Verédnderlichen

Definition 1.9 Gegeben seien zwei stetige Funktionen g | (a,b) — R und h | (c,d) — R,
wobei a,b,c,d € R (R :=RU {—00,+00}).
Dann heifit die DGI

& =g(t) h(z), (t,r)€G=(a,b)x(c,d),

eine DGl mit getrennten Verdnderlichen.

Die rechte Seite der DGI hat Produktform, f(t,z) = g(t) h(x), das Definitionsgebiet G ist
ein (gegebenenfalls unbeschriinktes) achsenparalleles Rechteck des R* .

X
df- yG
g” ...... —e———— —— — —

[ [

[ G [

| o(T,) |

[ [
gl ...... S |
cl--- I,_ _______________ l

a b t

Fig.1.2

1) Voruntersuchung: Nullstellen von h. Sei z, € (¢,d), h(z,) = 0 . Dann ist ¢, | (a,b) —
R : ¢,(t) := z, eine Losung der DGL. Somit erzeugt jede Nullstelle von h eine spezielle
(konstante) Losung, die auf dem ganzen Intervall I = (a,b) definiert ist.



Diese Voruntersuchung muf in jedem Fall allem weiteren Suchen nach Ldsungen vorange-
stellt werden!

Die Graphen dieser konstanten Losungen zerlegen das Rechteck GG in disjunkte offene Recht-
ecke, auf denen h keine Nullstellen besitzt. Alle folgenden Untersuchungen finden in diesen
Rechtecken statt.

2) Es sei G’ = (a,b) x (£,&") ein solches Rechteck mit h(z) # 0 fiir alle z € (£,&"),
sei (1,&) € G' ein beliebig gewéhlter Anfangspunkt.

(a) Es sei ¢ eine Losung des Anfangswertproblems & = g(t)h(z), (t,z) € G', z(1) =&, auf
dem Intervall I C (a,b). Dann ist ¢(7) = &, graph o C G', somit h(p(t)) # 0 fir alle ¢t € I,
o(t) = g(t)h(p(t)) fiir alle t € I. Da h(p(t)) # 0, gilt gleichermafien V¢ € T mgb(t) = g(¢),
und unter Verwendung der Stammfunktionen (Integralberechnung!)

D) = /Ttg(s)ds  H() = /;%ds (1.6)

heiBt das £ H(p(t)) = 4T'(t). Da wegen der Wahl der unteren Integrationsgrenzen I'(7) =

H(&) = H(p(7)) = 0 ist, ergibt eine Integration [’ ...dt sofort
Vtel H(p(t)=T(). (1.7)

Auf dem Intervall (&', £") ist H'(x) = ﬁ entweder positiv oder negativ, H ist also dort streng
monoton und besitzt eine Inverse H~' . Da gemif} (1.7) fiir jedes t € I T'(t) € range H =
dom H™', folgt aus (1.7)Vt € I p(t) = H '(['(¢)). Die Losung ¢ des Anfangswertproblems

erlaubt somit auf ihrem Definitionsintervall I die Darstellung ¢ = H 'oT .

(b) Jede zu gegebenem (7,&) € G' so konstruierte Funktion ¢ := H ' o ist, auf einem
wohlbestimmten Intervall I, tatsdchlich eine Lésung des Anfangswertproblems.

H ist auf (£,&") erklirt, stetig und streng monoton, bildet das Intervall also eineindeutig
auf ein Intervall (v,d) C R ab, es existiert H=' | (7,d) — (£, €"). Die obige Gleichung (1.7)
legt es nahe, auf G’ = (a,b) x (¢',&") die Gleichung H(x) = T'(t) zu betrachten und nach
ihrer Auflésbarkeit nach x zu fragen.

Esist I'(7) =0 = H(§) € (v,0) . Da T stetig ist, gibt es ein Intervall [ mit 7 € I , so daf}
Vtel T(t) € (y,6) =domH™" . Also ist fiir jedes ¢t € I die Gleichung nach x auflésbar,
und durch

v =H '(T(1) = (1)

ist eine Funktion ¢ | I — (&,£") definiert. Diese ist nach ihrer Konstruktion aus den
Stammfunktionen der stetigen Funktionen g und + differenzierbar, es ist o(7) = H='(0) = ¢
und

. 1

- H(HZY(D(1)))

P(t) L(t) = h(e(t)) g(0).

Somit ist ¢ = H='oT auf dem Intervall I C (a,b) Losung des Anfangswertproblems.
Die Uberlegungen unter 2) haben gezeigt, daf§ in jedem Rechteck G' = (a,b) x (£',&") (mit
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h(z) # 0,2 € (£,¢") ) jede Anfangswertaufgabe zu einem Anfangspunkt (7,€) € G’ genau
eine Losung besitzt. Diese ist von der Form ¢ = H ! oT, wobei H und I' die oben ein-
gefithrten Stammfunktionen sind. Sie ist definiert auf dem eindeutig bestimmten maximalen

Intervall I mit 7 € [ und I'(I) C (v,0) = H((£',£")) .

Die Regel zum Losen der DGI auf dem Rechteck G' ist also folgende:
(i) Fir t,7 € (a,b), ,& € (£,&") = Intervall ohne Nullstellen von h berechne man die
Stammfunktionen I' und H nach (1.6);
(ii) man betrachte die Gleichung H(x) = I'(¢),
(a) stelle fest, fiir welche t T'(t) € H((£',£")) gilt - diese ¢ bilden ein Intervall I mit 7 € I,
(b) lose die Gleichung H(z) = ['(¢) fiir t € I nach z auf, ¢(-) = (H ' oT)(:) ist die
Losung des AWP auf I (die Gleichungsauflosung kann natiirlich praktische Schwie-
rigkeiten bereiten).

3) Aus den obigen Uberlegungen folgt schlieflich, da auch auf dem gesamten Rechteck G
jede Anfangswertaufgabe eine Losung besitzt (ist A(€) = 0, dann ist die konstante Funktion
©(t) = £ eine Losung). Auf G ist die Unitéit damit jedoch noch nicht gesichert, denn, falls fiir
die Losung ¢ | I = (o, ) — (£',€") auf G' z.B. 3 < b,£" < d und der linksseitige Grenzwert
(B —0) = ¢" ist, dann 1a8t sich ¢ durch die konstante Funktion ¢ | (8,0) — R: ¢(t) = £"
iiber 4 hinaus nach rechts stetig differenzierbar fortsetzen, so da} die Anfangswertaufgabe
zum Anfangspunkt (3,£”) mindestens zwei Losungen besitzt (vgl. dazu Beispiele 1.4 und
1.12). Entscheidend fiir die Unitét ist somit das Verhalten der Funktion A in ihren Nullstellen.

Beispiel 1.10 (Populationsdynamik nach Verhulst)
i=x(1-1x), (t,7) €R®, z(r) =&,
Hier ist ¢(t) = 1, h(z) = (1 — x) , beide Funktionen sind auf ganz R definiert.
Konstante Losungen der DGI (h(z) = 0) : ,(t) =0, p1(t) =1 .
Zerlegung von R in drei Streifen:
Gr:={(t,z) |t e Rz <0}, Go:={(t,x) [t e RO <z <1}, G3:={(t,z) |t e Rz >1}.
(t,z) € Gy :
L(t)=t—r, ﬁ = 1 + L (Partialbruchzerlegung),
H(z) = log|z|—log|l—=z[—log|{[+log|1—-¢], §x<0
= log % —log g—_£_1
Aufzulosende Gleichung H(x) = T'(t) : log %5 =t —t, , t, :== 7 — log g_% Fiir z < 0 ist der
Wertevorrat des Logarithmus auf der linken Seite (—o0,0), die Gleichung ist fiir alle ¢ < ¢,
auflosbar, die Losung ist nach kurzer Rechnung

exp(t — t,) £
t) = t € (—00,t,), to=7—1 .
o(t) e P — (=00, ) Tolog ey
Es ist p(t, — 0) = —oo : die Losung ,explodiert zu der endlichen Zeit t,.
(t, l‘) S G2 :

Mit &,z € (0,1) ist jetzt H(z) = log 1= — logfg , Tty =t—T.



Der Wertevorrat von H ist jetzt ganz R, die Gleichung H(x) = T'(¢) ist fiir jedes t € R
auflosbar, die Losung ist

exp(t —t,) £
1) = teR, t,=71—log——r,

es ist ¢ (—o0) =0, ¢ (4+00) = 1.

(t, l‘) S Gg :

Mit £ > 1 ist H(z) = log 5 — logg—f1 , T'(t) =t — 7. Der Wertevorrat des Logarithmus
ist jetzt (0, +o0) , die Gleichung H(x) = I'(¢) ist fiir jedes ¢ > ¢, auflosbar, die Losung ist

exp(t — t,) £
1) = te(t, Cty=1—1 .
*) exp(t —t,) — 1"~ € (to, +0) 4 ng—l

Es ist ¢(t,+0) = +00. In Figur 1.3. sind die Integralkurven skizziert. Die speziellen Integral-

l" \\ \ G 1

\ | \,

Fig. 1.3

kurven (zu konstanten Losungen) sind Asymptoten fiir die anderen Integralkurven. Durch

jeden Punkt (7,&) € R? geht genau eine Integralkurve: Unitét in R?! O

Beispiel 1.11 & = z?sint, (t,z) e R*, xz(1)=¢.

Hier ist g(t) = sint, h(x) = 2%, es gibt eine konstante Ldsung: ¢,(t) = 0. graph ¢, zerlegt
den R? in die Halbebenen G* : 2 > 0 und G~ : # < 0. Im folgenden wird nur G* betrachtet.
Mit (7,€) € G* sind ['(t) = —cost +cosT, H(z) = -1+ % Aufzulésen ist die Gleichung
910 = cost — cos T + % Wegen % > 0 auf G* muB cost — cos 7 + + > 0 sein. Dann ist die
Losung des Anfangswertproblems ¢(t) = [cost — cos T + %]’1 , t € I, wobei I dasjenige

Intervall ist, das 7 enthilt und auf dem cost > cos 7 — L ist. Der Sachverhalt soll an den
Anfangswertproblemen mit 7 = 0 geklédrt werden. Wegen der Geradheit des Kosinus ist [
dann das Intervall mit Mittelpunkt 0, auf dem cost > 1—% ist: I = R fiir £ < %; I=(—m,m)
fiir £ = % , fiir wachsendes £ > % immer kiirzer werdend, I — () fiir £ — +oo.
Die Losungen zu Anfangspunkten (0,&) mit & < 2

5 sind somit auf ganz R definiert. Jede
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Losung mit £ > 1 besitzt ihr eigenes Existenzintervall (s. Fig. 1.4). Aus der 2r—Periodizitiit
bzgl. t der rechten Seite der DGI folgt, dafl in jedem Vertikalstreifen {(¢,z) | (2k—1)7 <t <
(2k 4+ 1)m ,k € Z, x > 0} die gleiche Schar von Integralkurven wie im skizzierten Streifen
(k = 0) vorliegt.

In den Streifen mit x < 0 liegen genau die an der ¢-Achse gespiegelten und um 7 verschobenen
Integralkurven. (y := —z, s := t + 7 iiberfiihrt die DGl in ¢ = y?sin s .) O

-7 T t

Beispiel 1.12 (Durcharbeitung von Beispiel 1.4)

=2z ], (t,2) €R, a(r) =€ g(t) = 1, h(z) =2\/| |

Aus der Losung der Gleichung h(z) = 0 ergibt sich die konstante Losung ¢,(t) = 0,t € R.
Es verbleiben die Betrachtungen in den beiden Streifen x > 0 und = < 0.
r>0: hiz)=2x, Hz)=x—VE T(t)=t—;
Aufzulésende Gleichung: /x =t — 7 + /& > 0;
Losung: ¢(t) = (t — t,)%, t > t,, to:=T —/C.
r<0: hiz)=2/—z, Hx)=—V/—1++/-& T{t)=t—7;
Aufzulésende Gleichung: —/—x =t — 7 — /=€ < 0;
Losung: o(t) = —(t —t,)%, t < to, t, =T+ /=E.
Die Integralkurven sind Halbparabeln. In G (2 >0) bzw. G~ (2 <0) ist die Anfangswertauf-
gabe eindeutig 16sbar. Jede Halbparabel miindet fiir t — ¢, glatt (!) in die t-Achse (spezielle
Integralkurve!). Damit ist die Unitéit der Losungen in G = R? zerstort: durch jeden Punkt
(1,€) € R? gehen unendlich viele Integralkurven der Form untere Halbparabel U Stiick der ¢-
Achse U obere Halbparabel. Vergleiche Figur 1.5. (Es wird sich zeigen, dafl dieses Phinomen
mit der Nichtdifferenzierbarkeit von h bei x = 0 zusammenhéngt.) U

Bemerkung Die in Beispiel 1.6 offen gebliebene Frage kann jetzt durch Rechnung geklért
werden, denn diese DGI ist vom eben behandelten Typ. Wie ist die Antwort? 0]

1.4.2 Die lineare Differentialgleichung im R!

Definition 1.13 FEine DGl i = f(t,x) heifit lineare Differentialgleichung, falls f(t,-)
affin-linear (beziiglich x) ist.
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Diese Definition gilt gleichermafien fiir z € R' wie z € R*,n > 1. In R' bedeutet das
f(t,x) = a(t)r + b(t) mit zwei gegebenen stetigen Funktionen a | I — R, b | I — R (auf
einem gemeinsamen Definitionsintervall).

Die lineare DGI im R' ist somit
T =a(t)x +b(t), (t,z) € I xR (1.8)

Die nach der Definition besser zutreffende Bezeichnung ,affin-lineare DGI® ist nicht ge-
bréuchlich, statt dessen nennt man die DGI (1.8) linear homogen, falls V¢ € I b(t) =0,
anderenfalls linear inhomogen mit der Inhomogenitit b(-) .

Abweichend von der bisherigen Vorgehensweise soll fiir diese DGI zunéchst nach der Menge
aller Losungen gefragt und erst danach das Anfangswertproblem betrachtet werden.

Ist x eine auf [ stetig differenzierbare Funktion, dann definiert die Zuordnung

x5 i —a(-)x =: (4 —a(-))z einen linearen Operator L, der den reellen Vektorraum C'(I, R)

in den Vektorraum C°(I,R) abbildet:
L|CY(I,R) — C°(I,R).

Damit kann die DGI (1.8) als eine lineare Operatorgleichung aufgefait werden:
Finde z¢€ C'(I,R) so,da Lz =b.

Fiir die Losungen linearer Operatorgleichungen gilt der folgende allgemeine Satz, auf den
auch spiter zuriickgegriffen wird.

Satz 1.14 Gegeben seien zwei reelle Vektorriume X und Y, ein linearer Operator
L| X —Y und ein Element y €Y .

L, sei die Menge aller Losungen der homogenen Operatorgleichung Lx = 0 (d.h. L,=ker L),
L sei die Menge aller Losungen der inhomogenen Operatorgleichung Lx = vy .

Dann ist L, C X ein reeller Vektorraum und es ist, falls L # 0, L = z, + L, :== {z =
T, + T, | Ty eine Lisung von Lr =y, x, € L,}, eine lineare Mannigfaltigkeit in X .

Beweis
1. Mit zy,29 € L, und A\, p € Rist L(Ax; + pae) = ALy + pLazy, =0,
dh. Azy + pxy € L,.

2. Mit zy,m9 € List Lzy = Lay =y, also L(zy —29) =0, d.h. 2y — x5 € L,.

3. Sei eine partikuldre Lésung v, € L fest gewdhlt. Dann ist firz € £ v —z, =: 2, € L,,
d.h. jedes z € £ hat die Form 2z =z, +2,: L C z, + L,.

4. Sei z, € L fest, beliebig x, € L, , dann ist L(z, +2,) =Lz, + Lz, =y +0,

dh v, +2,€ L alsox, +L,C L.
[ |

Mit diesem Satz erledigt sich die Aufgabe, die Menge L aller Losungen der DGI (1.8) zu
bestimmen, in zwei Schritten.

1. Bestimme £,, die Menge aller L6sungen der homogenen DGI & = a(t)z.
Diese DGI ist vom Typ der getrennten Variablen. Nach dem Losungsschema des Abschnittes
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1.4.1 ergibt sich als Losung (wobei hier 7 und £ nicht festgelegt werden, T und H sind somit
als beliebige Stammfunktionen von ¢ und 1/h anzusehen)

z,(t) = Cexp (A(t)), tel. (1.9)

Dabei ist A(t) = [a(t)dt irgendeine Stammfunktion zu a und C eine beliebige reelle Kon-
stante (C' = 0 liefert die spezielle konstante Lésung). Somit ist

Lo={x|xz(t) =Cexp(A(t)), C eR},

entsprechend wird (1.9) mit C' € R die allgemeine Lésung der homogenen DGI ge-
nannt. Ersichtlich hat der Vektorraum L, die Dimension 1, {exp o A} ist eine Basis.

2. Bestimme eine Losung z, der inhomogenen DGI & = a(t)x + b(t).
In einfachen Fillen 1d8t sich ein z, erraten. (z.B.: & =to +t, z,(t) = —1).
In jedem Fall fiihrt folgender Ansatz zum Ziel:

T, (t) = u(t) exp (A(t)). (1.10)

u(-) steht an Stelle der Konstanten in (1.9) ( Variation der Konstanten) und ist so zu
bestimmen, daf =, die inhomogene DGI 16st:

i, =t exp (A) + uexp (A)A = quexp (A) +b.
Wegen A = a bleibt
uw=-exp(—A)b,

u folgt durch Integration: u(t) = [ exp (—A(t)) b(t) dt, und

mplt) = exp (A1) [ eap (~A@) b(t) di

ist eine Losung der inhomogenen DGI (Probe!).
Somit ist jede Losung der DGI (1.8) von der Form

t

z(t) = Cexp (A(t)) + exp (A(t))/ exp (—A(s))b(s)ds, C € R, (1.11)

wobei «v € I eine beliebig gewéhlte, feste Integrationsgrenze ist. £ ist die Menge aller Funk-
tionen (1.11).

Eine Losung des Anfangswertproblems zu gegebenem (7,&) € I x R muf} unter diesen Funk-
tionen durch Wahl einer passenden Konstanten C' gesucht werden:

z(1) = Cexp (A(T)) + exp (A(T)) /

[0}

T

exp (—A(s)) b(s) ds = €.

Diese Forderung legt C' eindeutig fest, und es folgt mit A(t) := [’ a(s) ds

olt) = Eeap(AW) + [ ern (A(H) — A) b(s) ds

) (1.12)
= eop(AWD)[E+ [ exp (=A(s)) b(s) ds
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als einzige, auf ganz I erklirte Losung des Anfangswertproblems, (1.12) ist eine bis auf zwei
Quadraturen explizite Darstellung der Losung.

Daf die Losungen (1.12) auf dem ganzen Intervall I definiert sind, bedeutet insbesonde-
re, da} bei linearen DGIn die Losungen keine ,,Explosionsphéinomene® (wie in den Beispielen
1.10 und 1.11) aufweisen. Trotzdem brauchen die Lésungen, falls I offen ist, natiirlich nicht
beschriankt zu sein.

Anhand der DGI (1.8) oder mittels der Losungsformel (1.12) lassen sich (insbesondere fiir
Anwendungen relevante) Fragen wie die folgenden kléren.

Unter welchen Bedingungen fiir a(-) und b(-) besitzt die DGI (1.8) beschriinkte Losungen /
nur beschrinkte Losungen?

Seien a(-) und b(-) auf I = R periodische Funktionen. Unter welchen Bedingungen fiir a(-)
und b(-) gibt es periodische Losungen/sind alle Losungen periodisch?

1.4.3 Transformation auf elementare Typen

Manchen DGIn & = f(¢,z) 148t sich durch eine passende Transformation z = Z(t,z) eine
elementare DGI 2 = ¢(t, 2) so zuordnen, daf}, zumindest lokal, die Losungen der beiden DGIn
eineindeutig einander zugeordnet sind. Dann lassen sich (lokal) Losungen der originalen DGI
durch die inverse Transformation x = X (¢, z) aus den bekannten Losungen der elementaren
DGI konstruieren. Dieses Vorgehen soll hier nur an einigen charakteristischen Beispielen
demonstriert werden.

Beispiel 1.15 (Ahnlichkeitsdifferentialgleichung)
Mit gegebener Funktion h € C°((¢,d), R) soll die DGI

T

¢:h<?>,§e(c,d),t>0, (1.13)

betrachtet werden. Das Definitionsgebiet G ist ein ,Keil“ in der rechten (¢, x)-Halbebene,
G={(t,x)|ct <z <dt,t>0}.

Transformation: z = ¢ bzw. x =tz .

Ist z(-) Losung von (1.13), dann ist & = z +t2 = h(z) , d.h., 2(:) : t — @ geniigt der DGI
mit getrennten Verdnderlichen

(h(2) — 2). (1.14)

o1
z2=-
t
Umgekehrt ist mit jeder Losung z(-) von (1.14) z(-) : t — tz(t) Losung von (1.13). O

Beispiel 1.16 (Bernoullische DGI)
Mit zwei gegebenen Funktionen a(-), b(-) € C°(I,R) und o € R\ {0, 1} wird die DGI

T=a(t)z +bt)z* ,tel,z>0, (1.15)
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betrachtet. Fiir & = 0 oder a = 1 ist die DGI linear, fiir beliebiges o € R ist x* nur fiir
positives x erklart.
Die Transformation z = z'~¢ iiberfiihrt (1.15) in die lineare DGI

5= (1 - a)(a(t)z +b(t)). (1.16)

Deren Losungen sind durch (1.11) gegeben und auf ganz I definiert. Die Riicktransformation
x = z"/17 erfordert die Einschrinkung auf solche Teilintervalle I' C I , auf denen z(t) > 0
ist. 0

Beispiel 1.17 (Riccatische DGI)
Mit drei gegebenen Funktionen a(-), b(-), ¢(-) € C°(I,R) wird die DGI

i=a(t)z® +b(t)r +c(t), (t,z)elxR, (1.17)

betrachtet. Es sei eine Losung ¢(-) auf I, C I bekannt. Die Transformation z = I%@(t) bzw.
x = <+ ¢(t) iiberfiihrt die DGI in die lineare DGI

2 =—[20(t)a(t) +b(t)]z —alt), (t,z) €I, xR, (1.18)

deren Losungen auf I, sich wieder durch (1.11) bestimmen. Die Riicktransformation verlangt
die Beschrénkung auf Teilintervalle I C I, , auf denen z(t) # 0 ist. O

Bemerkung Die DGl & = (1 — z) von Beispiel 1.10 ist vom Riccati-Typ. Zur Transfor-
mation auf eine lineare DGI empfehlen sich die speziellen Losungen ¢(t) = 0 oder ¢(t) = 1.
O



Kapitel 2

Existenz und Unitit der Losungen

Losungen von DGIn wurden in den vorangegangenen Beispielen durch Uberlegungen be-
stimmt, die unmittelbar mit der analytischen Struktur der rechten Seite der DGI verbunden
waren. Die eindeutige Losbarkeit von Anfangswertaufgaben wurde anhand der (bis auf Qua-
draturen) explizit vorliegenden Losungen diskutiert.

Existenz- und Unitétsfragen miissen notwendigerweise am Anfang einer Theorie der DGIn
stehen. Zumindest mufl durch Angabe hinreichender Bedingungen die Existenz und Unitét
der Losungen abgesichert werden. Dies wird sich durch die Reduktion des Anfangswertpro-
blems auf eine Integralgleichung und Anwendung eines allgemeinen Fixpunktsatzes erreichen
lassen.

Ein hier nicht behandelter Satz von Peano sichert die Existenz von Losungen des Anfangs-
wertproblems bei stetiger rechter Seite der DGI (die Generalvoraussetzung in Definition 1.1),
die Unitét bleibt dabei offen (die behandelten Beispiele bestétigen diesen Sachverhalt).

2.1 Das Anfangswertproblem als Integralgleichung

Wir betrachten das allgemeine Anfangswertproblem in R”,
&= f(t,x), (t,z) € G CR"™ | z(r) =¢, (2.1)

mit gegebener rechter Seite f € C°(G,R") . Ist ¢ € C'(I,R") eine Losung von (2.1), dann
gilt Vi €T @(t) = f(t,o(t)) und ¢(r) = . Integration liefert [*¢(s)ds = o(t) — (1) =
1 15, 0(s))ds, also gilt

Vel o(t)=¢+ /th(s,go(s))ds, (2.2)

d.h., die Losung ¢ geniigt einer Integralgleichung.

Die Gleichung (2.2) ist schon fiir stetige Funktionen ¢ sinnvoll. Sei ¢ eine auf einem Intervall
I mit 7 € I stetige Funktion, ¢ € C°(I,R"), sei graph ¢ C G, und es gelte (2.2). Dann folgt
fiir t = 7 sofort p(7) = €. Auf Grund der Stetigkeit des Integranden f(-, ¢(-)) ist die rechte
Seite von (2.2) nach t differenzierbar, also ist auch die linke Seite, ¢(-), differenzierbar, und
die Differentiation ergibt ¢(t) = f(t,¢(t)) fiir alle ¢t € I. (Ist t € I ein Randpunkt von I,
dann ist unter () natiirlich die entsprechende einseitige Ableitung zu verstehen.) Damit

14
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ist auch ¢ stetig, und ¢ ist auf I Losung des Anfangswertproblems (2.1).
Somit gilt

Satz 2.1 Die Lisungen ¢ des Anfangswertproblems (2.1) sind genau die stetigen Lisungen
der Integralgleichung

ot =€+ /: £(s,2(s))ds (2.3)

Bemerkung (2.3) ist eine Volterrasche Integralgleichung 2. Art (Volterra-Typ: die gesuchte
Funktion z tritt im Integranden eines Integrals mit variabler Grenze auf; 2. Art: x tritt auch
auBerhalb des Integrals auf). Die Herleitung zeigt, dal wegen der Stetigkeit von [ jede stetige
Losung von (2.3) automatisch sogar stetig differenzierbar ist. (2.3) ist eine Integralgleichung
im R", in Koordinaten x = (x!,...,2™)T, f = (f},..., f")T heifit das

. . .
zi(t) = € +/ Fi(s, (), ey 2(8))ds 5 i = 1,00y, (2.4)
und (2.4) kann als ein System gekoppelter Integralgleichungen in R' aufgefalt werden. [J

Die Losbarkeit der Anfangswertaufgabe 148t sich an der Integralgleichung (2.3) diskutieren.
Diese Untersuchungen verlaufen nach folgendem Programm:

Bei fest vorgegebenem (7, &) wird durch die Zuordnung

o) = ul): w0 = €+ [ fs,a(s)ds

ein Operator T definiert, der jede stetige Funktion z(-) auf eine stetige (sogar stetig differen-
zierbare) Funktion y(-) abbildet (gewisse Feinheiten beziiglich der Definitionsbereiche sind
dabei zu beachten): T | C° — C°: y = Tx. Eine Losung der Integralgleichung erscheint da-
mit als ein Fixelement von T: x = Tx. Fizpunktsdtze sind Aussagen iiber die Existenz von
Fixpunkten von Abbildungen. Der Fizpunktsatz von Banach gibt hinreichende Bedingungen
dafiir, daf3 ein Operator genau einen Fixpunkt besitzt. Da T durch die Funktion f bestimmt
ist, werden wir solche Eigenschaften von f herausarbeiten, die fiir T diese gewiinschte Ei-
genschaft garantieren. Diese Figenschaften von f sind dann hinreichend dafiir, daf§ das An-
fangswertproblem (2.1) genau eine Losung besitzt (Existenz- und Unitéitssatz). Natiirlich
héngen der Operator T und sein Fixelement auch von dem gewihlten Anfangspunkt (7,&)
ab. Aussagen dariiber, wie das Fixelement (die Losung des Anfangswertproblems) von (7, &)
abhéngt, werden sich als grundlegend fiir die qualitative Theorie der DGIn erweisen. Ein
erster Schritt zu solchen Aussagen besteht darin, daf§ (7,€) in einer Umgebung eines festen
Punktes (7,,&,) als beliebig wihlbar zugelassen wird. Damit hingt der Operator vom Para-
meter (7,§) ab, T (¢, und die Fixpunktuntersuchungen beziehen sich auf eine Familie von
Operatoren.
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2.2 Der Fixpunktsatz von Banach

Um Nichtmathematikern das Verstindnis des Folgenden zu erleichtern, sollen einige erfor-
derliche Grundbegriffe vorangestellt werden.

Ein metrischer Raum ist eine Menge X, zusammen mit einer Abbildung o | X x X — R,
die folgende Eigenschaften besitzt:

(i) VzyyeX o(r,y) >0, o(x,y) =0<«<= =y (positive Definitheit).

(1) Vo,ye X o(x,y) = oy, r) (Symmetrie).

(i) Vzx,y,z€ X o(xz,y) < o(x,2) + o(z,y) (Dreiecksungleichung).
Eine solche Funktion g heifit Metrik auf X, o(x,y) Abstand der Elemente 2 und y.
Beispiel 2.2

1) R mit dem Standardabstand o(z,y) :=| x —y | .

2) R mit der euklidischen Metrik o(x,y) := (X0, (2" —y*)?)"/2 oder der Maximummetrik
o(z,y) == max{| ' —y' |, i = 1,...,n}.

3) C°[a,b] (Menge der stetigen Funktionen [a,b] — R)
mit der Maximummetrik o(z,y) := mazx{| x(t) — y(¢) |, t € [a, b]}.

OJ

Die offene (abgeschlossene) Kugel im metrischen Raum (X, o) mit dem Mittelpunkt z, € X
und dem Radius r > 0 ist die Menge aller x € X, deren Abstand von z, kleiner (nicht gréfier)
als rist: K(zo,7) = {zx € X | o(z,2,) <71}, (K*(xo,7) ={x € X | 0(x,2,) < 1}).

Eine Folge (z,),en C X heiit konvergent, falls es ein Element z € X gibt, so da} o(z,,z) — 0
fiir v — oo.

Eine Folge (z,) C X heifit Cauchy-Folge, fallsVe >0 IneN Vv,u>n o(z,,x,) <e.
Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Der metrische Raum (X, p) heifit vollstandiger metrischer Raum, falls jede Cauchy-Folge
konvergiert. Ist (X, o) vollstindig und A C X eine abgeschlossene Menge, dann ist (A, )
ebenfalls ein vollstindiger metrischer Raum.

Die obigen Beispiele sind vollstdndige metrische Rdume. Thre Grundmengen sind lineare
Riaume (Vektorrdume) iiber dem Korper der reellen Zahlen. In diesen Beispielen gilt fiir
den Abstand p(z,0) eines Elementes vom Nullelement: o(z — y,0) = o(z,y),V o € R
o(ax,0) =[] o(,0).

| z||:= o(x,0) heifit dann Norm von z.

Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes heifit kompakt, wenn jede Folge in A eine in
A konvergente Teilfolge enthélt. A C R™ (mit einer der in Beispiel 2.2 angegebenen Metriken)
ist kompakt genau dann, wenn A beschrinkt und abgeschlossen ist.

Eine Abbildung F' eines metrischen Raumes (X, o) in einen metrischen Raum (Y, o) heifit
stetig, falls zu jedem z, € X und zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so daf} o(z,z,) < § =
o (F(x), F(x,)) < &.
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Satz 2.3 (Der Fixpunktsatz von Banach fiir eine Familie von Operatoren)
Gegeben seien

(i) ein vollstandiger metrischer Raum (X, 0);

(ii) ein metrischer Raum (P, o');
(iii) eine Familie von Operatoren {T) |p € P} : T, | X — X.
Folgende Voraussetzungen seien erfiillt:

V1: Die Operatoren Ty, sind gleichgradig kontraktiv, d.h.
36€(0,1) VpeP Vax,azeX o(Tym, Tpza) <6-0(x1,72)
(gleichgradig: § hingt nicht von p ab).

V2: Die Operatoren der Familie hingen in folgendem Sinn stetig von p ab: ist z(p,x) :=
T,z, dann ist z(-,x) | P — X fiir jedes x € X stetig auf P.

V3: P ist kompakt.
Dann gelten die folgenden Aussagen:
1. Jeder Operator T,,p € P, hat genau einen Fizpunkt, x*(p).

2. Die rekursiv definierte Folge (x,(p)) C X : x, € X beliebig gewdihlt, z,(p) := Tpz,_1(p),
konvergiert fiir jedes p € P gegen den Fizpunkt: ,(p) = z*(p), v — oo.
(Sukzessive Approximation des Fixpunktes).
Dabei gilt die apriori-Fehlerabschitzung o(z*, x,) < %Q(xl,xo).

3. Die Konvergenz x,(p) 2 x*(p) ist auf P gleichmafig, x*(-) ist auf P stetig. [ |

Bemerkung Die Gleichméfligkeit der Konvergenz unter 3. bedeutet: Ve > 0 dn € N
Vpe P Yv>n olx,(p),z*(p)) < e (n hingt also nur von &, nicht von p ab!). O

2.3 Der Existenz- und Unitatssatz von Picard und
Lindelof

Zur Vereinfachung werden wir die Herleitung dieses Satzes fiir DGIn im R! vornehmen und
anschliefend die erforderlichen formalen Anderungen angeben, mit denen fiir DGIln im R”
wortlich die gleiche Schlulkette vorliegen wiirde. Auflerdem sollen die simultan zu betrach-
tenden Anfangswertprobleme alle dieselbe Anfangszeit 7, besitzen und nur der Anfangswert
¢ beliebig aus der Nachbarschaft eines festen Wertes &, zugelassen sein.

Somit werden die Anfangswertprobleme
= f(t,x), (t,r)Cc GCR?, x(r,)=¢
und die zugehorigen Integraloperatoren

T | C° = €% (Tex)(1) =€ + /t Fs,2(s))ds

betrachtet. Fiir f € C°(G,R) werden schrittweise solche Bedingungen formuliert, unter
denen die Operatoren T, die Voraussetzungen des Satzes 2.3 erfiillen.
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I) Da G C R? eine offene Menge ist, gibt es zum beliebig fixierten Punkt (7,,&,) € G zwei
Zahlen a > 0 und r > 0, so dafl der zweidimensionale abgeschlossene Quader

Qa = [To_a770+a]x [fo—T‘, §o+r]

ganz in G liegt. Mit einem beliebigen o € (0,a), iiber das noch verfiigt wird, ist dann

Qo C Q. CG.

X =TT T o L
’ _. >~ ng@
/ -
Sotr pomop T - - \
’/ i '/_/\' /\ 80
P B2 S L 3 ‘/4/ \
I | /"-?/‘ i | /,\/(100
&o ---:——————————l—/'—,/— N _/,/|// I
. ’ :\ , I
'\ /7 PN -G
\ V.’ 5 Y
oY
Eo—r |-~ A : : ! /
N | ————rqQ,
To—Q To— Q& To Tot+a To+a t
Fig.2.1

Es sei C° := C°([r, — a, 7, + o, R) mit der Maximummetrik p ausgestattet (vollstindiger
metrischer Raum!). Es sei ¢, die konstante Funktion ¢,(t) = &,, und ¢ sei ein beliebiges
Element der Kugel K*(g,,r) C C° (d.h. ¢ € C° und graph ¢ C Q,).

Als abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen metrischen Raumes C° ist K*(p,, 1), ausge-
stattet mit der Maximummetrik, selbst ein vollstdndiger metrischer Raum.

Die durch den Operator T, vermittelte Abbildung T, | K*(¢,,7) — C° wird im allgemei-
nen keine Selbstabbildung von K*(¢p,,r) sein, denn zu beliebigem ¢ € K*(p,,r) wird der
Graph des Bildes T¢p nicht unbedingt in @, liegen. Figur 2.1 1a8t aber vermuten, daf} dieser
gewiinschte Sachverhalt vorliegt, wenn & nicht zu fern von &, und « hinreichend klein ist.

IT) Da f stetig ist, existiert maxg, | f(¢,z) |=: M. Damit ist auch
Vace (0,a) V(t,z)eQs | flt,x)|< M.

Zu beliebig gewéhltem 7' € (0,7) und & € [§, — 1, &, + '] ist dann wegen graph ¢ C Q.

o(Tepp0) = mas |6+ [ fls,p(s))ds — &,

[t—70| <«

<l l+ max | [ | f(sp(s) [ ds|< o'+ ad,

t—70| <a
Also ist o(Tep, o) < 7, wenn nur a < ’";M’J gewihlt wird, und das heifit

T§ | K*(QOO,T‘) — K*((;Do,r)v
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T, ist eine Selbstabbildung des vollstdndigen metrischen Raumes K*(p,, 7).

IIT) Nun muf noch durch eine zusétzliche Forderung an f die Kontraktivitiat von T, gewéhr-
leistet werden. Mit zwei beliebigen Funktionen o1, oo € K*(p,, 1) ist

0(Te 1, Te p3) < (nax I/ | f(s,01(5)) — f(s,02(s)) | ds |, (2.5)

und T ist mit Slcherhelt dann eine Kontraktion, wenn die rechte Seite dieser Ungleichung
angebbar kleiner als o(¢1, o) ist. Da, mit ¢ = 1,2, (s, i(s)) € graph ¢; C Qn C Q, ist,
geniigt dafiir die Voraussetzung

(V) Die Funktionen f(t,-) seien auf Q, gleichgradig Lipschitz-stetig, d.h.,
4L >0 V(t,xl), (t,l'Q) € Q, | f(t,l'l) — f(t,l'Q) | <L | T — T2 | .

Dann 148t sich die Abschitzung 2.5 fortsetzen,

t
o(Te o, Tep) < max | [ L]pi(s) = als) | ds |

[t—70|<ax
t
< max | [ Lolprga)ds |=aL olenpa).

[t—70|<ax

Wird a < + gewihlt, dann ist o(T¢ @1, T¢ p2) < 60(1, 92), 6 := aL < 1, und das heifit,
daf} die Operatoren T, kontraktiv sind. Die Gleichgradigkeit der Kontraktivitéit beziiglich §
ist gewihrleistet, da 0 von & unabhéngig ist.

Die Beschrianktheitskonstante M und die Lipschitzkonstante L fiir f wurden fiir den ,,groflen®
Quader @), eingefiihrt. Somit sind sie auch fiir jeden Quader @), C @), brauchbar und von «
unabhéngig.

IV) Die Voraussetzungen V2, V3 des Satzes 2.3 sind schnell {iberpriift:
Der Parameterraum = = [§, — ', &, + 1’| ist kompakt, und fiir jedes p € K*(p,,r) und alle
£, €= ist

Q(Tg%Tg'SO): jmax | &~ gl=1¢-¢|

—To|<a

und damit £ — T¢ ¢ stetig auf =.

S ,L} dann geniigen die
Integraloperatoren T¢ den Voraussetzungen 1,2, 3 des Satzes von Banach (wobei hier kon-
kret X = K*(p,,7) C C°, P === [ —1',& + '] C R). Damit besitzt jeder Operator T,
genau einen Fixpunkt 2*(£) € C°, der stetig von ¢ abhéngt. Das bedeutet gemaf Satz 2.1,
daB jedes Anfangswertproblem

:t:f(t7x)7 x(TO):é-’ge[fo_T, §O+T,]
genau eine Losung (-7, &) € CH([7, — a, 7, + a],R) C C° besitzt, die ebenfalls stetig von
¢ abhéngt. Dann ist sogar ¢(+; 7,, ) stetig: (der Kiirze wegen sei ¢(t;7,,&) =: ¢(t,§))

| o(t,8) = (&) | < |o(t,§) =t &) [ + [ ¢t,€) — o', &) |
< o8 = o8 llee + | e(t,€) — ot &) |-
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Zu gegebenem ¢ > 0 gibt es nach Satz 2.3, 3. ein 6; > 0, so daB || ¢(-,&) — ¢(-, &) |lce < €
falls | € — &' |< 0y (Stetigkeit des Fixelementes 2*(+)) und ein d5(¢’) > 0, so dafl

| o(t, &) —@(t', &) | < e falls | t —t' | < dy (Stetigkeit von ¢(-,£')). Also ist

| p(t,€) = (t', &) [< 2¢, sobald [ £ —#" [ 4| £ = €| < 3(E') i= b1 + 62())-

Bemerkung Formale Abdnderungen fiir n > 1 sind die folgenden.

r=(z', . 2" eR, f=(f,.... 7" € C°(G,R"),G C R**!.

Qu=[To—a,To+a] x[§ —r & +r]x . x[§ = +r]CG.

C° = C°([1,—a, Tyt ], R") mit der Metrik o(¢,¥) = max;—1,_, maxj_r|<q | " (£)—¢"(t) | .
Lipschitz-Bedingung: || f(¢,21) — f(t,22) [|< L || 1 — x5 || mit der Maximum-Norm des
R" : || 21 — 72 ||= max;—y_, | 2 — 2 | . O

Aus den vorangegangenen Uberlegungen folgt unmittelbar

Satz 2.4 (Satz von Picard und Lindel6f)

Sei G C R das Grundgebiet der DGl = = f(t,z), f € C°(G,R").

(70, &0) sei ein fest gewdhlter Punkt von G, Q.. ein in G liegender abgeschlossener Quader
mit (75,&,) als Mittelpunkt, Qu, = {(t,z) :|t — 75 | < a,[| E =& || <r} CG.

f(t,) sei auf Qu, gleichgradig Lipschitz-stetig, d.h.,

AL >0 V(t,z1), (t,22) € Qur || f(t,21) — f(t,22) |[S L || 2y — 22| -
Dann gilt fir 0 <r' <r, 0<a<minf{a, 5,7}, mit M = maxgmeo,., || [t 2) || -

M
(i) Jedes Anfangswertproblem & = f(t,z), (t,x) € G, x(1,) =&, || £ =& || < 1 besitzt
genau eine Lisung o(-;7,,€) € C' ([1, — a, 7, + a], R?);
(i1) ©(-; 7o, ) ist stetig auf Qu,;
(1i1) die Iteration
Opr1(t; 70, &) = €+ /Tt f(s,01(s;70,8))ds, k € N, ¢, beliebig, (2.6)

konvergiert gleichmaflig auf Qa gegen die Losung ¢ (sukzessive Approzimation). W

Folgerung Fiir die Anfangswertprobleme mit z(7) =&, | 7—7, | < «a, || { =& || < 7’
gelten analoge Aussagen:

(a) Es existiert genau eine Losung ¢(-; 7, &) auf [1, — a, 7, + @],

(b) (-, -) ist stetig. O

Beweis Zur Herleitung dieser Aussagen ist die Operatorenfamilie {T,¢ : |7 — 17, | < «,
1 €=& | <7}, (Trep)(t) := €+ [F f(s,¢(5))ds zu verwenden, beweistechnisch ist o <
min{a, =5 57} erforderlich. |

—r
M
Der Kern des Satzes 2.4 ist die zweite Voraussetzung, die von f beziiglich x mehr als nur
Stetigkeit (aber weniger als Differenzierbarkeit) fordert: f(¢,-) soll lokal (auf dem Quader
(o) beschrinkte Differenzenquotienten haben.

Demzufolge mufl die Nicht-Unitéit im Beispiel 1.12 nicht verwundern, denn f : (¢,z) +—

2,/] x| ist bei = 0 nur (einseitig) uneigentlich differenzierbar und damit nicht Lipschitz-
stetig.
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Andererseits zeigt das Beispiel der DGl & = f(¢,z) im R' mit

0, =0

f(t,7) ::{ Vie|sinZT, z#0

daB die Lipschitzstetigkeit tatséchlich nur hinreichend fiir die Unitét ist: sie ist im vorliegen-
den Beispiel bei 2z = 0 verletzt, trotzdem ist jedes Anfangswertproblem eindeutig l6sbar. (Die
DGl ist vom Typ der getrennten Verdnderlichen und kann geméfi Abschnitt 1.4.1 untersucht
werden: spezielle Losungen sind ¢,(t) = 0, ¢4(t) = ¢, k € Z, jede andere Lsung existiert
ebenfalls auf ganz R.)

Gibt es zu jedem Punkt (7,,&,) € G eine solche Quaderumgebung Q,, C G, auf der f(t,")
gleichgradig Lipschitz-stetig ist, dann soll f auf G lokal gleichgradig Lipschitz-stetig beziiglich
x genannt werden.

Daraus ergibt sich die folgende globale Eigenschaft von f.

Lemma 2.5 [ seir auf G stetig und lokal gleichgradig Lipschitz-stetig beziiglich x. Dann
gentigt f auf jedem Kompaktum A C G einer Lipschitz-Bedingung mit fester Lipschitz-
Konstanten, d.h.,

AL >0V (ta1), (baz) € A || f(t21) = [t 22) [[< L7 || w1 — 22 || -

(Beweis s. [6].)

Eine praktikable hinreichende Bedingung fiir lokale Lipschitz-Stetigkeit ist die beziiglich x
stetige partielle Differenzierbarkeit. Wie iiblich, bezeichne D, f die Jacobimatrix (f?,.i )nxn
und || D, f || die zur Maximum-Norm des R" kompatible Matrixnorm

n
| Dof ||I:= _max Z | fhei |-
z_l,...,nj:1

Lemma 2.6 (Hinreichende Bedingung fiir Lipschitz-Stetigkeit)
Ist f € C°(G,R™) und D, f € C°(G,R*™™), dann ist f(t,-) auf G lokal gleichgradig Lipschitz-
stetig.

Beweis Zu jedem (7,,&,) € G gibt es einen kompakten Quader @Q),, C G. Infolge der
Stetigkeit gilt: 3 K > 0V(t,2) € Quy | flyei (t,2) | < || Diuf(t,z) || < K. Da @, konvex ist,
gilt koordinatenweise der Mittelwertsatz (vgl. Fig. 2.2)

| filtan) = filt,m) | = | X0 fL (6o + (2 — 21)) (2] — ) |
Sl ) e =2 [[S K oy — 22|

IN
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Fig.2.2
K ist eine von t unabhéngige Lipschitzkonstante fiir f auf Q. [ |

Damit ergibt sich die fiir die meisten praktischen Belange ausreichende und fiir eine ange-
strebte abgerundete Theorie erforderliche kiirzere Fassung des Satzes von Picard und Lin-
delof.

Satz 2.7 Ist f auf G C R stetig und beziiglich x stetig partiell differenzierbar, dann
besitzt jedes Anfangswertproblem & = f(t,x), x(1) =&, lokal genau eine Ldsung. [ |

Bemerkung ,Lokal“ bezieht sich dabei auf das in Satz 2.4 angegebene Intervall [, —«, 7,4+
a]. Ob sich die auf diesem Intervall gesicherte eindeutige Losung auf ein groBeres Intervall
eindeutig fortsetzen 14f3t, wird Gegenstand der folgenden Untersuchungen sein. OJ

2.4 Folgerungen aus dem Satz von Picard und Lin-
delof

Satz 2.4 gibt lokale Existenz- und Unitédtsaussagen: Unter den angegebenen Voraussetzungen
hat das Anfangswertproblem & = f(¢,z), x(7,) = &,, zu festem (7,,&,) genau eine Losung,
die mindestens auf dem Intervall [, — «, 7, + o] existiert (« ist beweistechnisch bedingt und
kann klein sein), und die Losungen der Anfangswertprobleme zu (7, ) aus einer Umgebung
von (7,,&,) sind ebenfalls mindestens auf diesem gemeinsamen Intervall definiert.

Die lokale Unitét der Losungen impliziert sofort eine globale Unitit der Losungen: Integral-
kurven konnen sich in G nicht schneiden oder verzweigen! Denn anderenfalls wiirden zu dem
im Inneren von G liegenden Schnitt- oder Verzweigungspunkt (7, &) doch zwei verschiedene
Losungen gehoren.

Eine globale Existenzaussage (die Losung zu (7,&) existiert auf beliebig vorgegebenem [
mit 7 € I) ist auch unter schirferen Glattheitsforderungen an f nicht erzielbar (vgl. etwa
Beispiel 1.11, in dem f beliebig oft differenzierbar und sogar analytisch ist). Das gelingt nur
unter starken Wachstumsrestriktionen fiir f (Abschnitt 2.5). Es gilt jedoch
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Satz 2.8 (Satz iiber das Maximalintervall)

Unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard und Lindeldf existiert zu jedem (1,&) € G
ein eindeutig bestimmtes offenes Intervall 1(1,&) = (a(r,&), b(7,&)) mit folgenden Figen-
schaften:

(i) —oo <a(r,§) <71 <b(1,§) < 400;

(i1) das Anfangswertproblem (2.1) besitzt genau eine Lisung (- 7,&) auf I(7,§), fir die
natirlich o(r;7,&) = € ist;

(111) ist x(-) eine Lisung des Anfangswertproblems (2.1) auf einem Intervall I mit T € I,
dann ist I C I(7,§), und () ist die Einschrinkung o(-;7,€) |1 auf dieses Teilintervall.

Beweis Seien I; und I, zwei offene, 7 enthaltende Intervalle, auf denen z(:) bzw. z5()
Losungen des Anfangswertproblems (2.1) sind. Wegen der globalen Unitéit der Lésungen
miissen z; und x5 auf dem offenen Intervall I; N [, zusammenfallen: V¢t € 1 N1, () =
Nun sei [, die Vereinigung aller solcher Intervalle I, A € A (Indexmenge),

oy = U I, : I, offen, 3 Losung z,(-) auf I,.
AEA

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Losung ¢(-) auf Iay, die folgendermafien konstruiert
werden kann: Zu beliebigen ¢t € I, existiert ein Iy C Iyayx, so dafl t,7 € I, und z,(+)
Losung auf I, ist. Dann sei ¢(t) := x,(t), das ist aber unabhéngig von A, denn nach der
Voriiberlegung ist auch ¢(t) = xy (¢) fiir alle N’ € A mit ¢ € I,.

I,y ist nach Definition eindeutig bestimmt und ist als Vereinigung offener Intervalle selbst
ein offenes Intervall. [ |

Vereinbarung [,,,x =: I(7,&) heifit das Mazimalintervall der Losung zum Anfangspunkt
(1,€). Unter (-;1,&) soll stets die Lisung auf dem Mazimalintervall I(T,§) verstanden wer-
den.

Im Abschnitt 1.4 wurden tatséichlich Lésungen auf Maximalintervallen bestimmt. Die durch-
gerechneten Beispiele sollten nochmals unter diesem Gesichtspunkt betrachtet werden.

Die zunéchst merkwiirdige Tatsache, dafl jede Losung ¢(-;7,&) ihr eigenes, moglicherweise
kleines, Definitionsintervall (7, &) besitzt, verdient eine néhere Betrachtung. Es ist unmit-
telbar klar, dal jede Losung ¢ hochstens auf dem offenen Intervall I* definiert sein kann,
welches durch Projektion p : (¢, ) — t des Gebietes G auf die t-Achse entsteht, I* = p(G),
denn es ist ja graph ¢ C G, somit p(graph ) C I*.

Per Definition 148t sich ¢(-;7, &) nicht iiber den Rand von I(7,&) = (a(7,§), b(7,£)) hinaus
fortsetzen. Das ist einsichtig, falls I(7, &) = I* oder, wie in Beispielen des Abschnitts 1.4, die
Losung bei a und/oder b eine Unendlichkeitsstelle besitzt. Offensichtlich ist es nicht moglich,
daB ¢(-;7,&) z.B. bei b(, £) einen Grenzwert besitzt, p(b—0;7,&) =: x,, und (b, z,) € G ist;
denn dann gébe es nach Satz 2.4 eine Losung ¢(+; b, z,) auf einem Intervall I, = [b—a, b+a],
die wegen der Unitét auf [b — a, b) mit o(-; 7, &) zusammenfillt, so daf die Losung zum An-
fangspunkt (7, &) schlieBlich auf I(7, &) U I,, erkldrt und I(7, ) nicht Maximalintervall wire.
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Eine Integralkurve kann somit nicht in einem inneren Punkt von G enden. Weitere Untersu-
chungen zeigen, dafl auch bei ,,wildem* Verhalten am Rand von [ Integralkurven dem Rand
von (G stets beliebig nahe kommen.

Die folgenden Begriffe und Sitze kldren diesen Sachverhalt, Beweise finden sich in [6].

Definition 2.9 Auf dem Intervall I = (a,b) C R sei eine Funktion h | I — R" gegeben.
Ein Punkt v € R" heifit (linksseitiger) Grenzpunkt von h, falls in I eine (monotone) Folge
(t,) mit t, — b derart ezistiert, daf h(t,) — x, v — oo.

Die Menge , := {x € R™ | © Grenzpunkt von h} heifit Grenzmenge von h. (Analoge
Definition fiir den Randpunkt a.)

Ist € O, dann ist (b, ) = lim, 00 (ty, h(t,)) und (¢,,h(t,)) € graph h. Da b ¢ I, ergibt
sich daraus die

Folgerung Es ist z € Q, genau dann, wenn (b, z) ein Haufungspunkt von graph h ist, der
nicht Element von graph h ist. (]

Beispiel 2.10 .

1) 3 tLigrjO h(t) =7 € R* = O, = {z}

2) (n=1), h(t)=sint, t€(0,1) Q, =[-1,1], Q; = {sin 1}.
3) (n=1), h(t)=1siny, t € (-1,0): Q2% =R

4) (n=1), h(t)=1,t>0: Q, =10, Qu = {0}.

5) (n=1), h(t):{ (1): Fratonal e (0,1): oy = {0.1).

O

Bezeichnet ¢l den Abschluf (closure) einer Menge, ¢l A = A U {H#éufungspunkte von A},
dann hat eine Grenzmenge die folgende Darstellung (die an den Beispielen iiberpriift werden
sollte):

Q= () cd{h(t)|T <t<b} (2.7)

a<T<b

Fiir Grenzmengen gilt der folgende
Satz 2.11 Die Grenzmenge €y, besitzt folgende Figenschaften:

(i) Entweder ist Qy, # 0 oder limy_y,_q || h(t) ||= +oc.
(11) Qp ist eine abgeschlossene Teilmenge des R™.
(ii1) Ist h(-) beschrinkt, dann ist Q # (O und kompakt.

(iv) Ist h(-) beschrdinkt und stetig, dann ist Qy auferdem eine zusammenhdingende Menge,
und es ist limy_,, o 0o(h(t), ) =0 (£ ist attraktiv).

Bemerkung Abstand Punkt-Menge: o(x, Q) = inf{o(z,y) | y € Q}. O
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Dieser Satz gilt natiirlich gleichermaflen fiir die Grenzmengen von Lésungen einer DGI. In
der DGl & = f(t,z), (t,) € G C R""! geniige f den Voraussetzungen des Satzes von
Picard und Lindelof. Es sei I = (a,b) das Maximalintervall einer Losung ¢(-) dieser DGI,
und es sei b < 4o00. Entweder ist lim,_, o || ©(t) ||= +oo, (was hochstens dann auftreten
kann, wenn G entsprechend unbeschréinkt ist) - dann heifit b endliche Entweichzeit oder
Ezxplosionszeit dieser Losung - oder ¢(-) besitzt eine nichtleere Grenzmenge Q, C R™. Die
Folgerung nach Definition 2.9 besagt dann, daf} jeder Punkt der Menge {b} x €, C R"*! ein
Hiufungspunkt von graph ¢ ist (aber graph ¢ N ({b} x ©,) = 0). Der niichste Satz klirt die
Lage dieser Menge relativ zum Grundgebiet G.

Satz 2.12 f € C°(G,R") sei auf G lokal gleichgradig Lipschitz-stetig beziiglich x. Sei p(+; T, §)
die Lisung des Anfangswertproblems & = f(t,x), z(r) = &, mit dem Mazimalintervall
I(1,€) = (a,b), b < +o0.

Ist x* € R™ ein Punkt der Grenzmenge S von ¢, dann ist (b,z*) € 0G. (Analoges gilt fiir

a.)

Beweis (indirekt). Annahme: (b,z*) ¢ 0G, d.h., (b,z*) innerer Punkt von G. Dann exi-
stiert ein offener beschrinkter Quader @ mit (b, z*) als Mittelpunkt, so daB Q =l Q C G
und f auf @ gleichgradig Lipschitz-stetig beziiglich 2 mit einer Lipschitzkonstanten L ist.
Sei M =maxg || f(t,2) || .

/ ~

/ — \\
I
/ Q . G \’
i (baz ) /
| (ty,z,) ° ;
\ L4 : /
\ : :

\ } /

\ : //

ty b t
Fig.2.3

Da x* Grenzpunkt von ¢(+;7,&) ist, gibt es eine Folge ¢, — b — 0, so dafl mit ¢(¢,;7,&) =:
Ty, (b, %) = lim, o (ty, z,). Damit gibt es ein n € N, so daB (¢,,z,) € Q fiir alle v > n.
(t,,z,) hat somit positiven Abstand von 0Q, es ist 0 < o((t,,x,),0Q) =: 6, < 6 =
o((b,z*),0Q), und lim,_, 6, = §*.

Zu beliebigem festen v > n sei ¢, (+) die Losung des Anfangswertproblems @ = f(¢, ), z(t,) =
z,. Nach Satz 2.3 existiert o, (-) gewifl auf dem Intervall [t, — «,, t, + o], wobei a,, := pd,
mit einem festen positiven p < min {1, i ﬁ} . Wegen der Unitiit ist ¢,(-) = ¢(-;7, &) auf
[t, — ay,,t, + a,]. Da (a,b) das Maximalintervall von ¢ ist, mufl notwendig ¢, + 8, < b
sein. Mit v — oo folgt b + p 6* < b, also 6* = 0 : (b, 2*) ist nicht Mittelpunkt eines offenen

Quaders @: Widerspruch! [ |

Somit ist die Menge {b} x €, der nicht zu graph ¢ gehérenden Héufungspunkte von graph ¢
Teilmenge des Randes von G. Gleiches ist der Fall, wenn b eine endliche Explosionszeit
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ist, (Qb =

). Fiir jede Losung der DGI gilt also die Alternative [b

= +o0] oder [b <
+oo und {b} x Q, C 0G|, analog fiir a. In diesem Sinn verlduft jede Integralkurve vom
Rand von G zum Rand von G, sie kann nicht im Inneren von GG enden.

Beispiel 2.13 (n=1) (vgl. Beispiel 1.10)

t==x(l—x), (t,x) e Rx{z |z <0}.

0
X
"l so =)
- t ® oo =

I

\\\

\\ : range ¢

|

L

\I Qto = @

Fig. 2.4

Beispiel 2.14 (n = 2)

T =

Y 42l VTP 2
. t R x R=.
y: x _|_/y(1_ /x2+y2) ) (7x7y) € X

(2.8)

Die rechte Seite der DGI ist von der Klasse C'' auf R*\{(0,0)}. Das Auftreten von z? + y?
legt den Versuch nahe, mit glatten Funktionen r(-) > 0 und 1 (-) Losungen der Form
r=rcosty, y=rsiny

zu suchen. Dann muf}

T = fcos¢—r¢sin¢
Yy =71sinty + ri cosp

—rsiny +rcost (1 —r)
rcosty + rsine (1 —r)

erfiillt sein, und eine Auflssung nach (7,4)) ergibt die DGIn
F=r(l—r1), =1,

(2.9)
deren Losungen bekannt sind (Beispiel 1.10). Figur 2.5 zeigt die Integralkurven (koordi-
natenweise) von (2.9) zu Anfangswerten r(0) = 3,4(0) = 0, sowie die zugehdrige Losung
© (-; 0,3, 0) von (2.8) mit Maximalintervall R.

OJ
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y

o ’ 75N\

t \ \\\J_// /’ X

\
N

Fig. 2.5

Die Grenzmengen von ¢ sind Q_,, = {(0,0)}, Q. = Einheitskreislinie.
Im Kontext autonomer Differentialgleichungen werden die Grenzmengen €2, bzw.
(falls sie existieren) iiblicherweise als w- bzw. a- Grenzmengen der Losung ¢ bezeichnet.

Die letzten beiden Beispiele zeigen, daf§ (bei unbeschrinktem Definitionsintervall) eine Grenz-
menge die leere Menge sein kann.
Das folgende Beispiel demonstriert unmittelbar die Aussage des Satzes 2.12.

Beispiel 2.15 (n =1)

t=V1—-22 (t,x) e G:=Rx(-1,1).

Genau im angegebenen Gebiet ist die rechte Seite lokal Lipschitz-stetig. Nach den Methoden
des Abschnittes 1.4 ergibt sich die Losung o(+; 7, &) durch Auflésen der Gleichung

arcsinz =t — 7 +arcsiné =: t — t,

nach z. Dafiir muf§ -3 <t —1, < 7 sein:

o(t;1,&) =sin(t —t,), t € I(1,€) = <to — z,to + z) ,t, := T — arcsin&.

2 2
Die Integralkurven zeigt Figur 2.6. Grenzmengen sind , = = {—1},Q, .z = {1}, und es
ist (t, —5,—1) € 0G, (t,+5,1) € 0G. O
X

Fig. 2.6
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Die Kenntnis der Grenzmengen von Lésungen ist insbesondere im Fall b(7, £) = +oo wichtig,
da sie Aufschluf} iiber das Verhalten des durch die DGI modellierten Prozesses fiir grofle Zei-
ten gibt. Grenzmengen kénnen fiir n > 3 sehr komplizierte Struktur besitzen (Chaostheorie).

2.5 Ein globaler Existenzsatz

Die Untersuchungen dieses Abschnitts dienen der Angabe von hinreichenden Bedingungen
dafiir, daf jede Losung einer DGI ganz R als Maximalintervall besitzt. Dazu wird zunéchst
eine leichte Modifikation der Aussage des Satzes von Picard und Lindel6f bewiesen. Satz 2.4
garantierte die Existenz der Losung des Anfangswertproblems & = f(t,z), x(7) = £ (fest),
auf einem abgeschlossenen Intervall [T — a, 7 + o], wobei @ < min{a, &7, 7} zu withlen war
(bei festem & kann 1’ = 0 verwendet werden, vgl. Beweis von Satz 2.4). Diese Wahl von «
war beweistechnisch bedingt (o < a : Teil des Quaders @, ,, auf dem f stetig und gleich-
gradig Lipschitz-stetig ist; a < §; : der Operator T ist eine Selbstabbildung; o < % : T
ist eine Kontraktion). Die Kontraktivitit des Operators ist jedoch nur hinreichend, aber
nicht notwendig fiir die Existenz und Unitét eines Fixpunktes. Die Fixpunktaussage kann
auch durch Ausnutzen spezieller Eigenschaften des im Kontext der DGIn konkret gegebenen
Integraloperators gewonnen werden.

Korollar zu Satz 2.4 Unter den Voraussetzungen des Satzes 2.4 existiert die Losung des
Anfangswertproblems (2.1) auf dem (eventuell grofieren) Intervall [T — &, T+ &| mit
a < min{a, {7}

Beweis durch sukzessive Approximation einer Losung der Integralgleichung (2.3) auf dem
Intervall [ — @&, 7 + @]. Sei stets ¢ beliebig aus diesem Intervall. Mit

0o(t) :==&und @ (t) =&+ /th(s, ©0o(8))ds
gilt die Abschitzung (|| - ||: Norm in R™)

1 o1(t) = wo(t) || < |/T [ f(s,6) I ds <M |t—T].
Weiter gilt, mit

oalt) =€+ [ (s, n(5))ds,

|| 902(75) - 901(75) || )
L[ ¢1(s) = po(s) || ds
LM |s—7|ds|= ML(L|t—7|2

2!

1 f(s,01(s)) = f(s 900(|8)) | ds |

IAININ

2T

Iteration fiihrt auf eine Folge von Funktionen ¢y | [T — &, 7 + a] — R” mit

M 1

| or(t) — pre1(t) || < T (Lt—7])"
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(vollstdndige Induktion!). Mittels sukzessiver Dreiecksungleichungen folgt daraus

M k+p 1 ,
| ornl) —erd) I|< 7 3 —(Lt=7 |7, kpeN.
v=k+1 7"

Da ¢ € C°:=C°([r —a, 7 + a], R"), ist

=

+

; =:e(k,p).

M
| @rrp — @k llco= X | @rrp(t) — () [I< A

e(k,p) ist ein Abschnitt der konvergenten Potenzreihe von A exp(La), also e(k,p) < € fiir

hinreichend grofies k. Somit ist (@) eine Cauchy-Folge in C°, also existiert ein ¢ € C°,
so dal ¢y — ¢ im Sinne der Norm des C°, fiir & — oo. Wir zeigen, dafl ¢ Losung der
Integralgleichung (2.3) ist.

Mit beliebigem s € [T — @, T + @] ist

1/ (s, 0r(s)) = f(s,0(5)) I< L[| 0r(s) = @(s) IS Ll or = @ [l o= 0, k — o0,

d.h., die Funktionenfolge (f(-, v« (-))) konvergiert auf [r—a&, 7+a| gleichméBig gegen f(-, ¢(+)).
Somit ist die Folge gliedweise integrierbar, und aus

Or1(t) =&+ /th(S; ©k(5))ds

folgt mit k — oo

t
=+ [ flspls))ds,
d.h., ¢(-) 16st das Anfangswertproblem (2.1) auf [r — &, 7 + a]. |

Die Beispiele 1.10 und 1.11 (mit in 2 quadratischer rechter Seite) zeigten ein Explosionsver-
halten von Lésungen (und damit Beschrinkung ihrer Definitionsintervalle), hingegen konn-
ten solche Phiinomene bei linearen DGIn (in R') niemals auftreten. Es scheint, daB die
Beschrinkung des Maximalintervalls einer Losung der DGI durch zu starkes (iiberlineares)
Wachstum von f(¢, -) bei grofien z verursacht ist. Deshalb liegt die Betrachtung der folgenden
Klasse von Funktionen nahe.

Definition 2.16 Se: I C R ein Intervall.
Fine Funktion f | I x R* — R™ heifit linear-beschrankt beziglich x, falls es zwei Funktio-
nen 0,0 € C°(I,R") gibt, so dafy V¥ (t,z) € I x R" || f(t,z) ||< o(t) || z || +o(2).

Beispiel 2.17 f(t,z) = A(t)x + b(t), A(:) € C°(I,R™™™), b(-) € C°(I,R™).
| ftz) || <A@ | || = || + || b(¢) ||, (mit irgendeiner Norm in R"® und kompatibler
Matrizennorm). 0

Beispiel 2.18 f(z) = Az + g(z), A € R"", ¢(-) | R* — R" beschriinkt, d.h.,
g ll:= max sup|g'(z) |< +oo. Es gilt | f(z) [ < | Alll} = [l + ] g1l O
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Damit 148t sich der folgende Existenz- und Unitétssatz beweisen.

Satz 2.19 (Globaler Existenz- und Unitétssatz fiir linear-beschrinkte DGln)
Es sei G =1 xR", I CR offenes Intervall. Gegeben sei f | G — R™ mit
(i) feC°(GR),
(i) f lokal gleichgradig Lipschitz-stetig beziiglich x,
(1i1) f linear-beschrinkt beziglich .
Dann besitzt das Anfangswertproblem & = f(t,x),z(1) = &, (t,x) € G, genau eine Lisung
o(+; 71, &) mit dem Mazimalintervall I(7,&) = 1.

Beweis Es wird die Existenz einer Losung auf einem vorgegebenen kompakten Teilintervall
von I gezeigt und diese Losung auf ganz I fortgesetzt (die globale Unitét ist dabei durch die
Lipschitz-Stetigkeit garantiert).

1) Sei (1,€) € G = I x R" beliebig gewéhlt. I, = [t1,1s] sei ein vorgegebenes kompak-
tes Intervall, mit festem ¢ > 0 sei [ := [t —e,ta +¢] C I, und es gelte t; < 7 < ts.
Mit irgendeinem r > 0 ist Q == I x {z | || # — € || < r} ein in G liegender kompak-
ter Quader, der (7,€) als inneren Punkt enthilt. Nach Lemma 2.5 geniigt f auf @ einer
Lipschitz-Bedingung (mit einer durch I und r bestimmten Lipschitz-Konstanten). Fiir jeden
Punkt (t,7) € Q ist |||z || = | |<||x = &< r, also ||z ||<]| € || +r. Damit ist wegen
(i1i) M = maxgq || f(t,z) || < maxg(o(t) || = || +o(t)) < o(|| £ || +7) + &, wobei g, die
Maxima von p, o auf I sind.

Da 7 € intl, ist der Abstand o(r,0I) =: a > 0. Sei a eine beliebige, fest gewihlte
Zahl, 0 < o < min{a,1/p}. Damit ist g < 1, und r kann so grofl gew#hlt werden, dafl
a(g || €] +7) < r(1 — ap) ist und somit

r <L
IIE+r)+o = M

a < —
0

2) Nach dem Korollar zu Satz 2.4 in diesem Abschnitt existiert mit diesem fest vorgegebe-

nem « die Losung o(+; 7, &) gewil auf dem Intervall [7 — o, 7 + a.

(Dieser Schlufl kénnte nach dem urspriinglichen Satz 2.3 nicht gefiihrt werden, da dort o < %

verlangt wurde und L bei der eventuell vorzunehmenden Vergréflerung von r selbst grofier

werden konnte.)

Ist 7+« kleiner als der rechte Randpunkt von I,,, so sei p(7+a; 7, &) =: & . Nach der gleichen

Uberlegung wie eben ist dann (-7 + a, &) auf [1,7 + 2a] N I, erklirt und setzt o(-; 7, )

iiber 7 + o hinaus nach rechts fort. Durch Iteration dieses Verfahrens ist nach endlich vielen

Schritten die Losung ¢(+; 7, €) bis in den rechten Randpunkt von I, fortgesetzt; analoges gilt

fiir die Fortsetzung nach links.

3) Wird I durch eine aufsteigende Folge kompakter Intervalle Iy, k € N,, ausgeschopft,

re€l,C I C..,UI, =1, dann wird schliefllich ¢(-;7,&) eindeutig auf ganz I fortgesetzt.
[ |



Kapitel 3

Lineare Differentialgleichungen

Die Klasse der linearen DGIn (im R") wurde bereits durch Definition 1.13 festgelegt. Dem-
geméf ist eine lineare DGl von der Form

&= A(t)x + b(t) (3.1)

mit zwei auf dem gemeinsamen offenen Intervall I C R gegebenen Funktionen A(:) €
Co([,Rnxn),
b(-) € C°(1I,R™). Das Grundgebiet ist hier G = I x R".

Definition 3.1 Die DGI (3.1) heifit homogen, falls b(I) = {0}, sonst inhomogen (b(-)
wird dann auch ,Inhomogenitdt® genannt).

Mit
1 1
T a} a}l b
T = , A e e , b e R
z" ay A b

wobei jetzt die a’ und b’ stetige reellwertige Funktionen auf I sind, ist
@' =Y a2’ +'(t), i=1,...,n (3.2)
7=1

die Komponentendarstellung von (3.1). Je nach Anwendungsart ist die eine oder andere Form
der DGI zweckméfig. Verstandlicherweise wird A die Koeffizientenmatriz der DGI genannt.

Die Existenz und Unitdt von Losungen klirt sich rasch mit den in Kapitel 2.5 getroffenen

Vorbereitungen.

Satz 3.2 Das Anfangswertproblem & = A(t)x + b(t), z(1) = &, besitzt genau eine Ldsung,
o(+57,&), mit dem Mazimalintervall 1(7,&) = 1.

Beweis Die rechte Seite, f : f(t,xz) = A(t)x + b(t), ist wegen D, f = A(-) nach Lemma 2.6

auf G lokal gleichgradig Lipschitz-stetig beziiglich x und (s. Beispiel 2.17) linear-beschrénkt:
die Voraussetzungen des Satzes 2.19 sind erfiillt. [

31
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Bemerkung Nach Satz 3.2 koénnen, wie im R', auch bei linearen DGIn im R” im Innern
des Intervalls I keine Explosionsphinomene von Losungen auftreten. (]

Lineare Differentialgleichungen sind von ausgeprégter theoretischer und applikativer Wich-
tigkeit. Zwei Griinde dafiir sind

(i) Ist ¢ eine bekannte Losung einer nichtlinearen DGl § = f(¢,y), so ist es hiufig erfor-
derlich, Aussagen iiber ,benachbarte“ Losungen (d.h. solche mit wenig abweichenden
Anfangswerten) zu gewinnen. Locker gesprochen folgen diese aus einer linearen DG mit,
der rechten Seite f(t,¢(t)) + D, f(t,¢(t))z (lineare Taylor-Approximation von f(,-)
bei y = ¢(t)), siehe Kapitel 4.4.

(ii) Viele technisch relevante Systeme (,Massenpunkt-Feder-Dampfer-Systeme®“ der Me-
chanik, Kirchhoffsche Netzwerke der Elektrotechnik) erlauben eine mathematische Mo-
dellierung durch lineare DGIn, grofle Teile der technischen Schwingungslehre sind nichts
anderes als eine aufbereitete Theorie der linearen DGIn.

Allerdings muf} darauf hingewiesen werden, daf} lineare DGIn héufig, wenn auch weitgehend
brauchbare, doch nur approximative mathematische Modelle darstellen. Typisch nichtlineare
Effekte (z.B. das Explodieren von Losungen oder das Auftreten von Grenzmengen wie in den
Beispielen 1.10 und 2.14), die fiir das modellierte System zerstérend oder funktionsrelevant
sein konnen, werden von diesen Modellen nicht erfaft.

Auch fiir die linearen DGIn ist es im allgemeinen nicht moglich, Regeln zum Auffinden
von Loésungen zu geben (Ausnahme: konstante Koeffizientenmatrix, s. Kapitel 3.4). Jedoch
lassen sich die algebraische Struktur der Losungsmenge und die Abh#ngigkeit einer Losung
von ihren Anfangswerten genau kliren, und aus Eigenschaften der Koeffizientenmatrix A(-)
kann auf Eigenschaften der Lésungen geschlossen werden.

3.1 Die Losungsmenge

Wie in 1.4.2 kann die DGI (3.1) als Operatorgleichung interpretiert werden: Finde zu gegebe-
nem stetigen b(-) Funktionen x € C*(I,R") so, dal Lz = b, wobei jetzt der lineare Operator
L|CYI,R*) — C°(I,R*) durch L : z(-) — @(-) — A(-)z(-) gegeben ist. Zufolge Satz 1.14 ist
die Menge L aller Lésungen von (3.1) eine lineare Mannigfaltigkeit in C' (I, R*), £ = z,+L,,
wobei x,, eine (partikulidre) Losung der inhomogenen DGI (3.1) und £, der Vektorraum aller
Losungen der zugehorigen homogenen DGI & = A(t)x ist.

Damit ist wieder, wie bei n = 1 (Abschnitt 1.4.2), die Integrationsaufgabe der linearen DGI
reduziert auf die Bestimmung aller Lésungen der homogenen DGI und einer Losung der in-
homogenen DGI. L, ist Teilraum des unendlich-dimensionalen Vektorraumes C'(I,R"); L,
ist nicht leer, da mindestens die triviale Losung © : ©(¢) = 0 als Nullelement enthalten ist.
Jetzt ist sogar klar, dafi £, eine unendliche Menge ist, da doch jedes Anfangswertproblem
(der homogenen DGI) eine Losung besitzt. Wesentlich ist in erster Linie die Bestimmung der
Dimension des Vektorraumes L,.
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3.1.1 Die homogene Differentialgleichung

Der Unitétssatz ist fiir homogen-lineare DGIn dquivalent mit
Lemma 3.3 (r € L, A Jt, €I xz(t,) =0) = Vtel z(t)=0.

Beweis 1z hat beit, denselben Anfangswert wie die triviale Lésung ©, nach dem Unitétssatz
ist somit z = O. |

Zusatz. Die Losungen x1, 25 € L, mogen an einer Stelle ¢, € I den gleichen Funktionswert
¢ € R besitzen: x1(t,) = x2(t,) = €. Dann ist z := x; — x5 € L, und z(¢,) = 0, nach Lemma
3.3 somit x = O, d.h. 1 = x5 : Unitét.

Die Untersuchung von dim L, benotigt den Begriff der linearen Unabhéngigkeit im Vek-
torraum C°(I,R") (Teilrtiume £, C C' C (C°). Das ist lediglich die Konkretisierung der
linearen Unabhéngigkeit im allgemeinen Vektorraum: das Nullelement 148t sich nur als tri-
viale Linearkombination darstellen. Im einzelnen bedeutet das:

SeimeN, z,e C°(I,R"), *€R, p=1,...,m.

(i) Das Funktionen-m-tupel {xy, ..., z,,} heilit auf I linear unabhingig, falls
Viel Yl c'w,(t)=0 =c=0,u=1,...,m.

(i) {x1,...,Tm} heiBt auf I linear abhdngig, falls
It eR: 0, [ [>0AVEe ] YL, cta,u(t) = 0.

Das folgende Lemma gibt eine (rechnerisch nachpriifbare) hinreichende Bedingung fiir lineare
Unabhéngigkeit.

Lemma 3.4 {zy,...,2n,} € C°(I,R"), z, = (z,,...,20)", p=1,...,m < n.
Sei X die n x m—Matriz der Koordinatenfunktionen, X = ().

Dann gilt: A7 € I : rangX (1) =m = {x1,...,2n} auf I linear unabhingig.

Beweis >, ¢z, (t) =0 fiir alle ¢ € I impliziert mit ¢ = 7 (koordinatenweise)
¢zt (1) = 0. Das sind n homogen-lineare Gleichungen fiir die ¢* mit maximalrangiger
Koeffizientenmatrix X (7). Einzige Losung ist somit ¢* = 0. |

Die Implikation des Lemmas ist nicht umkehrbar, die Rangbedingung also nicht notwendig!
Das zeigt

Beispiel 3.5 n=m =2, z;(t) = (1,0)", 2o(t) = (£,0)". Aus ¢' (é) + 2 ([t) = (g) fiir alle
t folgt ¢! = ¢ = 0 : {1, 22} linear unabhingig. Jedoch ist rangX (t) = rang (é é) =1 fiir
jedes t. O

Im Teilraum £, C C°(I,R") dagegen gelten strengere Regeln.

Definition 3.6 Sind z, € C'(I,R*),v = 1,...,n, Lésungen einer homogen-linearen DGI
& = Az, dann heifst W () := detX (-) die Wronski-Determinante der x, (in der v—ten
Spalte von X stehen die Koordinaten der Losung x, - vgl. Lemma 3.4 beziiglich der Definition
von X ).
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Satz 3.7 FEs gelten folgende Aussagen iiber die Wronski-Determinante:

(i) Das n—tupel {x1,...,x,} C L, ist auf I linear abhingig gdw. die Wronski-Determinante
auf I eine Nullstelle besitzt.

(11) Die Wronski-Determinante verschwindet auf I entweder iberall oder nirgends.

Beweis (i) (=) : folgt aus Lemma 3.4.

(<) : Sei W (t,) = 0. Dann hat das lineare Gleichungssystem >-7_, ¢“z%(t,) = 0 eine nicht-
triviale Losung ¢;. Mit z(t) := Yp_, iz, (t),t € I, ist © € L, und z(t,) = 0, nach Lemma
3.3 somit V¢t € I z(t) =0 : die z, sind auf I linear abhéngig.

(ii): Angenommen (3t; € I W(t1) =0) A (Tta € I W(ty) # 0). W(t1) = 0 impliziert nach
(i) die lineare Abhéngigkeit der z,, daraus folgt mit Lemma 3.4Vt € I W (t) = 0. Also gibt
es kein t, wie angenommen, die Annahme ist falsch, es bleibt die strenge Alternative

Vtel W(t)=0]VI[Vtel W(t)+#0]. (3.3)

[

Bemerkung Zur Untersuchung der linearen Abhéingigkeit von n bekannten Losungen einer
homogen-linearen DGI geniigt somit die Berechnung der Wronski-Determinante W (-), an

einer Stelle ¢,. Dabei kann ¢, so gewihlt werden, daf§ die Matrix X (¢,) so angenehm mit
Elementen besetzt ist, dafl die Determinantenberechnung einfach wird. O

Die Alternative (3.3) wird durch die folgende Liouvillesche Formel (3.4), welche die
Wronski-Determinante in Abhéngigkeit von den Anfangswerten der n Losungen und von der
Koeffizientenmatrix A(-) der DGI beschreibt, analytisch wiedergegeben.

Satz 3.8 z, € L,,v=1,...,n, T €I beliebig fixiert. Dann ist firt e I
t
W(t) = W(r) - exp( / trA(s)ds), (3.4)
wobei trA = ", at die Spur der Koeffizientenmatriz ist.

Beweis Es wird gezeigt, dal W einer homogen-linearen DGI (1.8) mit a(t) = tr A(t) geniigt,
deren Losung genau (3.4) ist. Des Schreibaufwandes wegen beschréinken wir uns auf den Fall
n=2.

Sind z, = (2}, 22)T, v = 1,2, die beiden Losungen, dann ist
11 1 a1 11
T — i Ty Ty || Ty Ty T, Ty

. 2. )
(zeilenweises Differenzieren einer Determinante). &}, = 3 a}(t)z], ergibt
=

1,1 1,.2 1,.1 1,.2 1 1
127 + agx] a4 xy + ayT5 Ty Ty

W =
2 2 2.1 2.2 2.1 2.2
i x5 ajry +ayxr] ajr; + azrs
1.1 1.1 1 1
a1ry 175 Ty Ty . . Ly
= (Zeilenkombination!)
2 2 2.2 2.9
Ty T QT ATy

W = (al 4 a2)W.
Die Losung dieser DGl mit W (1) = det(z% (7)) ist gerade (3.4). |
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Bemerkung (i) W (t) verschwindet also genau dann, wenn W an der einen Stelle 7 € T
eine Nullstelle hat: Alternative (3.3).

(ii) Die Wronski-Determinante ist genau dann konstant auf 7, wenn trA = 0 auf I (z.B. bei
schiefsymmetrischer Koeffizientenmatrix A). O

Alle Vorbereitungen fiir den folgenden zentralen Satz sind getroffen.

Satz 3.9 dimL, = n.

Beweis Zu zeigen ist (i) es existieren n linear unabhéngige Losungen der homogen-linearen
DGI und (ii) diese bilden eine Basis von £,, d.h., jede Losung 148t sich eindeutig als Linear-
kombination dieser n Losungen darstellen.

(i) Sei e, = (0,...0,1,0,...,0)" € R*, e, = (6*),v = 1,...,n, 7 € I beliebig fixiert.
Jedes Anfangswertproblem & = A(t)z, z(1) = e,, besitzt auf I die eindeutige Losung
0, (1) = ¢(+;7,e,) mit @, (1) = e,. Fiir die Wronski-Determinante dieser n Lésungen ist
W(r) = det() (7)) = det(d}) = 1 # 0, also sind ¢y, ..., p, nach Satz 3.7 auf I linear un-
abhingig.

(ii) Sei z € L, irgendeine Lésung der homogenen DGI und sei z(1) = & = (¢4,...,&M)7T.
Da lin{p1,...,on} C Ly, ist S0_, ¢, =: y € L,, und diese Losung hat den Anfangswert
y(7) = & Also ist nach dem Unitétssatz y = x. Da x beliebig aus £, gewihlt war, ist somit
L, C lin{e1,...,pn}, also schlieBlich £, = lin{¢1,...,pn} : die n linear unabhéngigen ¢,
bilden eine Basis von £L,. |

Bemerkung Die ¢, konnen prinzipiell (praktisch kaum) durch sukzessive Approximati-
on bestimmt werden (vgl. (2.6)): ¢u0)(t) = €v, Gumsn)(t) = e, + [LA(s) o) (s)ds. Ein

allgemeines Rezept zum Finden der ¢, gibt es nicht. O
Folgerung (i) Je n linear unabhéngige Losungen 1, ..., x, bilden eine Basis von L,.

(ii) n Losungen xq,...,z, sind genau dann linear unabhéngig, wenn in den Darstellungen
T, = 2,-1&,¢y (Basisdarstellung) det () # 0. O

Beweis Lineare Algebra, Basistransformation im endlichdimensionalen Vektorraum mittels
nichtsingulérer Matrix. |

Den vorangehenden Uberlegungen folgend, verwenden wir die

Definition 3.10 Je n linear unabhingige Lisungen x, = (z),...,a")", v =1,...,n, bilden
ein Fundamentalsystem von Lésungen oder eine Integralbasis. Die spaltenweise mit
diesen Losungen besetzte Matriv X = (') heifit eine Fundamentalmatriz, die spezielle

Fundamentalmatriz ®(-, 1) == (¢'(-; 7, e,)) wird Ubergangsmatriz genannt.

Zusammenfassend gilt
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Satz 3.11 (i) Die Lisungsmenge der DGli = A(t)x, (t,x) € IXR", ist L, = lin{xy,..., 2.}
mit n linear unabhdingigen Lisungen x, (Wronski-Determinante W (t) #0).

(i1) Jede Lisung x € L, besitzt eine Darstellung x(t) = YI_, 'z, (t),t € I, mit eindeutig
bestimmten ¢ € R; mit ¢ := (c',...,c™)T und der Fundamentalmatriz X : X (t) = (zi(t))
ist

(1) = X()e, c € R, (3.5)

die allgemeine L6ésung der homogenen DGI.

(111) Die Lésung des Anfangswertproblems mit z(1) = £ folgt daraus durch Selektion von
c: X(r)e=¢&, als

p(57,6) = X()X (1) = (5 7)E. (3.6)

@ hangt linear vom Anfangswert £ ab. [

Bemerkung Die Gleichheit der Matrizen X (-)X~'(7) und ®(-,7) folgt aus dem Unitéts-
satz: beide sind Fundamentalmatrizen und stimmen bei ¢t = 7 iiberein. O

Beispiel 3.12 n =2, A(t) =2t (_(i t) .

' . ' il = 2ta?
DGI: & = A(t)z, koordinatenweise: { 2= oyl

Zwei Losungen sind x; : z1(t) = (cost?, —sint?)T, x5 : 25(t) = (sint?, cost?)T (Probe durch
Einsetzen!). Thre Anfangswerte bei 7 = 0 sind z;(0) = (1,0)7,2,(0) = (0,1)T, also ist
z,(t) = p(t;0,e,),v = 1,2, und die zugehdrige Fundamentalmatrix ist

X(t)z( cost” sint’ ) — (1, 0).

—sint? cost?

Die Wronski-Determinante ist W (t) = 1 (vgl. Bemerkung (ii) nach Satz 3.8).
Die Losung mit Anfangswert (1, —1)7 bei 7 = 0 ist
©(t;0, (711)) = ®(t,0) (711) = (cost? —sint?, —sint? — cost?)T.

Mittels (3.6) zeige man, daf diese Losung mit —v/2 p(t; 3/, ((1])) iibereinstimmt. O

3.1.2 Die inhomogene Differentialgleichung

Es sei ein Fundamentalsystem X der homogenen DGI bekannt. Damit ist £, bekannt, und
zur Angabe der Losungsmenge £ = x, + L, ist die Bestimmung einer partikuldren Lésung
der inhomogenen DGI erforderlich.

xp kann in einfachen Fillen erraten werden.

Beispiel 3.13 n =2, = (%) x4+ (é) : Man suche eine konstante Losung. O
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Im allgemeinen Fall fiihrt die Methode der Variation der Konstanten zum Ziel.
Ansatz z,(t) = X (t)u(t) mit unbekanntem u(-) | I — R".

Die Konstante ¢ € R” in (3.5) wird durch die Variable u(-) ersetzt. u ist so zu bestimmen,
dal x, der inhomogenen DGI geniigt:

ip(t) = X(H)u(t) + X (Du(t) = A X (t)u(t) + b(t), t € 1.

Da X = A(t)X (die Spalten von X sind Losungen von & = A(t)x), bleibt X (t)a(t) = b(t),
also u(t) = X~'(t)b(t) zu erfiillen. Das erledigt sich durch Quadratur

t
:/ X' (s)b(s)ds mit beliebigem o € I,

(koordinatenweise: Berechnung von n Integralen mit bekannten Integranden).

Damit ist

eine partikulidre Losung (Probe!).

Die Losungsmenge £ besteht somit aus allen Funktionen z(-) | I — R" mit
t
2(t) = X (t)e + X (1) / X1(s)b(s)ds, (3.8)

wobei X (-) eine Fundamentalmatrix (Spalten: Integralbasis) der homogenen DGI ist, ¢ €
R" o€ I.

Die Losung mit Anfangswert z(7) = ¢ ist unter den Losungen (3.8) zu suchen: die ent-
sprechende Integrationskonstante ¢ wird durch z(7) = X (7)[c+ []...] = & eindeutig fest-
gelegt, Einsetzen in (3.8) und Umformung (fc'i — [T =[' X(t) unter das Integral ziehen,
X)X (1) = ®(t, 7)) fiihrt zu

Satz 3.14 Die Lisung p(-;7,&) des Anfangswertproblems & = A(t)x + b(t), z(7) = &, wird
gegeben durch

ot 7,€) = Bt T)E + / "Bt s)b(s)ds, t € 1, (3.9)

wobei ®(-,-) die Ubergangsmatriz der homogenen DGI ist. |

Geméf (3.9) hingt ¢ affin-linear vom Anfangswert £ ab. Die Losung (3.9) ist eine additive
Uberlagerung der Losung des Anfangswertproblems & = A(t)z, z(7) = £ (erster Term) und
der Losung der inhomogenen DGI, die bei ¢ = 7 verschwindet (zweiter Term).

Bemerkung Der wesentliche Teil der Aufgabe ,inhomogene lineare DGI“ besteht also im
Finden n linear unabhingiger Lésungen der homogenen DGI, diese bilden die Spalten von
X (+); der Rest ist Rechnen (Matrizeninversion, X ~'(-)) und Quadratur (die nicht elementar
durchfiihrbar zu sein braucht). O
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3.2 Ein Reduktionssatz

Ein Hilfsmittel zum Finden einer Integralbasis der homogenen DGl & = A(t)x bietet der
folgende Satz, der eine Dimensionsminderung ermdoglicht, sobald eine Lésung bekannt ist.

Satz 3.15 Ist eine nichttriviale Lisung, y(-), der n—dimensionalen homogenen DGl & =
A(t)x bekannt, dann reduziert die Transformation (3.10) die DGI lokal auf eine homogen-
lineare DGl im R* ' und eine Quadratur.

Beweis (1) y = (y!,--+,y™)7T sei eine bekannte Losung von © = A(t)z, und es sei (z.B.)
y*(t) # 0 fiir t € I; C I. Mit dieser fiithren wir folgende Transformation aus:

i’ 0
2
y 1 o= Yzt
r = 0 V . e = o + yazl, 0522,"',71, (310)
y" 1
z | I} = R™ wird zur neuen gesuchten Funktion. Einfiihren von (3.10) in die DGI
it =5 ab(t)a! erglbt folgende Gleichungen:

(i) &' =g'2' +y'2' = a1y121 + > ks aﬁ(z5+yﬁz ).
Die markierten Terme heben sich heraus, da y € L£,, es bleibt
= — Z ayz”. (3.11)
y 5—2
(2! ergibt sich somit durch Quadratur, sobald die 2%, 3 = 2,...,n, bekannt sind.)
(i) 2%+ g2z +y22t = afy'z! + Yhoo af (27 + P2
ergibt mit (3.11)
n
2% = Z(ag - —laé)zﬁ, a=2,...,n, (3.12)
B=2

ein System von n — 1 homogen-linearen DGIn (DGl in R 1).

Nun sei {Zg, 0 =2,...,n}, eine Integralbasis von (3.12). Mit den Koordinaten der z,,z, =
(z2,....20)7, berechnen wir nach (3.11), (3.10)
g
z dt,
/ yt 5= e
o= ylzl
0 — 1 ,.2 n\T -9
18 = o0 yz y T = (T Ty, M), 0=2,00,m
Dann ist {y, zs,...,z,} eine Integralbasis von & = A(t)z,x € R*. Denn nach Konstruktion

sind y und z, aus £,, und ihre Wronski-Determinante ist
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o 1 1,1 1
det(y', z})) = det ( ;ja 20t ggjaz;{ ) = det ( za 20 ) = y'det(23) #0, t € I.

(2) Die gefundene Integralbasis, X, ist nach Konstruktion zun#chst nur auf dem von
y'—Nullstellen freien Intervall I; C I definiert. Da aber jede Losung das Intervall I als
Maximalintervall besitzt, 148t sich die Integralbasis auf ganz I fortsetzen.

Eine Fortsetzung iiber I; hinaus konnte praktisch folgendermaflen gewonnen werden. Sei
I, = (a,b) und y'(b) = 0. Dann ist mindestens eine der Funktionen 3% ...,y" bei t = b
verschieden von Null (Lemma 3.3). Sei z.B. y?(b) # 0, dann ist y2(t) # 0 fiir alle ¢ eines
offenen Intervalls I, mit I NI # 0, ,\I; # . Das Reduktionsverfahren wird wiederholt mit
y? anstelle von y!, und es wird eine solche Integralbasis X5 auf I, bestimmt, die auf I; N I,
mit der ersten Integralbasis X; zusammenfillt, somit X auf das Intervall I\ fortsetzt.
Haben die 3 nur endlich viele Nullstellen auf I, dann ist nach endlich vielen der erliuterten
Schritte eine Integralbasis auf I konstruiert. |

Im Fall n = 2 ist (3.12) eine lineare DGl im R', deren Losung durch Quadratur zu finden
ist.

3.3 Einige Eigenschaften der Fundamentalmatrizen

1 "

Die Spalten z, = (z!,...,2")7,v = 1,...,n, einer Fundamentalmatrix sind linear un-
abhingige Losungen der DGl & = A(t)z, (t,z) € I x R". Somit ist eine Fundamentalmatrix

X charakterisiert durch
Vie I X(t)= A()X(t), detX(t) = W(t) #0. (3.13)

X (-) ist also eine fiir jedes ¢ € I nichtsinguldre Losung der n x n—Matrizen-DGI X = A(t)X.
Die zu festem 7 € I gehdrende Ubergangsmatriz ®(-,7) ist durch

Viel %@(tﬁ) = At)®(t, 1), ®(r,7) =F (3.14)
(E : n x n—FEinheitsmatrix) charakterisiert. GemiB (3.6) vermittelt sie den Ubergang ¢ =
z(1) = x(t) = p(t;7,&) = ®(t, 7)€ Jede der Matrizen ®(¢, 7) repréisentiert somit eine lineare
Abbildung L, , | R* — R”, die wegen der Nichtsingularitét von ®(¢, 7), eine Bijektion ist. Alle
diese (durch die DGI bestimmten) Abbildungen sind untereinander stark verkniipft. Um das
zu sehen, betrachten wir die Bilder eines beliebigen Anfangspunktes £ unter den Abbildungen
L, . und L., , mit 7,, 7,7 € I. (Ist 7, < 71 < 72, dann markiert die verbindende orientierte
Kurve die Bahn ¢ — L; , £ bei monoton wachsendem ¢ € (7,,7)). Ist L, .. =1, L., ., =,
dann ist zufolge des Unitédtssatzes ( = Ly, )1, denn die beiden Losungen ¢(;7,,&) und
©(+;71,n) haben bei t = 71 den gemeinsamen Wert 7. Da & beliebig gewihlt war, gilt somit

VTm T, T €1 LTQ ;1 © Lﬁ To er yTo* (3-15‘3)
beziehungsweise

V1o, T, 70 €1 ®(1o,71) - B(11,75) = B(70,Tp) (3.15-b)
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Mit 7, = 7o = 7,71 =t folgt aus (3.15-b) ®(7,t) - ®(t,7) = ®(7,7) = E, und das heifit

Ot ) = B(7,1). (3.16)
Die Inverse einer bekannten Ubergangsmatrix liBt sich also einfach durch Vertauschen der
beiden Argumente bestimmen.

Eine Fundamentalmatrix X (-) bestimmt eindeutig die Koeffizientenmatrix A(-) : durch Mul-
tiplikation von rechts mit X ~'(¢) folgt aus (3.13)

X(t) - X7'(t) = A(). (3.17)

Ist also eine differenzierbare n x n-Matrix X (-) gegeben, die an keiner Stelle des Intervalls
I C R singulér ist, dann sind ihre Spalten auf I linear unabhingige Losungen der DGI
& = A(t)x mit der durch (3.17) gegebenen Koeffizientenmatrix.

Die Inverse einer Fundamentalmatrix geniigt selbst einer wohlbestimmten DGI. Wird die
Identitit £ = X ~'X nach ¢ differenziert, dann folgt 0 = (X7')'X + X7 'X = (X)X +
X~'AX, und nach Multiplikation von rechts mit X!

(X7 = —X"1A(). (3.18)
Fiir eine Ubergangsmatrix heifit das (mit (3.16) und einer Vertauschung von ¢, 7)

0

E@(t,r) = —®(t,7)A(7). (3.19)

Transposition in (3.13) ergibt unter Beachtung von (X7)" = X7 fiir die Transponierte einer
Fundamentalmatrix sofort die DGI

(XT) = XTAT(¢). (3.20)
Transposition in (3.18) ergibt fiir die transponierte Inverse, X7, einer Fundamentalmatrix
(X7 =-AT(H) X T, (3.21)

Die Spalten y, der transponierten Inversen einer Fundamentalmatrix (d.h., die Zeilen der

Inversen) sind somit linear unabhéngige Losungen der zu & = A(t)x formal adjungierten
DGl

g =—A"(t)y. (3.22)

Es ist zu erwarten, dafl spezielle Eigenschaften der Koeffizientenmatrix Anlafl zu speziellen
Eigenschaften der Fundamentalmatrizen geben. Der folgende Satz beleuchtet diesen Sach-
verhalt in geometrisch und applikativ relevanter Weise.

Satz 3.16 Folgende Aussagen sind dquivalent.
(i) Die Koeffizientenmatriz ist schiefsymmetrisch, VYt € I A(t) = —AT(t).

(i1) Jede Ubergangsmatriz ist orthonormiert mit positiver Determinante, d.h.,
Vt,r €I ®T(t,7)®(t,7) = E, det ®(¢,7) = 1.

(iii) Jede der linearen Abbildungen Ly, : & — ®(t,7)¢ des R" ist eine Drehung.
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Beweis Sei X zuniichst irgendeine Fundamentalmatrix. Dann ist (X7X) = XTX +
XTX = XTATX 4+ XTAX = XT(AT + A)X.

(ii) = (i): Ist XX = E (es geniigt schon Konstanz), dann ist (X7 X)" = 0, und Multipli-
kation mit X7 bzw. X! ergibt AT + A = 0.

(i) = (ii): AT = —A impliziert XTX = const. Also ist X orthonormiert, falls an einer Stelle
t=1 XT(1)X (1) = E; fiir X(-) = ®(-,7) ist das wegen ®(7,7) = E erfiillt.

(ii) < (iii): Sachverhalt der linearen Algebra und Geometrie. |

3.4 Die lineare Differentialgleichung mit konstanter
Koeffizientenmatrix

Die jetzt zu untersuchende DGI
&= Az +0b(t), x € R?, (3.23)

mit konstanter Koeffizientenmatrix A € R"*"” und Inhomogenitét b(-) € C°(I,R") ist Spezi-
alfall von (3.1). Somit findet die in Kapitel 3.1 entwickelte Theorie Anwendung (Integralbasis,
Partikulirlésung, Variation der Konstanten). Dariiber hinaus gestattet die Konstanz der Ko-
effizientenmatrix die explizite Berechnung der Integralbasen, so daf fiir die homogene DGI
nun auch die analytische Struktur des Lésungsraumes £, geklirt wird.

Die Bestimmung einer Integralbasis erfolgt mit Mitteln der linearen Algebra, die benotigten
Begriffe und Lemmata werden im folgenden Abschnitt zusammengestellt.

3.4.1 Hilfsmittel aus der linearen Algebra

In diesem Abschnitt sollen spéter benotigte Aussagen iiber die Eigenwerte und verallge-
meinerten Eigenrdume von reellen quadratischen Matrizen zusammengestellt werden. Die

Beweise sind in der einschligigen Literatur zur Linearen Algebra zu finden. Vergleiche aber
auch [5].

Sei A € R™*" eine reelle quadratische Matrix und (), z) ein Eigenpaarvon A - also0 # z € C"
ist Losung der Gleichung (in C")

(A— \E)z = 0. (3.24)

A heifit Eigenwert von A, und z ist der zugehorige Figenvektor. X ist also genau dann Ei-
genwert von A, wenn die Gleichung (3.24) nichttriviale Losungen (in C") besitzt. Die Menge
aller Eigenwerte von A heifit Spektrum von A und wird mit o(A) bezeichnet. Aus (3.24)
folgt, da8 die Menge der zum Eigenwert A\ gehorigen Eigenvektoren (ergéinzt durch 0 € C")
einen (komplexen) linearen Raum F) - den Figenraum - bilden. Bezeichnet man die Menge
aller z € C", die (3.24) geniigen, mit kerc(A — AE), ergibt sich somit E) = kerc(A — AE).

Andererseits ist klar, dafl die Gleichung (3.24) nur dann nichttriviale Losungen (z # 0)
besitzt, wenn

det (A — \E) = 0. (3.25)
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Diese Gleichung gibt sofort eine Mdglichkeit zur Berechnung von Eigenwerten. P()\) :=
det (A — AE) ist ein Polynom n-ten Grades - das sogenannte charakteristische Polynom von
A. (3.25) besagt, dafl die Nullstellen des charakteristischen Polynoms gerade die Eigenwerte
von A sind. Sei A ein Eigenwert von A. Die Vielfachheit k) der Nullstelle A des charakteristi-
schen Polynoms P(-) heiit algebraische Vielfachheit des Eigenwertes. Der Fundamentalsatz

der Algebra lehrt nun, dal  Y> &, = n gilt. Die Dimension des Eigenraumes, dim E) =: m,,
A€o (A)
heiflt geometrische Vielfachheit des Eigenwertes. Im Falle k) = 1 ist A ein einfacher Eigen-

wert.
Es gilt stets 1 < my < ky. Ist my = ky, heiit \ halbeinfacher Eigenwert.

Fiir jedes A € o(A) ist dimkerc(A — AE)*™ = ky. Die von Null verschiedenen Elemen-
te von kerc(A — AE)*» heifien verallgemeinerte Eigenvektoren von A, und entsprechend ist
kerc(A—AE)** der verallgemeinerte Eigenraum zu X (offensichtlich ist E\ C kerc(A—XE)").

Ist \ ein reeller Eigenwert, so besitzt der verallgemeinerte Eigenraum kerc(A—\E)** (ebenso
wie der Eigenraum F)) eine reelle Basis. Den dadurch erzeugten ky-dimensionalen reellen
Vektorraum bezeichnen wir mit V).

Ist dagegen A € C\ R ein Eigenwert von A, so gibt es keinen reellen Eigenvektor. Jedoch ist
dann auch die konjugiert komplexe Zahl A ein Eigenwert von A und es gilt Ey := {Z: 2 €
E\} = E5. Das heifit, fiir die Eigenriume E\ und Fjy existieren konjugiert komplexe Basen.
Dasselbe gilt auch fiir die verallgemeinerten Eigenriume zu A und A. Es gibt somit einen
2ky-dimensionalen Unterraum V) von R”, so daB kerc(A—AE)* @kerc(A—AE) s = V) +iV),
ist. Vy ist ein reeller Unterraum von kerc(A — AE)*x @ kerc(A — AE)*s. Natiirlich ist V) = V5.

V) nennen wir (sowohl fiir A € R als auch fiir A € C\ R) den reellen verallgemeinerten Ei-
genraum.

Es gilt der folgende

Satz 3.17 Die direkte Summe der reellen verallgemeinerten Figenrdume ist der gesamte R™,

also & V,=R". [ |
XEa(A)

3.4.2 Berechnen einer Integralbasis

Das Vorbild der homogen-linearen DGI im R (# = az,a € R, mit der allgemeinen Lsung
z(t) = ce™,c € R') legt den folgenden Versuch, Lésungen zu finden, nahe.

Exponentialansatz: z(t) = zeM mit z € R", A € R. (3.26)

Einfiihren in die DGl & = Az ergibt: V&t € R 2Me* = AzeM, da die Exponentialfunktion
keine Nullstellen besitzt, bleibt die Forderung (A — AE)z = 0.

Der Ansatz (3.26) fiihrt somit auf das Eigenwertproblem der Matrix A, es gilt

Lemma 3.18 Mit x(t) := ze* ist x(-) € L, genau dann, wenn (), z) ein reelles Eigenpaar
der Matriz A ist. [

Damit ist klar, da} im ersten Schritt alle Eigenwerte der Matrix A zu bestimmen sind.
Jeder reelle Eigenwert liefert soviele linear unabhéngige Losungen der Form (3.26) wie die
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Dimension seines Eigenraumes angibt. Sind alle Eigenwerte reell und halbeinfach (Dimensi-
on des Eigenraumes gleich algebraischer Vielfachheit), dann entstehen so insgesamt n linear
unabhéngige Losungen, d.h. eine Integralbasis. Im allgemeinen ist das nicht der Fall. Wir
zeigen, dafl in jedem Fall folgender Versuch zum Ziel fiihrt.

Verallgemeinerter Exponentialansatz:  z(t) = p(t)e™ (3.27)

mit dem Eigenwert A € C der algebraischen Vielfachheit £ und einem
Polynom p(:) | R — C" vom Grad k — 1.

Man iiberlege: Damit ein Ansatz x(t) = p(t)e*, p(-)—Polynom, eine Losung der DGl & = Az
liefert, ist notwendig, da3 p Eigenwert von A ist und der Grad des Polynoms kleiner als die
algebraische Vielfachheit des Eigenwertes p ist.

Der Ansatz befriedigt die DGI genau dann, wenn fiir alle t € R p(t)\e* +p(t)e* = Ap(t)e,
d.h. wenn p(-) der DGI

p(t) = (A= AE)p(t) (3.28)

geniigt. Schreiben wir das Polynom in der Form

1 1 1 _
P(t) = ag + ant + ant® + oo+ TRy t=1, a, € C", (3-29)

dann liefert der Koeffizientenvergleich in (3.28)

ap = (A= AE)q,
_ _ _ _ 2
a2 = (A= )E)ny (A—XE)* a, (3.30-a)
ar-1 = (A=AE)ap_o = (A—AE)f1la,
0 = (A=AB)ap, = (A—-IE)"a,. (3.30-b)

Mit jeder Losung a, des homogen-linearen Gleichungssystems (3.30-b) und den zugehorigen
aus (3.30-a) rekursiv zu bestimmenden ay, ag, ..., ag_1 lost (3.29) die DGI (3.28), und z(-)
gemif (3.27) ist eine (komplexwertige) Losung von & = Az.

Sind a,,,, » =1,...,k, linear unabhéingige Losungen der linearen Gleichung (3.30-b) (ver-
allgemeinerte Eigenvektoren zum Eigenwert A) und p,(-) die zugehérigen Polynome, dann
sind 7,.(+), 2,.(t) = p,.(t)eM, s =1,...,k, linear unabhiingige (jedoch moglicherweise kom-

plexwertige) Losungen der DGl & = Axz. Thre lineare Unabhingigkeit folgt aus Lemma 3.4
mit 7 = 0.

Ist A reell, so sind auch simtliche Losungen x,,(t) = p,.(t)eM

reelle Eigenwert erzeugt soviele linear unabhéngige Losungen

reellwertig. Das heif}t, jeder

k-1 1

T, (t) = (Z ;awt"> et (3.31)

v=0 """

der DGI wie seine algebraische Vielfachheit angibt. Die Lésungen zu verschiedenen Eigenwer-
ten sind ebenfalls linear unabhéngig (da die entsprechenden verallgemeinerten Eigenvektoren
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linear unabhingig sind). Besitzt A also nur reelle Eigenwerte, dann ist, da die Summe der
Vielfachheiten gleich n ist, eine Integralbasis gefunden.

Zu kldren bleibt die Gewinnung reeller Losungen zu nichtreellen Eigenwerten. Dazu verifi-
zieren wir zunéchst

Lemma 3.19 Istx(-) | R — C" eine komplezwertige Losung der DGl & = Ax mit A € R™™™,
dann sind Real- und Imagindrteil Re z(-) und Im x(-) von z(-) zwei reelle Lésungen der DGI.

Beweis Mit z(-) = u(-) + iw(-), u,v | R = R?, gilt & + 0 = Au + iAv, wegen A € R"*"
somit 4 = Au und v = Av. [

Sei nun A = p + i0,0 # 0, ein komplexer Eigenwert der algebraischen Vielfachheit £,
und es sei a, € C* eine Lésung der linearen Gleichung (A — AE)*a, = 0. Da A und
E reelle Matrizen sind, gilt auch die konjugiert komplexe Gleichung (A — AE)* @, = 0.
Mit A ist auch A = p — io Eigenwert der Vielfachheit % (reelles charakteristisches Po-
lynom!). Ist also {ae1,..., a0} eine Basis des verallgemeinerten Eigenraumes zu A, dann
ist {@o1,*",G0r} Basis des verallgemeinerten Eigenraumes zu A (\ erfordert somit kei-
ne neue Rechnung, sondern nur komplexe Konjugation). Gemé&f (3.30-a) berechnen sich
Qe = (A—AE)a, 1, v=1,---,k—1und @y, := (A= AE) @y 1, v=1,--+,k — 1. Da-
mit erzeugen die beiden konjugiert komplexen Eigenwerte A und X die konjugiert komplexen
Losungen z,.(t) = p,.(t)eM mit p,.(t) = Y50 Lay.t” und ,.(t) = p.(t)eM, e =1, k, der
DGI. Mit e* = e (cos ot +iSinot), ty, = Qs + 1005, Qs Buse € R, ergibt die Zerspaltung
in Real- und Imaginérteil die 2k reellen Losungen

D (t) = e Y2 LtV (v, cos ot — B, sinot)

» v=0
v w=1,... k. 3.32
P (t) = e Y2y LtV (. sin ot + By, cos ot) (3.52)

Es ist noch zu zeigen, daf diese 2k Losungen (reell) linear unabhéngig sind.
Offensichtlich ist 2(1(0) = ay,,, 12 (0) = B,,. Der Zusammenhang

1 1 —

(00 o) = 3aomor) (| )
zeigt, daB der Ubergang (ao1, o1, - - - Gk, Gok) — (o1s Bots - - - Qok, Bor,) €ine Basistransfor-
mation ({iberlege mit welcher reguliren Matrix) des 2k-dimensionalen Raumes kerc(A —
AE)E @ kerc(A — AE)* ist. Also sind ag1,. .., B C—linear unabhingig, somit erst recht
R—linear unabhingig, und die lineare Unabhiingigkeit der 2k reellen Lésungen (1), 22, »c =
1,...,k, folgt nach Lemma 3.4.
Unter Verwendung der Sétze 3.9 und 3.17 ergibt sich schlief$lich der folgende

Satz 3.20 Mit Hilfe des verallgemeinerten Exponentialansatzes (3.27) gewinnt man n linear
unabhdngige Lisungen und damit eine Integralbasis der linearen homogenen Differentialglei-
chung © = Ax, A € R™*",

(3.31) und (3.32) zeigen die allgemeine Form einer Basislosung und damit die analytische
Struktur des Losungsraumes L,: jede Losung ist eine Linearkombination von Funktionen der
Form R™-wertiges Polynom mal Ezponentialfunktion (eventuell) mal Kreisfunktion. Andere
Funktionen konnen nicht Losung einer Differentialgleichung © = Az, A € R"*", sein. N
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Abschliefend fassen wir die obigen Uberlegungen zusammen zu einem Algorithmus zur
Bestimmung einer Integralbasis

Schritt 1: Bestimme alle Eigenwerte der Matrix A : A\, x = 1,...,m, mit ihren algebrai-
schen Vielfachheiten %, > 1.

Schritt 2: Mit A = \,, k = k, bestimme k linear unabhéingige Losungen a,,,» = 1,...,k,
der linearen Gleichung

(A—\E)a,=0 (3.33)

und danach rekursiv

Qe = (A= AE)ay_1,, v=1,...,k—1. (3.34)
Mit p,.(t) == Yb20 Lay.t” sind 2,.(-) : 2,.(t) = p.(t)eM,3c = 1,...,k, k vom Eigenwert X

erzeugte Elemente (komplexwertig, falls A nichtreell) einer Integralbasis.

Schritt 3: Fiir nichtreelles A = A, bilde () = Rexz,, und 22 = Imuz,, als die von den
beiden Eigenwerten A\ und A erzeugten 2k reellen Elemente einer Integralbasis.

Bemerkung Von zwei konjugiert komplexen Eigenwerten muf} also nur einer durchgerech-
net werden. Bei k£ = 1 ist die Rekursion (3.34) leer, bei halbeinfachen A sind die a,,, Eigen-
vektoren und a,,, =0, v =1,...,k — 1. Der Algorithmus erfordert keine Ranguntersuchung
von Matrizen, verlangt in jedem Schritt 2 nur eine Gleichungsauflésung und ansonsten nur
Matrizenmultiplikationen. Der ganze Algorithmus kann mit verfiigbarer Algebra-Software
automatisiert werden. OJ

Beispiel 3.21 Wir betrachten folgende Differentialgleichung im R®:

0 -2 —4 -2 -2

1 2 -1 -1 -1
i=Az, A=|0 0 3 1 1 |=x

0O 0 0 2 0

0 0 -1 -1 1

Das charakteristische Polynom von A ist P(\) = (2 — A\)?}(A\? — 2)\ + 2). Wir erhalten
o(A) = {2,1+ 1,1 —i}. Der Eigenwert A = 2 besitzt die algebraische Vielfachheit ky = 3.
Damit ist der 1.Schritt des Algorithmus abgearbeitet.

Als néchstes bestimmen wir die zum Eigenwert A = 2 gehorigen Losungen der Differential-
gleichung:

(A— AE)%a, =

S O O N O
S O O =
o O O 0o o

liefert apr — (0, 0, 0, —]_, ].)T, age — (0, 0, —]_, 0, 2)T und apsy — (0, —]_, 0, 0, ].)T
Nach (3.34) berechnen wir jetzt a;; = (0,0,0,0,0)7 und a3 = a;3 = (0,—1,0,0,—1)7 und
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schlieBlich as; = agy = as3 = (0,0,0,0,0)T. Wir erhalten drei linear unabhingige Losungen
der Differentialgleichung

21(t) = (0,0,0,—1,1)7 2,

z5(t) = ((0,0,-1,0,2)" + (0,—-1,0,0,—1)"¢) ** und

z3(t) = ((0,—1,0,0,1) + (0,—1,0,0,—1)T¢) e*.

Bleibt die Berechnung der zu den komplexen Eigenwerten gehdrenden Ldsungen:

Zu den konjugiert komplexen Eigenwerten 1 + ¢ bzw. 1 — ¢ finden wir die konjugiert kom-
plexen Eigenvektoren (2,—1 —4,0,0,0)T bzw. (2,—1 +4,0,0,0)T. Die zu 1 + i gehérende
(komplexwertige) Losung von # = Az lautet x(t) = (2, —1 —4,0,0,0)7 e+t Mit

z4(t) == Re z(t) = ((2,-1,0,0,0)7 cost + (0,1,0,0,0) sint) e’

und
z5(t) = Im z(t) = ((0,—1,0,0,0)" cost + (2,—1,0,0,0)" sint) e
ist die (reelle) Integralbasis komplett. O

3.4.3 Die Ubergangsmatrix der DGI & = Az

Im Kapitel 3.4.2 wurde ein Algorithmus zur praktischen Bestimmung der Elemente einer In-
tegralbasis (= Spalten einer Fundamentalmatrix X') angegeben. Eine Ubergangsmatrix kann
dann durch ®(¢,7) := X (¢)X ' (7) gewonnen werden.

Fiir theoretische Zwecke ist eine andere, formal geschlossene Darstellung von ®(¢, 7) unver-
zichtbar. Um diese zu erhalten, gehen wir von der Integralgleichungsform

oty =€+ | " Ax(s)ds = (T 4z)(t) (3.35)

des AWP & = Az, z(7) = &, aus. Von der Picard-Lindelsf Iteration (2.6)

polt) =& pra(t) ==+ [ Aguls)ds (3.30)

wissen wir, daf} sie auf einem Intervall [T — a, 7 + «| (mit hinreichend kleinem a > 0)
gleichméBig gegen die Losung des AWP konvergiert. Aufgrund der einfachen Struktur des
Integranden 148t sich das Verfahren globalisieren und limy,_,+ oy (+) explizit angeben.

Sei I C R irgendein kompaktes Intervall und 7 € I. Mit |I| bezeichnen wir die Lénge des
Intervalles I. Auf I definieren wir die Folge (¢x(-)) geméB (3.36). Mit der Maximumnorm
| - || im R® und dazu kompatibler Matrizennorm gelten folgende Abschéitzungen fiir jedes
tel:

| 01(t) — @o(?) |l

loa(®) =or@) [ < TN ATN@i(s) = wols) [ ds [<TANS7Is =7 TANE N ds |
slt=7P A PIEN< P ITAPPIE

IN

|2 AS Tds [ < =7l ITANTEN< [T ANTEL

und induktiv
1

AT (3.37)

| or(t) — r1(t) | <
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Unter Verwendung der Dreiecksungleichung folgt

k

ot = en(® 1< > P IAPIEll= elmB ] €. (3.9
v=m-+ :

Damit ist auch || or — @m ||corrn)< e(m, k) || € || und, da e(m, k) Reihenabschnitt von

exp(|I] || A ||) ist, bilden die ¢(-) eine Cauchy-Folge in C°(I,R™), also existiert

limy 00 01 (-) =: @(-) € C°(I,R™). Wegen der Stetigkeit des Operators Ty |C° — C° folgt aus

(3.36) ¢ = limy_, o Thpr = The, also stimmt limg o @ auf I mit der Losung o(+;7,§) =

®(t, 7)€ des AWP iiberein. Aus der Rekursion (3.36) lassen sich die Iterierten explizit be-

rechnen: o;(t) = & + [fAéds = (B + A(t — 7)€, pa(t) = €+ [FA(E + A(s — 7))¢éds =

(B4 A(t — 1) + 5, A%(t — 7)?)¢&, allgemein (mit A% := E)

on(t) = (Zo %A”(t _ T)V> € = Ayt T, (3.39)

Die vorangegangenen Uberlegungen zeigen, daff mit jedem & € R” fiir k& — oo der Limes
gleichméBig beziiglich ¢ € I existiert, daher konvergiert die Folge der Matrizen Ag(t,7)
gleichméBig beziiglich ¢ im Sinne der Matrizennorm gegen die Ubergangsmatrix.

Schreibweise:
. _ vip v . (t—)
klggo Ag(t,m) = ,;:0 —U!A (t—7)"=:e : (3.40)

Lemma 3.22 Auf jedem kompakten Intervall, welches T enthdlt, ist t — e*(t=7¢ = o(t;7,€)
die Losung des Anfangswertproblems @ = Az, z(7) = &.
Die Ubergangsmatriz der DGl & = Ax ist

O(t, 1) = e, (3.41)
|

Allenfalls fiir sehr spezielle Matrizen A wird man die Ubergangsmatrix wirklich nach (3.41)
und (3.40) berechnen. Fiir qualitative Aussagen iiber die Losungen ist jedoch die explizi-
te Losungsdarstellung sehr wertvoll. Die folgenden Hilfsséitze bieten dafiir eine Grundlage.

Zum Beweis dient entweder die konvergente Reihe (3.40) oder die Tatsache, dafl ¢ + et
Fundamentalmatrix ist.

Definition 3.23 Die Zuordnung
<1
exp [R™" — R™™ : A exp(A) i=e' =Y —AY (3.42)
—= !

heifst Matrizen- Exponentialfunktion.

Lemma 3.24 O sei die n x n Nullmatriz. Es gilt
(i) exp(©) = E;
(M’) A= diag()‘la T )\n) = eXp(A) = dZ.CLg(B/\l, T 6)\”)7.
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(iii) (N, €) Eigenpaar zu A = (e}, &) Eigenpaar zu exp(A).

Beweis Mit (3.42) unter Beachtung von (diag(A1,- -, \,))” = diag(\y,- -+, \) und A =
AE = AVE = ME. m

Korollar Speziell gilt exp(AE) = e FE.

Lemma 3.25 Fiir kommutierende Matrizen, AB = BA, gilt

(i) Be = eAB;

(ii) eAtB = eleB = eBeA,

Beweis t— e lst X = AX, also ist (e*!)” = Ae?. _

(i) @(t) := Be, ¥(t) := e B. Man rechne nach, da§ ® und ¥ Lsungen des AWP X =

AX, X (0) = B sind, also zusammenfallen. ®(1) = ¥(1) liefert die Behauptung.
(ii) Analog unter Benutzung von (). |

Korollar Speziell gilt
(a) Vt e R Aett = e A;

(b) E =ete=":e” ist stets nichtsingulir, (et)™! = e=4;
c) Vt,s € R eAllts) = pAlpAs.
(¢) Vi, ;
(d) detet = e'm. |
Die letzte Aussage des Korollars folgt aus der Liouvilleschen Formel (3.4) mit 7 =0,¢ = 1.

Lemma 3.26 Ist C' eine nichtsingulire Matriz, dann gilt
Cexp(A)C~1 =exp(CAC™).

Beweis Wie oben mit ®(t) = CeMC~1, U(t) = eCACTt. -

3.4.4 Die lineare DGI nter Ordnung

Nach den Uberlegungen in Kapitel 1.3 ist jede DGI nter Ordnung im R' einer DGI im R®
dquivalent. Die lineare DGI nter Ordnung im R!

Y™+ a1 (Y 4 ar ()Y + ao(t)y = bo(t) (3.43)
mit a,,b, € C°(I,R), I offenes Intervall des R, ist geméf (1.5-b) der linearen DGI

0 1 0 0 -+ 0 0
0 0 1 0 - 0 0
F=AMz+b(t), ceR, A=| - - . . .| ob=| ] [(344)
o 0 0 0 - 1 :
4, —G, —Gy . - —Gp_1 bo

dquivalent. Aus diesem Grund ist die Theorie des Kapitels 3 auch fiir die DGI (3.43) zusténdig
- das heift nicht, daf$ zum praktischen Losen jede DG (3.43) erst in die Form (3.44) gebracht
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werden muf! Die spezielle Besetzung der Matrix A bringt vorteilhafte Besonderheiten mit
sich.

1) Die allgemeine Losung von (3.43) ist y = vy, + y,, wobei y, die allgemeine Losung der
homogenen DGI (b, = 0) und y, eine partikuldre Losung der inhomogenen DGI ist.

2) Die allgemeine Losung vy, ist reelle Linearkombination n linear unabhiingiger Losun-
gen, Yo = > 1y, ¢ € R Die yy, -+, y, sind linear unabhingig gdw. ihre Wronski-
Determinante

U Y2  UYn
! ! e !

W) =dety(r), v=| " B (3.45)
0 g

auf I keine Nullstelle hat. Nach der Liouvilleschen Formel (3.4) ist hier
t

W(t) = W(r)exp(— / an 1 (5)d3). (3.46)

T

3) Die Partikulirlosung y, kann durch Variation der Konstanten bestimmt werden, sobald
eine Integralbasis {yi,...,yn} bekannt ist:

yp(t) = 2: u” )y (1) (3.47)

(das ist einfach die erste Zeile des Ansatzes z,(t) = X (t)u(t)), u = (u',---,u™)" ergibt sich
aus der DG1 Y (¢t)u(t) = b(t), d.h.

Y1 Y2 “t Un ut 0

! ! . ! -9
ORI N O P I (3.45)
y%nfl) yénfl) L ygn_n un bo

4) Im Falle konstanter Koeffizienten a, € R, v =0,1,---,n — 1, vereinfacht sich die Berech-
nung einer Integralbasis {yi,---,y,} betrichtlich. Das charakteristische Polynom P()\) =
det(A — \E) ist

PA) = (—=1)"(A" +ap A" 4 Fa) +ay), (3.49)

seine Nullstellen - die Eigenwerte von A - seien \,, p = 1,---,m, mit den (algebraischen)
Vielfachheiten k, € {1,---,n}. Jede Matrix (A—\,E) hat den Defekt 1, d.h., jeder Eigenwert
ist von der geometrischen Vielfachheit 1. Daraus folgt, dal zu ), die linear unabhéngigen
Losungen

Yure(t) = 7€M 20 =0,1,...,k, — 1 (3.50)

gehoren, die man sofort aufschreiben kann. Nichtreelle Eigenwerte treten wieder in konjugiert-
komplexen Paaren auf, reellwertige Losungen gewinnt man durch Zerspalten in Real- und
Imaginarteil.

5) Die (allgemeine!) Methode der Variation der Konstanten ist, besonders im Fall konstanter
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Koeffizienten, bei einfacher Inhomogenitét b,(-) hdufig unnétig aufwendig.
Ist b,(-) eine Funktion der Form

t— tme™ opt, meN,, a,f€R,

dann findet man eine Partikuldrlosung y, durch den speziellen Ansatz (mit unbestimmten
Koeffizienten A,, B,,)

yp(t) = t"e™[(D° A ") cos Bt + (D B,t") sin Bt], (3.51)
=0 un=0
wobei « + i3 k-fache Nullstelle von P(A) ist (k = 0: P(a+if3) #0).
Der Ansatz begriindet sich wesentlich durch die Tatsache, dafi der Differentialoperator auf
der linken Seite von (3.43) — mit konstanten Koeffizienten — die Klasse der Funktionen { Po-

lynom mal Exponentialfunktion mal Kreisfunktion} in sich abbildet. Details und Beispiele
siehe [4].



Kapitel 4

Grundlagen der Theorie autonomer
Differentialgleichungen

4.1 Integralkurven und Phasenkurven

An den Abschnitt 1.2 anschlieffend arbeiten wir zunéchst die Besonderheiten heraus, durch
die sich autonome Differentialgleichungen auszeichnen.

Ist eine Differentialgleichung & = f(¢,2) mathematisches Modell eines physikalischen (oder
biologischen, 6kologischen, 6konomischen) Systems, so charakterisiert = = (x!,... z") einen
Zustand des Systems, mit ¢ als Zeit beschreibt eine Losung z(-) : t — x(t) der Differenti-
algleichung einen Prozef, z(t) ist die Phase des Prozesses zur Zeit t, die 2" heifien deshalb
Phasenkoordinaten. t — x(t) wird eine (durch ¢ parametrisierte) Phasenkurve genannt, i
die Phasengeschwindigkeit. Die Differentialgleichung ordnet zu jeder Zeit ¢ dem Zustand x
eindeutig die Phasengeschwindigkeit & = f(¢,x) zu. Konstante Losungen der Differential-
gleichung (Phasengeschwindigkeit Null) heilen deshalb auch Gleichgewichtslésungen.

Ist f t—unabhingig, so ist das Grundgebiet G der Differentialgleichung ein Zylindergebiet
des R*H!,

G =R xD, DcCR" Gebiet.

D heifit Phasenraum. Ein Zustand z legt - gleichgiiltig zu welcher Zeit - eindeutig die Pha-
sengeschwindigkeit # = f(x) fest: die (im Rahmen der zustindigen aufermathematischen
Theorie) systemimmanente GesetzméBigkeit = — f(z) bestimmt alle Zustandsinderungen
des Systems, Prozesse (Bewegung, Evolution) verlaufen autonom. Eine t—Abhéngigkeit von
f beschreibt eine (gewollte oder ungewollte) Beeinflussung des Systems von aulen: Prozesse
sind vom System und von auflen bestimmt, sie verlaufen heteronom. (Fiir feinere Begriffs-

bestimmungen verweisen wir auf die Literatur zur Mathematischen Systemtheorie, z.B. [8]
und [9].)

Um Existenz und Unitét der Losungen der DGI & = f(x) zu sichern, treffen wir fiir alles
Folgende die

Vereinbarung Das Vektorfeld f ist auf dem Phasenraum D lokal Lipschitz-stetig oder sogar
von der Klasse C*, k € NU {oo}.

ol
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Wird ein physikalisches System durch eine autonome DGI modelliert, so ist folgende Ver-
mutung naheliegend. Ein Prozefl beginne zur Anfangszeit ¢, mit dem Anfangszustand &, ein
zweiter Prozefl beginne mit dem gleichen Zustand & zur Zeit ¢;; dann sind beide Prozesse
identisch bis auf eine konstante relative Zeitverschiebung ¢; — ¢,. Zu den Prozessen gehort
dann ein und dieselbe Phasenkurve, lediglich in zwei verschiedenen Parametrisierungen, die
durch eine Translation der t—Achse ineinander iibergehen.

Diese Vermutung 1483t sich mit Hilfe der bisherigen Kenntnisse iiber die Losungen von An-
fangswertproblemen bestétigen.

Dazu betrachten wir das Anfangswertproblem
t=f(x), z€DCR", z(r)=¢. (4.1)

Unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard und Lindel&f besitzt dieses die eindeutig
bestimmte Losung o(-;7,&) € C'(I(1,€), D). Dann ist die Funktion

() Y(s) = (s +757,8) (4.2)

auf dem Intervall I' := {s | s + 7 € I(7,£)} definiert und 16st dort dieselbe DGI. (Man
iiberlege sich, da§ das bei heteronomer DGI nicht der Fall zu sein braucht!) Da fiir s = 0
auBerdem (0) = p(7;7,&) = £ ist, folgt aus dem Unitétssatz

b(-) = ¢(50,8). (4.3)

Vereinbarung Fir ¢(-;0,&) schreiben wir ab jetzt (bei autonomer DGI!) kurz ¢(-,&). Ent-
sprechend bezeichnen wir das Mazimalintervall 1(0,&) durch I(§).

Mit beliebigem s +7 =t € I(1, &) folgt aus (4.2) ¢(t;7,&) = ¢(t — 7) und somit nach (4.3)

p(t;7,8) = o(t — 7,8). (4.4)

D.h., daB sich bei einer autonomen DGI die Losung zum Anfangswert (7,&) aus der Losung
zum Anfangswert (0,¢) durch eine Argumentverschiebung ¢ +— t — 7 ergibt. Die obige Ver-
mutung ist damit bestétigt. Das gilt nur bei autonomen DGIn. Denn, angenommen, fiir die
Losungen einer DGl & = f(t,z) gilt V7r,& Vi € I(1,&) ¢(t;7,&) = ¢(t — 7;0,€) (das be-
deutet auch t € I(1,&) & t — 71 € 1(0,€)), dann folgt Vr,& Vt € I(1,€) ¢t —71;0,€) =
f(t, ot —7;0,¢)). Fiir t = 7 heifit das V7,&  ©(0;0,&) = f(7,€), f(-,&) muB also konstant
sein: die DGI ist autonom.

Bemerkung Man kontrolliere die in den fritheren Kapiteln durchgerechneten Beispiele
auf den Fakt, daf} die Losungen mit dem Argument ¢ — 7 genau bei den autonomen DGIn
auftreten. O

Aus der fiir autonome DGIn charakteristischen Gleichheit (4.4) folgt eine charakteristische
Eigenschaft der Integralkurven. Die Integralkurve zum Anfangswert (7,¢) ist

graph (- 7,&) {@¢@T®)H€fﬁfﬂ
{t,p(t —7,8) [t =T € I(§)} nach (4.4)
{@+T¢( ) Is€l§)},
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und die letztere Menge ist natiirlich nichts anderes als die um 7 parallel zur t—Achse ver-
schobene Integralkurve zum Anfangswert (0, £). Alle Integralkurven zu Anfangswerten (7, &)
mit festem & liegen also , iibereinander” und erfiillen eine Zylinderfliche im R**! mit zur
t—Achse parallelen Geraden als Mantellinien und mit range ¢(-,£) = Bild der Phasenkurve
durch £ € D C R” als Spurkurve im R”.

Satz 4.1 Folgende Aussagen tber eine DGl sind dquivalent.
(i) Die DGl ist autonom, & = f(x), x € D C R".
(11) Bei beliebigem (1,&) € R x D ist t — @(t — 1,&) die Lisung des Anfangswertproblems
mit x(1) = & wobei ¢(+, &) die Losung fir x(0) = & ist.
(111) Die Integralkurven zu Anfangswerten (7,&) mit festem & liegen dquidistant auf einer

zur t—Achse parallelen Zylinderfliche des R"", welche die Phasenkurve o(-,€) als
Erzeugende besitzt. [ |

Bemerkung

a) Die noch fragliche Implikation (iii) = (i) beweise der Leser ohne Rechnung.

b) Man iiberlege sich anhand von (iii), dafl im Fall n = 1 eine autonome DGI keine oszilla-

torischen Bewegungen beschreiben kann.

¢) Unitdt der Losungen von Anfangswertproblemen bedeutete, da8 verschiedene Integral-

kurven disjunkt sind. Durch (iii) wird fiir autonome DGIn diese Eigenschaft auf die Phasen-

kurven iibertragen: (die Bilder von) Phasenkurven sind entweder identisch oder disjunkt.
U

Satz 4.1 legt eine neue Auffassung vom Wesen einer autonomen DGI nahe: durch die DGI
& = f(z), © € D, wird eine Funktion ¢ : (t,£) — ¢(t,£) € D definiert, diese ist zu untersu-
chen. ¢ konnte man allgemeine Ldosung nennen. Zu beliebigem £ € D ist ¢(-, &) die Losung
des Anfangswertproblems & = f(x), 2(0) = & Nach den bisherigen Untersuchungen ist
bekannt, dafl dom ¢ = {(¢,€) | £ € D, t € 1(£)} ist. Zu festem & beschreibt (-, £) die Pha-
senkurve durch den Punkt & € D, sie ist von der Klasse C**1(1(£), D), falls f € C*(D,R").
Wir kénnen uns aber auch - und diese Betrachtungsweise ist neu - fiir die Funktion ¢(t, -) bei
festem ¢ € R interessieren. Thr Definitionsbereich ist D, := {{ | t € I(§)} C D, er kann leer
sein. Ist Dy # (), so vermittelt (¢, -) eine Abbildung jeder nichtleeren Menge M C D; auf
o(t, M) C D, indem jeder Punkt £ € M auf ¢(t,&) abgebildet wird. Nehmen wir zunéchst ¢
als positiv an, dann 148t sich die ganze Familie von Abbildungen {¢(s,-) | 0 < s < t} betrach-
ten, und bei kinematischer Interpretation flieflen die Punkte & € M ldngs der Phasenkurven:
£ =¢(0,&) = ¢(s,&) = p(t, ), vergleiche Figur 4.1. Die Abbildung M — ¢(t, M) ist gewif3
injektiv, da sich Phasenkurven nicht schneiden. Es bleibt zu klidren, welche weiteren Eigen-
schaften diese Abbildung aufweist (Stetigkeit/Glattheit?) und wie die Inverse beschaffen ist.
Noch einmal: Die Funktion ¢(-,-) 1d8t sich nur in seltenen Fillen ,berechnen® (allenfalls
numerisch approximieren); Eigenschaften von ¢ aus Eigenschaften von f zu deduzieren, das
ist genau das Anliegen der qualitativen Theorie der (autonomen) DGln.

Wir beginnen die entsprechenden Uberlegungen mit der Untersuchung der Funktion ¢(t, ).
Zunichst betrachten wir die Menge aller dieser Funktionen und werden eine bestimmte alge-
braische Struktur dieser Menge aufdecken. Die danach folgende Untersuchung der Glattheit
dieser Funktionen wird sie als Diffeomorphismen erweisen und schliefllich zum Begriff des
glatten dynamischen Systems fiihren.
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Fig.4.1

4.2 Der lokale Flufl

Wir betrachten die allgemeine Losung, ¢ : (t,z) — ¢(t,x), der autonomen DGl & =
f(z), © € D C R". Zu festem & € D ist ¢(-,&) | I(§) — D die eindeutig bestimmte
(maximale) Losung des Anfangswertproblems & = f(x), z(0) = £. Damit ist ¢ eindeutig
bestimmt,

0| W =D, W:=domyp={(t,z)|zeD,tcl(x)}cR". (4.5)

Einige von frither bekannte analytische Eigenschaften von ¢ wurden im letzten Abschnitt
erwahnt, dementsprechende Fragen werden spéter wieder aufgegriffen. Hier untersuchen wir
zunéchst {p(t,-) | t € R} als eine Familie von Abbildungen aus D in D. Wir schreiben

oi(1) = @(t,:) | Dy > D (bei festem t € R), (46)
Dy= dom gy ={x€D|tel(x)}. '

Die folgenden Aussagen iiber Definitionsbereiche sind im wesentlichen unmittelbare Folge-
rungen aus den Definitionen.

(i) x€Dye (t,x) e W etel(x). (4.7)
(i1) 0<s<t V t<s<0 = D,CcD;CD,=D. (4.8)

(Beachte zum Beweis: Vo € D 0 € I(x), I(x) offenes Intervall.) Fir grofe |t| kann D,
leer sein - falls ndmlich alle I(z) beschriinkt sind; Beispiel: # = 1 + 2%, x € R.

(its) >0 Vt,seR[|t],|s|] <d=D,ND, # 0. (4.9)
Fiir jedes x € D ist ¢,(z) = ¢(0,z) = x, also ist

o = idp (4.10)
die identische Abbildung von D auf sich.
Lemma 4.2 Seix € D, s € I(x). Dann gilt

(1) I(ps(x)) =I(z) = 5; (4.11)
(i) VteI(ps(x)) @ilps(x)) = Pste(2). (4.12)
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Beweis Zu festen x € D und s € I(z) sei ¢¥(t) := o(t + s,2) = prs(x). Die dadurch
bestimmte Funktion ist auf domy = {t | t + s € I(z)} = I(x) — s definiert. Fiir jedes
t € dom ist ¥(t) = ¢t + s,2) = f(1b(t)), ¢ geniigt also der DGl & = f(x) und hat
auBerdem den Anfangswert ¢(0) = ¢(s,x) = ps(x). Nach dem Unitétssatz ist somit 1(-) =
(-, ps(x)), also ist auch dom = I(ps(x)), damit ist 4.11 gezeigt, und es gilt @g, ()

D(t) = o(t, 05(x)) = @i(ips()). -

z= oY)

Fig.4.2

Figur 4.2 skizziert den Sachverhalt des Lemmas. Sei 0 < s < t. x € D bestimmt eindeutig
die Phasenkurve o(-,x), deren Bogen 7, = ¢(I(x),z) sei. Da y € ~,, wird durch y der
gleiche Bogen, nur mit der Parameterdarstellung ¢(-,y) | I(y) — D bestimmt, also ist auch
2 € v,. Im kinematischen Bild ,flieit* der beobachtete Phasenpunkt lings ~, von x nach y
im Zeitintervall [0, s], von y nach z im Zeitintervall [0, ¢], somit von x nach z im Zeitintervall
0, s +1].

Lemma 4.3 Fir jedest € R gilt

(i) dom @y =D, C D ist eine offene Menge.

(it) range gy = pi(Dy) = Dy.
(111) o | Dy — D_y ist bijektiv und (o)1 = ¢_y.

Beweis Uber die Funktion ¢| W — D ist nach Satz 2.4 folgendes bekannt. Es sei £ € D,
und mit einem r > 0 sei K(&,r) C D. Zu jedem ' € (0,7) gibt es dann einen Quader
Qo (&) = (—a, ) x K(&, ') mit dem Mittelpunkt (0, &), auf dem ¢ stetig ist (sogar auf der
AbschlieBung von Q). Dabei ist a = a(¢) durch 0 < & < min{’, 1} restringiert, wobei
(im hier betrachteten autonomen Fall) M das Maximum von ||f(x)|| und L eine Lipschitz-
konstante von f auf der abgeschlossenen Kugel K*(&,r) sind.

Somit ist ¢ stetig auf der offenen Menge U := Ugep Qa,(€) C W, einer (n+1)—dimensionalen
Umgebung von D. Damit ist insbesondere fiir hinreichend kleine |¢| D; nichtleer und offen,

und ¢(-) ist stetig.

(i) Nun sei (7,,&,) € W beliebig gewahlt, d.h., & € D, T, € I(§,). (Wir nehmen T, > 0
an - anderenfalls ist nur das Intervall [0, T;] durch [T}, 0] zu ersetzen.) Wir zeigen, daf§ eine
Umgebung von &, in Dr, liegt. Dazu betrachten wir das Bogenstiick v, := ([0, T,], &,) der
Phasenkurve durch &,. Dieses ist eine kompakte Teilmenge von D und besitzt somit einen
positiven Abstand von der abgeschlossenen Menge 0D. Es sei

1

d(’)/o, 82)) =i1Te > 0; ri= { >

r,, fallsr, < oo , 1

2, fallsr,=o0c ' | T 2"



26

Damit liegt jede Kugel K(z,r), © € 7,, gewi} in D, und
T, :=clUpey, K(z,7), T, :=clUpe, K(z,r")
sind Kompakta, v, C intlI", C ', C D.

Es sei M, := max{|| f(z) ||| x € T}, und L, sei eine Lipschitzkonstante fiir f auf I, (ihre

Existenz sichert Lemma 2.5). Wihlen wir etwa o, := 1 min{"-, L}, dann ist ¢ sicher stetig

3
in allen Punkten (¢,z), z € T, |t| < a,,. Somit ist fiir alle ¢ mit |¢] < «, gewif int I, C D,

und ¢, ist dort stetig.

Wir konstruieren eine Zerlegung von 7,. Dazu sei N € N so grof gewéhlt, da§ h :=T,/N <
o,. Es sel

tll;:yh, 51/::90(tV750)7 UZO,L...,N.

Dann ist nach Lemma 4.2 &,.1 = ¢(t, + h, &) = on(er, (&)), also €41 = pp(&,) und somit
durch Auflosen dieser Rekursion

Env = 0(T6,&) = (pnopno...opp)(&).

~ J

Nmal

Sei Ky := K(&y,1"). Ky ist offen in D. Wir betrachten eine Kette vollstindiger ¢,-Urbilder:

f:(N—1 = go,;l({(N)
K, 1 =¢K,), v=1,...,N—1.

Die Mengen K, sind offen in Dy, somit auch offen in D (da ¢,| D, — D stetig ist) und
nichtleer (da &, € K,,).

Nach Konstruktion kann umgekehrt ¢, N-mal auf die Elemente 2 € K, angewendet werden,
und nach Lemma 4.2 (i) mit ¢t = s = h ist ¢} (2) = ¢r,(2), d.h., K, C Dy,. Also liegt mit

&, auch die Umgebung K, in Dr,, d.h., Dz, ist offen. Ist fiir ein ¢ € R D; = (), dann ist die
Offenheit trivial.

(ii) Sei Dy # (), = € D,. Dann ist in Folge t € I(x), 0 =t —t¢ € I(x), also —t € I(z) —t =
I(p(z)) nach (4.11). Das bedeutet nach (4.7) (—t, ¢(x)) € W und gleichermafBien ¢;(x) €
D_,. Somit ist D_; # () und, da x beliebiges Element von D; ist, ¢,(D;) C D_;. Mit 2’ € D,
ergibt sich in gleicher Weise ¢_,(z') € D;. Also kann ¢; auf ¢_;(2’) angewendet werden:
oi(p_i(2") = o) = 2" € vi(D;). Wegen der Beliebigkeit von 2’ folgt D_; C (D),
schlieBlich (ii). (D; = 0 impliziert D_; = (), denn 2’ € D_; fiihrt auf den Widerspruch
o (") € Dy = 0: (ii) ist auch fiir D, = () richtig.)

(iii) ¢4 bildet nach (ii) von D; auf D_; ab, ist also surjektiv. Aus (ii) folgt auch o (z;) =
0i(r2) = ©_i(pi(T1)) = @_i(0i(22)) = =1 = 22 : p ist injektiv. Damit existiert (¢;) ! auf
D_,, aus dem Beweisteil (ii) entnehmen wir (¢; 0 ¢_4)(2') = 2’ fiir alle 2’ € D_;, und analog
gilt Vo € Dy (¢4 0 ¢)(x) = x. Somit ist ¢ = ()" |

Korollar (1) Ezistiert die Losung p(-,&,) auf dem kompakten Intervall [0,T,] (d.h., ist
0,T,] C I(&,)), dann gibt es eine Umgebung V,, von &,, so daf jede Lisung ¢(-,&) mit & €'V,
ebenfalls auf [0,T,] existiert (Y& € V,[0,T,] C I(£)).

Analoges fiir T, < 0.

(2) W = dom ¢ ist offen in R*+!.
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Beweis (1) Das ist nur eine andere Formulierung von Lemma 4.3 (i) — eine solche Umge-
bung ist die im Beweis konstruierte Menge K.

(2) Da I(&,) offen ist, gibt es ein g, > 0, so daB I,(&,) == (T, — 0, Ty, + ,) C I(£,). Also
gehort nach (1) mit dem Punkt (7,,&,) auch eine offene Umgebung I,(§,) x Vo, zu W. W

I(¢t(x)) 1 S — = N —
= I(Q?) —t /,4_/_ ______ Y,_ //
e ! } /
s ! N {
N | Y N
Sao D_tt RN
Ne | oee() TS

AN e i ‘r\\
(BN ! ~
: \ i w Dy : Y
1 \ 1 I
I \\/ : \//

D - : A T J V' //
| \ 17
1 \ _r_ v
1 \ g .

W P \\'> S - I(z)
L e |
1 1
—t 0 t

Fig.4.3

Figur 4.3 ist eine Prinzipskizze fiir die Mengen W, D, I(z) etc..

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse in folgender Weise zusammen.
Definition 4.4 Die durch das lokal Lipschitz-stetige Vektorfeld f | D — R" eindeutig be-

stimmte Familie F = {¢; | t € R} von Bijektionen von D; auf D_; heifit der durch f
erzeugte lokale Flujs.

Bemerkung Manche Autoren nennen die Funktion ¢ | W — D den lokalen Flu8. U

Satz 4.5 Der lokale Fluf§ F = {p; | t € R} enthdlt die identische Abbildung ¢, = idp. Mit
jedem @y € F gehort auch (o))~ = p_y 2u F. Mit je zwei Elementen o, s von F gilt

(01 0 05) (T) = Pr4s(T)
fiir alle die x € D, fir die die linke Seite definiert ist. [ |

Bemerkung Die letzte Gleichung ist nach Lemma 4.2 erfiillt fiir x € D, s € I(x), t €
I(ps(2)), d.h., x € Dy, ps(x) € Dy, also x € Dy N p_i(D, ND_y); nach (4.11) ist dann
automatisch ¢ + s € I(x), d.h. z € D;, . Der Definitionsbereich von ¢; o ¢, kann leer sein.
Auch wenn dom(p; 0 @) nicht leer ist so kann doch dom(psop;) = () sein: in (4.12) brauchen
t und s nicht vertauschbar zu sein! O

Bemerkung Die Abbildungen ¢; werden sich als Homéomorphismen, im Fall f € C*(D,R"),
k > 1, sogar als Diffeomorphismen erweisen. 0]
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4.3 Stetigkeit und Differenzierbarkeit des lokalen Flus-
ses

Die Stetigkeit von ¢|WW — D ist auf einer (n+ 1)—dimensionalen Umgebung von D bekannt.
Es gilt aber sogar

Lemma 4.6 ¢ € C°(W,D).

Beweis Die nachfolgenden Notationen sind die gleichen wie im Beweis von Lemma 4.3.
Sei (7,,¢,) € W, d.h., & € Dr,. Wir iiberlegen zuniichst die Stetigkeit der Abbildung
o1, = PR o...0, im Punkte &,.

oy, ist auf I, und somit in den Punkten &, € v, C I'! stetig, also bildet ¢y, eine (in K (&,, ")
liegende) Umgebung von &, in eine Umgebung von &, ab. Damit bildet o7, = ppo...0p,
eine hinreichend kleine §—Umgebung von &, in eine beliebig kleine e—Umgebung von &y ab,
d.h., ¢(T,,-) ist stetig im Punkte &,. Nun ist (s. Figur 4.4)

"D< """ QO(Ta g)
fN !
!
¢< """ (p(TUJ 5)
Ph / //’
/ _}/ ////
7o 51/ /:_ ~ _éétl, 477
/// /V.\.
oo | S K(&,r")
£Or 4--"
Fig.4.4

1 o(T,8) — o(To, &) | <1l o(T,6) — o(To,6) || + || ¢(T5, &) — o(To, &) 1],

und zu beliebigem £ € (0,7') gibt es ein J; > 0, so dafl der zweite Term < ¢ ist, wenn nur
| € =& ||< 8 ist. Damit ist ¢(7,, &) € K(p(T5,&,), ") und der erste Term,

| o(s +T5,&) — o(T,,6) |=1| w(s,0(Ts,€)) — (0, (T, 6)) |,

ist der Abstand zweier Funktionswerte von ¢ auf [—a,, a,] X I'). Da ¢ dort gleichméBig stetig
ist, gibt es ein von & unabhéngiges 6; > 0, so dafl mit |s| < d; auch dieser Abstand kleiner
als e ist. Mit 6 := min{dy, d2} gilt also

|8| = |T _To| <IN || f— go ||< o = || QO(Ta 6) - QO(TOago) ||< 257

@ ist im (beliebigen) Punkt (7,,&,) € W stetig. |
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Zur Differenzierbarkeit von ¢ bei Lipschitz-stetigem Vektorfeld f wissen wir bisher nur

VE €D ¢(&) € CU(I(E),D), Dip=fop.
Uber die partielle Differenzierbarkeit von (t,-) ist nichts bekannt. Wir beginnen die dies-
beziiglichen Untersuchungen mit einer vorbereitenden heuristischen Betrachtung.
Unter der
Voraussetzung f € C'(D,R"), d.h. D, f stetig,

wollen wir die Funktion ¢ als glatt annehmen und daraus auf eine weitere Eigenschaft von
¢ schlieflen, die dann den Ausgangspunkt der genauen Untersuchung motiviert.

Fiir jedes £ € D ist ¢(+, &) auf dem Maximalintervall (§) die Losung des Anfangswertpro-
blems & = f(z), x(0) = £. Nach Satz 2.1 gilt dann

V(t,€) € W =domp p(t,E) =€+ [ F(ols,E))ds

Unter der Annahme ¢(-,-) € C'(W, D)

sind beide Seiten der letzten Gleichung nach £ differenzierbar und da der Integrand ebenfalls
C! ist, darf rechts unter dem Integral abgeleitet werden. Somit gilt

Deplt,€) = B+ [ Dof((s. ) Depls, )ds.

Das bedeutet mit festem { =&, nach Satz 2.1 nichts anderes, als daf die Funktion Dgo(+,&,) |
I(¢,) — R™™ das lineare Matrizen-Anfangswertproblem

V=A(&)V, V(0)=E, (4.13-a)
mit der auf 7(&,) definierten und dort stetigen Koeffizientenmatrix

A(t;€) = Dy f(0(t: &) (4.13-b)

16st. Auferdem ist fiir alle ¢ € I(§,) det(D¢p(t,&,)) # 0, da ein Vergleich mit (3.14) die
Losung Dep(+,&,) als die Ubergangsmatrix zur Anfangszeit 7 = 0 der linearen DGl y =
A(t; &)y ausweist.

Wir beweisen die Richtigkeit der obigen Annahme, indem wir, durch (4.13-b) inspiriert, das
folgende Anfangswertproblem untersuchen:

r = f() (4.14-a)
y = D.f(z)y, (4.14-b)
(x,y) € DxR", z(0) =&, y(0) =n.
Diese autonome DGI fiir z := (z,y) heifit die Prolongation der originalen DGl & = f(x).
Die hierarchische Struktur < /(@) > der rechten Seite bringt folgende angenehme Beson-

9(z,y)
derheit fiir die Losungen mit sich. Fiir eine Losung x = (x1, x2) des Anfangswertproblems
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(4.14) ist die erste Komponente x; eindeutig durch (4.14-a) bestimmt: x1(-) = (-, £) mit dem
Maximalintervall I(£) - dazu geniigt die lokale Lipschitz-Stetigkeit von f. Also 16st xo das
heteronome homogen-lineare Problem ¢ = D, f(¢(t,€))y, y(0) = n, mit einer Koeffizienten-
matrix, die in ¢ stetig ist, falls f € C'(D,R"). Somit ist x, nach Satz 3.2 eindeutig bestimmt
mit demselben Maximalintervall 7(£) und hat nach Satz 3.11 die Form x»(-) = U(-;&)n.
Dabei ist ¥(-; €) die Ubergangsmatrix (fiir Anfangszeit 7 = 0) zur £ —abhingigen Koeffizien-
tenmatrix D, f(p(t,€)), d.h., die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems in
Rnxn

V=D, f(p(t,)V, teI(), V(0)=E.

Praktisch konnen also bei einer so strukturierten DGI die Lésungskomponenten immer nach-
einander bestimmt werden.

Unser ganz anderes Anliegen - die Glattheit von ¢(¢,-) und einen Zusammenhang zwischen
¢ und Yo zu zeigen - erfordert die simultane Behandlung von (4.14-a) und (4.14-b). Dazu
benotigen wir die lokale Lipschitz-Stetigkeit von F(z) := ( D;’}f;)y) , und diese sichern wir
mit, der schirferen

Voraussetzung f € C*(D,R").

Damit ist sogar F' € C', und die Konvergenz des Verfahrens der sukzessiven Approximation
fiir die dquivalente Integralgleichung

w(t) = &4 ! fx(s))ds

y(t) =n+ J, Duf(x(s))y(s)ds
ist gewdhrleistet. Sie ist gleichméflig auf einem abgeschlossenen Quader (05, C R x D x R*
mit dem Mittelpunkt (0,&,, 1) : Qar = [—&, &) X K*(&,, ") x K*(n,,7"). Da das Grundgebiet
beziiglich £ und y unbeschriankt ist, mufl lediglich gelten

0<r' <r, K*&,r)CD,

0 < @& < min{(r —')/M,1/L}, (4.15)

wobei M, I, Beschriinktheits- und Lipschitzkonstante fiir || F(z) || auf K*(&,r) x K*(1,7)
sind (K* ist wieder die abgeschlossene Kugel des R* mit Maximummetrik).

Schritt 0 der sukzessiven Approximation:
L { To(t,€) = ¢
Tl wtEn) = .
Triviale Feststellung: z, ist nach { differenzierbar, und es ist D¢z, - 1 = y,.
Schritt &+ 1 :

. { ten(t,€) = €+ [ flan(s,€))ds
ke yk:Jrl(tafan) = 7]+f(fsz(xk(S,f))yk(S,g,T])dS-

Feststellung:
Falls xj nach ¢ differenzierbar und Dexy - 7 = yy ist, dann ist x4, nach £ differenzierbar,
und es ist DeZpq1 * 10 = Ypt1-
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Damit folgt induktiv sofort, dal Dz, - n = y; fiir jeden Iterationsschritt gilt. Die Folge
der sukzessiven Approximationen zy = (xy, yx) konvergiert fiir & — oo gleichméBig auf dem
Quader Qs gegen die Losung z = (z,y) der Integralgleichung (des Anfangswertproblems).
Die Folge (xj) ist unabhéingig von der Folge (), deshalb ist natiirlich ihr Limes x(¢,£) =
©(t,€). Da die Glieder der gleichmifig konvergenten Folge (1) nach £ differenzierbar sind
und die Folge der Ableitungen (D¢, - 1) = (yx) ebenfalls gleichmiBig konvergiert, ist auch
¢ nach ¢ differenzierbar, und es ist D¢y -1 = y. Satz 2.4 garantiert die Stetigkeit der
Grenzfunktion z(-,-,-) : (t,£,n) = (p(t, &), Dep(t,€) - n).

Da das mit beliebigem n € R™ gilt, ist auch Deo(-,-) stetig. Die Stetigkeit von D,p(-,-) ist
ohnehin klar, also ist gezeigt:

p(,) € CY([=a, 8] x K*(&,1"), D)

mit beliebigen &, € D, r' und (kleinem) & geméf (4.15).

Diese lokale Glattheit von ¢ 148t sich auf ganz W ausdehnen durch das gleiche Verfahren,
das die Globalisierung der Stetigkeit ermdglichte.

Dazu nehmen wir (7,,&,) € W, n, € R" und betrachten das Bogenstiick 4, = x([0, T5], &, 70)
der Phasenkurve der prolongierten DGI. Entsprechend konstruierte umgebende Kompakta
T, f‘; fiithren zu einem global verwendbaren &,. Mit |h| < @&, gilt dann wieder x (T, &, 1,) =
(Xnoxno--.xn)(&,n) und damit fiir die erste Komponente, ¢;, von y;

o1,(&) = (prhopno...opu) (&)

mit zu &, benachbartem £. Durch die Komposition auf der rechten Seite wird (nicht nur die
Stetigkeit sondern auch) die C''—Eigenschaft von ¢ auf o7, iibertragen: o1, (+) ist differen-
zierbar auf einer Umgebung von &,, und die Ableitung ist in &, stetig. Das heif3t schliellich

90('7 ) € CI(VVa 'D),

die frithere Annahme ist verifiziert. Damit ist nun auch gesichert, daff die Ableitung D¢p(+, &,)
das Anfangswertproblem (4.13) 16st.

Bemerkung Die oben getroffene Voraussetzung f € C?(D,R") war technischer Natur,
es geniigt f € C'(D,R"), um (natiirlich mit einer anderen Verfahrensweise) die gleichen
Schlufifolgerungen iiber ¢ zu ziehen. Damit gilt die Implikation f € C' = Prolongation
FeC'= el 0O

¢ besitzt sogar stetige beziiglich ¢ und § gemischte zweite Ableitungen. Denn V' = Dep
geniigt der DGI (4.13), also existiert V' = D, D¢y, und es ist

DyD¢p = (Dyf 0 9)Dep = De(f o p) = Dep = DeDyop.

Durch Betrachtung iterierter Prolongationen folgt induktiv die Implikation f € C*(D,R*) =
o € C*(W, D), k € N. Natiirlich ist dann mit festem ¢ auch ¢;(+) = (¢, -) von der Klasse C*
(wir verwenden diese Sprechweise auch fiir den Trivialfall D; = domep; = 0)). Da ¢|D; — D,
bijektiv und (p;)~" = ¢_; ebenfalls C* ist, erweist sich ¢; als Diffeomorphismus der Klasse
C*k.

Im Ergebnis der vorausgegangenen Untersuchungen haben wir
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Satz 4.7 In der DGl & = f(z) sei f € C*(D,R"), k € {1,2,...,00}. Dann gilt
(i) Die allgemeine Lisung ¢ : (t,€) — @(t, &) ist von der Klasse C*(W, D).

(ii) Die partielle Ableitung D¢y ist nach t stetig differenzierbar und lGst das lineare An-
fangswertproblem DyDep = (Dyf o ¢)Dep, Dep(0,€) = E.

(iii) Der durch f erzeugte lokale Fluff F = {pt € R}, ¢i(v) = @l(t,+), ist eine Familie
lokaler Diffeomorphismen, ¢, € Diff *(Dy, D_,), wobei D, = {x € D|t € I(x)} offene
Teilmenge von D ist. Es ist ¢, = idp, (¢1) ' = ¢4, und es gilt
(010 ps)(x) = Yrys(x) mit allen x € D, fiir welche die linke Seite definiert ist. |

Die Untersuchung des Flusses einer autonomen DGI wird im Kapitel 4.5 fortgesetzt. Vorher
betrachten wir zwei Anwendungen.

4.4 Variationsgleichungen, lineare Approximationen

Wir betrachten die Losungen ¢(-,&,) | I(&) — D und ¢(,&) | I(§) — D der DGl & =
f(x), f € C'(D,R"), zu benachbarten Anfangswerten &,,&. Esist 0 € I(&,)NI(£) =: I, und
I ist ein offenes Intervall. Die Losung ¢(+,&,) =: ¢,(+) moge bekannt sein. Setzen wir

VtG[ Qp(taf)_gpo(t) = Z(t)? Z(O):f_go ::Ca
dann ist

() =@t §) — @o(t) = fp(t,€)) = f(o(t))
= [(@o(t) + 2(t)) = fo(t)) = Daf (o(t))z(t) + o([[z(£)]])-

In erster Ndherung (vernachléssigter o—Term) geniigt also z der DGI

2= Daf(po(t))z, (4.16)

das ist gerade der lineare Teil der Prolongation, die Linearisierung der originalen DGI
i = f(x) langs der bekannten Losung ¢,(-). Wir nennen sie auch die Variationsgleichung
beziiglich der Anfangswerte. Ist z(-) die Losung von (4.16) mit normméBig kleinem
2(0) = £ —&,, dann wird ¢,(t) + 2(t) eine brauchbare N&herung fiir ¢(t,£) sein, solange
|2(t)]| klein ist. Im allgemeinen wird das nur fiir kleine |¢| der Fall sein; ¢, + z gibt dann
eine lokale quantitative Approximation, die sich wegen der Linearitét von (4.16) numerisch
sehr schnell berechnen 148t (das kann z.B. bei online-Bahnkorrekturrechnungen fiir Raum-
flugkdrper entscheidend sein).

Besonders bearbeitungsfreundlich ist natiirlich der Fall einer konstanten Losung ¢, : t +— &,
(Gleichgewicht). Wegen der konstanten Koeffizientenmatrix D, f(,) 148t sich z mit den al-
gebraischen Methoden des Kapitels 3.4 berechnen, wobei die Eigenwerte der Matrix eine
dominierende Rolle spielen. Wir werden uns spéter sehr griindlich dafiir interessieren, ob die
Funktionen &, 4+ z(-) in einer Umgebung von &, eine brauchbare qualitative Approximation
der Phasenkurven der originalen DGl & = f(z) darstellen.

Bei vielen Untersuchungen in der qualitativen Theorie der DGIn und in Anwendungen
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(wenn die DGI ein physikalisches System modelliert) ist die rechte Seite von Parametern,
(p1,p2,--.,Pm) =: p € R™, abhéngig,

= f(x,p), r€e DCR", peR".

Genaugenommen liegt damit eine m—dimensionale Schar von DGIn vor, die Grundgebiete
der einzelnen DGIn kénnten auch von p abhéngig sein. Die p—Abhéngigkeit von f iibertrigt
sich auf die Losung, ¢(-,-;p). Die Art der Ubertragung ist von Interesse - besonders in
Anwendungen, wo die Parameterwerte stets mit Meungenauigkeiten behaftet oder gar nur
Schitzwerte sind. Wir beschriinken unsere Uberlegungen auf den Fall von p unabhingiger
Anfangswerte. Dann gilt

Satz 4.8 Ist bei dem parameterabhdngigen Anfangswertproblem

&= f(z,p), z(0) = ¢,

f von der Klasse C', dann existiert fir die Lisung ¢(-,&;p) auch Dpp und ist stetig.

Beweis Wir ersetzen das m—dimensionale Anfangswertproblem mit p—abhéngiger DGI
durch ein n + m—dimensionales Anfangswertproblem mit parameterunabhingiger DGI:

&= f(x,u)
i =0, (2, u)(0) = (& p)-

Jetzt ist p Anfangswert, und Satz 4.7 regelt alles. |

Die Ableitung D, 16st ein lineares Anfangswertproblem. Zu den festen Werten &,, p, sei die
Losung (-, & p0) =: ©o(*) | I(&0, ) — D bekannt. Dann gilt mit benachbartem Parame-
terwert p

o(t, &y p) = €o+/otf(so(s,5o;p),p)ds, t € I(&,p). (4.17)

Fiir alle p ist I(&,,p) N I(&, po) ein nichtleeres offenes Intervall. Nach Satz 4.8 darf in (4.17)
auf beiden Seiten, und rechts unter dem Integral, an der Stelle p, nach p differenziert werden:

t
Dyp(t, &3 po) = 0 + / (D (00(5)s o) Dpp (8, €03 Po) + Dy f (00(5), Po)]ds.
Das bedeutet nach Satz 2.1: D,p(-, &,; p,) ist Losung von

V =D, f(0(t),2o)V + Dy f (2(t),p0), V(0) = 0. (4.18)

SinngeméB heifit diese (inhomogene!) lineare DGl die Variationsgleichung beziiglich des
Parameters.



64

4.5 Globale Fliisse und dynamische Systeme

Im Kapitel 4.3 wurden die Elemente des lokalen Flusses F = {¢; | t € R} eines Vektorfeldes
f € C¥(D,R™), k > 1, als lokale C*—Diffeomorphismen ¢, | D; — D_; nachgewiesen (lokale
Homd&omorphismen, falls f nur Lipschitz-stetig ist). ,Lokal* bezieht sich auf die Tatsache,
daB im allgemeinen D; nur eine echte offene Teilmenge von D ist, die (fiir grofie | ¢|) sogar leer
sein kann - die entsprechenden ¢; werden dann mit dem [leeren Diffeomorphismusidentifiziert.
Unabhéngig von den Glattheitseigenschaften beschreibt Satz 4.5 eine gewisse Struktur der
Menge F, die an die Struktur einer Gruppe erinnert:

- F enthilt das ausgezeichnete Element ¢, = idp (Einselement?);

- F enthilt mit jedem Diffeomorphismus ¢; auch seinen inversen,
(p)) L =¢_s; ¢ und @_; sind also in beliebiger Reihenfolge komponierbar, und es ist

PotO VL= Polp 1 PLOPt=Polp_, (4.19)
(das ist auch bei leerem D, sinnvoll);
- Zwei Elemente ¢, und ¢; sind auf der offenen (mdoglicherweise leeren) Menge
Ds N p_s(Dy N D_y) =: Dy s komponierbar, es ist Dy s C Dyys und
SOt % (105 Dis — SOIH-S De.s (420)

(mit ¢ + s = 0 folgt daraus (4.19)).

Ist fiir wenigstens ein t € R D, eine echte Teilmenge von D, dann ist die Komposition von
Abbildungen, o, keine bindre Operation in F. Denn z.B. die Komposition ¢_; o ¢, fiihrt nach
(4.19) auf ¢, p, » und diese echte Einschréinkung der Abbildung ¢, (mit domep, = D) gehort
per definitionem nicht zu F. Die Verhiltnisse dndern sich schlagartig zum Angenehmen,
falls D, = D fiir alle t € R : o wird zur bindren Operation, (F,o) wird eine Gruppe von
Abbildungen D — D.

D, = D ist nach (4.7) dquivalent mit Vo € D t € I(z). Fiir welche ¢ € R das zutrifft, ist
durch das Vektorfeld f bestimmt. Gehoren alle positiven (negativen) ¢ zu I(z), dann ist die
durch das Vektorfeld f festgelegte Zukunft (Vergangenheit) des Phasenpunktes x zeitlich
unbeschrénkt.

Definition 4.9 Das Vektorfeld f € C*(D,R"), k > 1, heifit
vorwdrtskomplett (future complete), falls Vo € D I(z) D R",
riickwdrtskomplett (past complete), fallsVr € D I(x) D R,
komplett (complete), fallsVx € D I(x) =R

Beispiel 4.10 (a) Jedes lineare Vektorfeld f : f(z) = Az, z € R", ist nach Satz 3.2
komplett.

(b) Das Vektorfeld f: f(z) = z(1—z), x € D C R', ist vorwirtskomplett auf D := (1, +00),
riickwéirtskomplett auf D := (—o0, 0) und komplett auf D := (0, 1), vgl. Beispiel 1.10. O

Die Komplettheit eines Vektorfeldes ist nicht durch ein allgemeines Kriterium zu entscheiden.
Eine hinreichende Bedingung ist nach Satz 2.19 die lineare Beschrinktheit: 30,0 € R* :

[f@) | <ellz] +o
Die praktische Bedeutung der Komplettheit besteht in folgendem. Das glatte Vektorfeld f
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modelliere ein physikalisches System. Jeder Anfangszustand des Systems bestimmt dann
eindeutig einen Prozef}, der zeitlich unbeschrénkt ablduft: aus dem Anfangszustand kann
mittels f auf die Systemzustéinde in ferner Zukunft und in grauer Vergangenheit geschlossen
werden. Geometrisch heifit das, dal der Phasenpunkt bei seiner Bewegung nicht in endlicher
Zeit den Rand von D, wo die durch f dargestellte physikalische Gesetzlichkeit des Systems
zu gelten aufhort, erreicht (bei unbeschrinktem Gebiet D kann also auch || ¢;(x) || nicht in
endlicher Zeit gegen Unendlich gehen: ,,Explosionen kénnen im System nicht auftreten).

Die Bedeutung der Komplettheit eines Vektorfeldes fiir die Theorie offenbart der folgende

Satz 4.11 Der durch ein komplettes Vektorfeld f € C*(D,R*), k > 1, erzeugte Fluffp F =
{o, | t € R} ist eine 1—parametrige Familie globaler Diffeomorphismen, F C Diff ¥(D).
Mit der Komposition o ist (F, o) eine Abelsche Gruppe und homomorphes Bild der additiven
Gruppe (R, +).

Beweis (i) Die Globalitéit der Diffeomorphismen ¢;, d.h., dom ¢, = D fiir jedes ¢t € R, ist
nach (4.7) und Definition 4.9 mit der Komplettheit von f &quivalent.

(ii) Mit D, = D verlangt die Komposition ¢;0¢, keine Einschriankung (in (4.20) ist D s = D),
es ist ¢; 0 s = Yy, und somit konnen ¢ und s vertauscht werden.

(iii) Die DGI & = f(z) bestimmt die Zuordnung h : t — ¢y, d.h. eine Abbildung h | R — F.
Dabei ist insbesondere h(0) = ¢,, h(t+5s) = @15 = props = h(t)oh(s) : hist operationstreu
beziiglich der Gruppenoperationen + und o. [ |

Der Flufl eines kompletten Vektorfeldes ordnet sich der allgemeineren Begriffsbildung des
dynamischen Systems unter.

In Vorbereitung der folgenden Definition soll M eine nichtleere Menge bezeichnen, und A(M)
sei die Menge aller Abbildungen von M auf sich. Die in A(M) unbeschrinkt ausfiihrbare
Komposition, o, von Abbildungen ist eine assoziative Operation, (A(M),o) ist eine Halb-
gruppe mit dem Einselement id,,.

Definition 4.12 Gegeben seien

(i) eine nichtleere Menge M,

(ii) eine Abelsche Gruppe (G,+) und

(iii) eine Abbildung h | G — A(M) : g — h(g) =: @q, @4 | M — M.

Mit F:=h(G) = {¢, | g € G} C A(M) sei dabei

(a) (F,o) eine Gruppe und

(b) h|(G,+)— (F,o) ein Homomorphismus.

Dann heifit (M, G, h) oder auch (M, F) ein dynamisches System mit dem Fluf$ F.

Diese Definition ist weitgehend abstrakt gehalten: M ist eine beliebige Menge, G eine belie-
bige Gruppe mit irgendeiner Gruppenoperation +, h ist unter den wesentlichen Forderungen
(a), (b) irgendeine Abbildung der Gruppe G in die Menge aller Abbildungen von M auf sich.

Fiir die Tatsache, dafl der Homomorphismus h jedem Gruppenelement g € G eine Selbst-
abbildung ¢, von M zuordnet, wird auch die Sprechweise , die Gruppe G operiert auf M*
benutzt, und A wird eine Gruppenaktion genannt. Ist G die Menge der reellen oder der gan-
zen Zahlen mit der normalen Addition als Gruppenoperation, (R, +) oder (Z, +), dann heifit
(M, F) ein kontinuierliches bzw. diskretes dynamisches System.
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Jedes kontinuierliche dynamische System generiert sofort diskrete dynamische Systeme, in-
dem der Homomorphismus & | (R, +) — (F, o) auf die Untergruppe (Z, +) bzw. (oZ,+) mit
a # 0 eingeschrankt wird. Das ist ganz anschaulich! Denken wir wieder ¢ € R als Zeit und
betrachten die Bilder ¢;(K) einer Teilmenge K C M. Dann sehen wir als Aktion von (R, +)
eine stetige Bewegung ¢ — ¢;(K), nach Einschrinkung auf (Z,+) nur noch eine diskrete
(stroboskopische) Folge von Bildern ¢4(K), t = ..., —2,-1,0,1,2,... (die, wenn die Zeit-
einheit 1 physikalisch geniigend klein ist, wie im Kino den Eindruck einer stetigen Bewegung
erzeugen kann).

Numerische Losungsverfahren ordnen sich hiufig in dieses Schema ein: Bei vorgegebener
Schrittweite o berechnet ein Algorithmus A (dessen Interna fiir uns geheimnisvoll bleiben
konnen) mit Hilfe des Vektorfeldes f aus dem Anfangswert = den (mit vorgebbarer Genau-
igkeit angeniiherten) Wert der Losung o, () = A[f(+), @, ] und durch Iteration die diskrete
Folge (Wertetabelle) ¢po(2) = ¢al@r-1)a(®)) = A[f(-), o, 0t—1)a(2)], kK € N.

Ein diskretes dynamisches System muf} jedoch nicht notwendig in der obigen Weise mit
einem kontinuierlichen dynamischen System verkniipft sein, die Gesamtheit der diskreten
dynamischen Systeme ist reichhaltiger als die der kontinuierlichen.

Mit der Definition 4.12 ergibt Satz 4.11 sofort den

Satz 4.13 Ist F = {¢; | t € R} der Fluf eines kompletten Vektorfeldes f € C*(D,R™), k >
1, dann ist (D, F) ein kontinuierliches dynamisches System. |

Letztendlich stammt aus diesem Satz die nicht ganz zutreffende weitverbreitete identifizie-
rende Sprechweise ,,Die DGl & = f(z) ist ein dynamisches System* (vgl. dazu auch Satz 4.16).

Wir kénnen eine autonome DGl nunmehr auch so verstehen, daf§ ihr Vektorfeld f € C*(D,R?),
k > 1, den Homomorphismus % bestimmt, der die Gruppe (R, +) in die Gruppe Diff*(D) -

echter Teil der Halbgruppe A(D) - abbildet. Eigenschaften von f reflektieren sich in range h =

F - echte Untergruppe von Diff *(D). Paradigma: das lineare Vektorfeld, f(z) = Az, erzeugt

die Losungen ¢, (z) = ®(t,0)z (® : Ubergangsmatrix), F ist also eine Gruppe linearer Abbil-

dungen; ist A schiefsymmetrisch, dann ist F eine 1—parametrige Drehgruppe. (Vgl. Kapitel

3.3, in der dort benutzten Schreibweise ist ¢, = Ly ,.)

Im Zusammenhang mit einem allgemeinen dynamischen System fiihren wir einige Begriffe
ein, die uns von den DGIn nicht fremd sind.

Definition 4.14 Sei (M, F), F ={¢, | g € G} C A(M), ein dynamisches System. Dann
heiffen M : Phasenraum, G x M : erweiterter Phasenraum. Zu festem x € M heifst
die Abbildung () | G = M : g — ®,(9) := p,(x) Bewegung von x unter dem Flufs
F, ihr Wertevorrat range ®, = ®,(G) ist der Orbit durch x. (®,(-) ist eine Parameterdar-
stellung des Orbits.) ®,(G) heifit p-periodischer Orbit, falls ein vom neutralen Element
verschiedenes p € G existiert, mit dem gilt: Vg € G ®,(g+p) = P.(g). T € M ist Fixpunkt
des Flusses, falls Vg € G ¢,(z) = Z, d.h., ®3;(G) = {Z}; der Orbit durch T ist eine
einelementige Menge.

Im Fall einer DGI ist das Zylindergebiet R x D der erweiterte Phasenraum, die Bewegung
von z ist t — ®,(t) := (), ein p—periodischer Orbit, ®,(t + p) = D, (¢) fiir alle t € R,
ist eine geschlossene Kurve im R", die den Punkt x enthilt, ein Fixpunkt Z entspricht einer
konstanten Losung der DG, (t,7) = 7 fiir alle t € R.
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Die bekannte Tatsache, daf§ sich Phasenkurven autonomer DGIn nicht schneiden (siehe Satz
4.1 und Bemerkung), ist in dem folgenden allgemeineren Satz enthalten.

Satz 4.15 Je zwei Orbits eines dynamischen Systems sind disjunkt oder identisch, d.h.,

Yo,y € M ®,(G)Nd,(G) =0 V 3,(G) = d,(G).

Beweis Angenommen, die beiden Orbits sind nicht disjunkt, dann gibt es ein z € M mit
z € ®,(G)Nz € ®,(G). Da z in beiden Wertevorriten liegt, heifit das 3g; € G : 2z = ®,(¢g1) =
g, (), somit ist © = p_4 (2), und Jgp € G : 2 = Py (g2) = @y, (Y).

Damit folgt aber fiir beliebiges g € G: ¢,(2) = (©g090_g,)(2) = ©g—g,(2) = (Pg—g, 0Py, ) (y) =
©g—gi+9>(y), also Vg € G @,(g) = ®,(g — g1 + ¢2), und fiir die Wertevorrite gilt ®,(G)
®,(G), da mit g auch g — g1 + g» die ganze Gruppe G durchluft.

Bemerkung Die im Satz formulierte geometrische Eigenschaft der Orbits hat ihren Ur-
sprung in den algebraischen Eigenschaften des Flusses. Nur eine andere Fassung des Satzes
4.15 ist die Aussage:

Die Menge aller Orbits eines dynamischen Systems bildet eine Zerlequng des Phasenraumes,
das Phasenportrait P(M, F). O

Im Fall eines kontinuierlichen dynamischen Systems, das von einer DGI erzeugt ist, sind
die Orbits genau die Kurven, die auf das Vektorfeld passen. Es ist klar, dafl der Begriff
des Phasenportraits auch fiir nichtkomplette Vektorfelder sinnvoll ist (einziger Unterschied:
nicht alle Orbits haben eine Parameterdarstellung ®,(-) mit R als Parameterintervall).

Wir iiberlegen uns im folgenden, dafl umgekehrt jedes kontinuierliche dynamische System
mit einem Phasenraum D C R™ unter einer zusétzlichen Glattheitsforderung ein komplettes
Vektorfeld auf D generiert.

Sei also ein FluB F = {p, | t € R} C Diff*(D), k > 1, D C R*, gegeben. Der Fluf
soll in folgendem Sinn glatt sein: Mit beliebigem festen x € D ist die Funktion ¢ — ¢;(x)
(d.h., die Bewegung ®,(-)) bei ¢t = 0 differenzierbar und die dadurch definierte Funktion

f() x> % li=0 i(x) sei C¥,
vz eD 3% o on(x) = f(z) und f(-) € CH(D,R™). (4.21)

f(-) ist ein durch den FluBB F definiertes Vektorfeld der Phasengeschwindigkeit. Mit diesem
Vektorfeld betrachten wir die DGl & = f(x). Ist ¢(-,-) die allgemeine Losung, dann ist
W(0,x) =, P(t,x) = f(t,z)), ¥(0,2) = f(z). Ein Vergleich mit den obigen Eigenschaften
von @, (-) ergibt mit dem Unitétssatz sofort ¢ (-, z) = ®,(-), und da ®,(-) auf ganz R definiert
ist, hat auch ¢ (-, z) bei beliebigem = € D das Maximalintervall I(z) = R : das Vektorfeld f
ist komplett, und fiir alle ¢ € R und alle z € D ist ¢, (z) = ¢i(x).

Satz 4.16 Ein kontinuierliches dynamisches System (D, F), F = {¢, | t € R} C Diff*(D),
das im Sinne von (4.21) glatt ist, induziert auf D ein komplettes C*— Vektorfeld f. Der durch
f erzeugte Fluff stimmt mit F diberein. |
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4.6 Phasenportraits

In der Folge werden nur noch kontinuierliche dynamische Systeme bzw. durch glatte Vek-
torfelder erzeugte Fliisse betrachtet. Jede Bewegung ®,(-) ist nach ¢ differenzierbar. Ist die
Ableitung @, identisch gleich Null, dann ist ®,(t) = = fiir alle ¢ € R, der Orbit durch z ist
®,.(R) = {z}, x ist ein Fixpunkt des Flusses. Ist ®,(-) nicht konstant, dann ist der Orbit
durch z Bild einer nichttrivialen differenzierbaren Kurve, fiir die ®,(¢) = f(®,(t)), t € I(x),
gilt. Der Orbit ist glatt (besitzt eine Tangente) in allen Punkten mit f(®,(¢)) # 0.

Definition 4.17 Eine Nullstelle des Vektorfeldes f € C*(D,R*), k > 1, d.h., z € D :
f(z) = 0, heift singuldrer Punkt von f. Der singulire Punkt T heifit nichtentartet
(= einfach) bzw. entartet (= nichteinfach), falls die Jacobimatriz D, f(x) regqulir bzw.
singuldr ist.

Satz 4.18 (i) T € D ist Fizpunkt des Phasenflusses F gdw. T singuldrer Punkt der Phasen-
geschwindigkeit f ist.
(11) Finfache singulire Punkte sind isoliert (hdufen sich nicht in D).

Beweis (i) Ist Z Fixpunkt, dann ist Vt € R ¢,;(Z) = ®;(t) = Z und somit ®;(¢) =
f(®z(t)) = f(Z) = 0. Ist T singuldrer Punkt, f(Z) = 0, dann hat das Anfangswertpro-
blem & = f(x), z(0) = 7, die einzige Losung (-, %) = Z, also gilt V¢t € R ®;(t) = Z.

(ii) Sei f(z) =0, D,f(z) regulir. Dann besitzt die Gleichung f(z) = y das Losungselement
(z,0) € R” x R und ist in einer Umgebung U(z,0) eindeutig nach x auflésbar. Zu y = 0
gehort also nur z, d.h. z ist einzige Nullstelle von f in U(z,0) N (R™ x {0}). |

Bemerkung Entartete singuldre Punkte koénnen sich hdufen. Betrachte die Beispiele mit
n=2 f(a) = (@ + 0% @R = @) @) = (@) + 2 (2 (@2 =

Folgerung a) Fixpunkte (des Flusses) und singulidre Punkte (des Vektorfeldes) fallen zu-
sammen.
b) Entlang eines nichttrivialen Orbits ist die Phasengeschwindigkeit verschieden von Null,
jeder solcher Orbit ist glatt.
c¢) Es gibt drei topologisch verschiedene Typen von Orbits:

(i) Punkte (®,(-) konstant),

(ii) nichtgeschlossene glatte Jordanbogen (®,(-) nichtperiodisch),

(iii) geschlossene glatte Jordanbogen (®,(-) periodisch, nichtkonstant).
d) Ein singulérer Punkt Z ist niemals Element eines Orbits vom Typ (ii) oder (iii)! {z} kann
Grenzmenge einer Losung (-, z) sein (Fig. 4.5), dann ist wegen Satz 2.12 & = tlgrnoo P, (t)

oder 7 = lim ®,(t) ({} ist w— oder a—Grenzmenge). O

Nach den vorangegangenen Uberlegungen ist klar, daff im Phasenportrait fast alle wesentli-
chen Informationen iiber die erzeugende DGI (und damit iiber das durch die DGI modellierte
physikalische Hintergrundsystem) gespeichert sind. In den Punkten der glatten Orbits ist
durch die Tangente die Richtung, bei gegebener Durchlaufung der Orbits (im Sinne wach-
sender Zeit t) auch die Orientierung der Phasengeschwindigkeit festgelegt, damit ist das
Vektorfeld der Phasengeschwindigkeit bis auf seine Norm bekannt: f(z) = a(x)g(x), a(z) >
0, a(z) = 0 genau auf den einelementigen Orbits, g(x) bekannt, wobei (z.B.) || g(z) ||= 1.
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Fig.4.5

Definition 4.19 Sei {¢;} der (lokale) Flup zum Vektorfeld f € C*(D,R*), k > 1. Eine
Menge S C D heifit positiv (negativ) invariant beziiglich f, falls

(i) VeeS Rt CI(z) (R™ C I(z)) und
(i1) Ve € S Vt e R (t e R™) ¢y(x) € S.

S heifit tnvariant, falls S positiv und negativ invariant ist.

Bemerkung (a) Jeder Orbit ®,(R) ist eine invariante Menge (y € ,(R) = y = ¢, () =
0i(y) = P, () € ,(R)). Das Phasenportrait eines kompletten Vektorfeldes ist somit eine
,Blatterung“ des Phasenraumes in invariante Mengen.

(b) Ist S eine invariante Menge fiir f, dann ist die Einschrinkung f|s ein komplettes Vek-
torfeld auf S. Ist n = 3 und S ein glattes Flichenstiick, dann muf} offensichtlich f in jedem
Punkt von S tangential zu S sein.

(c) Invariante Mengen konnen eine sehr komplizierte Struktur besitzen. Wichtige einfache
Beispiele folgen im Kapitel 4.10.

(d) S =0 ist invariante Menge fiir jedes Vektorfeld. O

Wir zeigen im folgenden, dafl in D liegende beschrinkte Grenzmengen von Ldsungen inva-
riante Mengen sind. Grenzmengen wurden in Kapitel 2 eingefiihrt, doch beginnen wir hier
zunéchst nochmals mit einer

Definition 4.20 ¢(-,£) sei die Losung des AWP & = f(x), z(0) =&, mit f € C'(D,R"),
D C R Essei Rt C I(§) (R™ C I(€)).

z* € R heifit w— Grenzpunkt (a— Grenzpunkt) der Lisung, falls eine Folge (t,) exi-
stiert, so daff x* = limy, o p(t,,&) (x* = limy, ., o @(t,,£)). Die Menge aller x* heifst
w— Grenzmenge w(f) (a— Grenzmenge «(f)).

Bemerkung w(§) existiert nicht, falls 7(£) nach oben beschrinkt ist; w(&) ist leer gdw.
limy o0 || (¢, &) ||= +00 ist; w(€) muB nicht in D liegen! (Entsprechendes fiir a(£).) O

Beispiel 4.21 (n=1), 2 = 2(1 — z), D = (0, +00) (vgl. Beispiel 1.10).
a(€) : {0} ¢ D fiir £ € (0,1), {1} fiir £ = 1, nichtexistent fiir £ > 1
w(&) : {1} fiir jedes €. O

Lemma 4.22 Ist w(&) eine nichtleere beschrinkte Teilmenge von D, so ist w(§) eine inva-
riante Menge.

Bemerkung Da jede Grenzmenge abgeschlossen ist, ist dann w(§) kompakt. 0
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Beweis Sei ¢ € w(£). Dann existiert eine Folge (t,), t, < t,41, t, — 400, mit ¢, (§) —
q, v — o0o. Zu festem i € N sei t € [—t;, +00).

Dann ist (Lemma 4.2) t € I(¢y,(€)) = I(§) — t; und damit t € I(py, (€)) fiir jedes v > i.
Nun sei s € I(g). Dann gibt es ein i € N, so daBl s € I(¢) N [—t;, +00), und fiir jedes v > i

ist @514, (€) = @s(n, (€))- Da @s(-) stetig ist, ist
ws(q) = @s(lim oy, (§)) = lim @14, (§) € W(§)-

Das Kompaktum w(&) hat einen positiven Abstand von dD. Also kommt der Orbit durch ¢
dem Rand von D nicht beliebig nahe, somit ist nach Satz 2.12 I(¢) = R. |

Bemerkung Ist w(§) einelementig, w(£) = {Z}, so ist T ein Fixpunkt des Flusses. Bei einer
periodischen Losung ¢(+, ) sind «(§) und w(€) mit dem Orbit ®(R) identisch.
Bei n = 1 sind Grenzmengen stets einelementig. O

Ohne Beweis (s. dazu z.B [1] oder [10]) geben wir noch den folgenden Satz von Poincaré
und Bendixson an, der die Struktur von Grenzmengen im R? beschreibt.

Satz 4.23 Sei D C R?, und das Vektorfeld f € C'(D,R?) besitze nur endlich viele sin-
gulire Punkte. Ezistiert zum Punkt £ € D die w— Grenzmenge, ist ) # w(§) C D und w(§)
beschrdnkt, dann liegt genau eine der folgenden Moglichkeiten vor:

(1) w(&) besteht aus einem Punkt (dieser ist Fizpunkt des Flusses),

(i) w(&) besteht aus einem geschlossenen glatten Jordanbogen (dieser ist ein periodischer

Orbit),

(111) w() besteht aus endlich vielen Punkten (Fizpunkte des Flusses) und glatten Bdgen
(Orbits), die diese Punkte verbinden (und den Zusammenhang von w(&) garantieren). B

In vielen wichtigen Fillen von DGIn ist bekannt, dafl der Phasenraum die disjunkte Verei-
nigung invarianter Mengen (,,Fldchen“ fester oder verschiedener Dimension) ist (s. Kapitel
4.10), so daB, genaugenommen, das auf solche Flichen eingeschréinkte Vektorfeld zu unter-
suchen ist.

Diese Tatsachen weisen darauf hin, dafl es sowohl theoretisch wie aus Griinden der Anwen-
dung erforderlich ist, DGIn bzw. Vektorfelder auf anderen Mengen als Gebieten des R" zu
studieren (DGIn auf Mannigfaltigkeiten). Das wiirde den Rahmen dieses Hauptteiles des
Skriptums sprengen.

4.7 Vergleich von Phasenportraits

Ist das Phasenportrait visuell gegeben (mit orientierten Orbits), dann 148t sich jede Bewe-
gung t — P, (t), d.h. jeder ablaufende ProzeB}, qualitativ (bis auf die Norm der Phasen-
geschwindigkeit; iiber diese weil man nur, daf} sie klein ist in der Nihe von Fixpunkten)
durch Verfolgung des entsprechenden Orbits erfassen und die Systemzukunft erkunden. Fiir
letzteres sind oft Aussagen wie ,,das System geht gegen einen Gleichgewichtszustand“ oder
,die Bewegung approximiert fiir grofle Zeiten einen periodischen Prozef* von Interesse und
ausreichend. Dafiir braucht des Phasenportrait nur bis auf homéomorphe (diffeomorphe) Ver-
zerrungen bekannt zu sein. Es wére niitzlich zu wissen, wie ein Vektorfeld manipuliert (evtl.
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vereinfacht) werden kann, um das Phasenportrait nur in diesem Rahmen zu veréindern. Ein
Vektorfeld f, das ein physikalisches System modelliert, ist immer mit ungenauen Parame-
terwerten und/oder Unsicherheiten seiner analytischen Struktur behaftet. Genaugenommen
kann f nur dann als mathematisches Modell akzeptiert werden, wenn trotz der Unsicherhei-
ten wesentlich ein Phasenportrait erzeugt wird, mit anderen Worten, wenn Stérungen des
Vektorfeldes, f(-) — f(-) +g(-), hochstens zu hombomorphen Verinderungen des Phasen-
portraits fiihren, das Vektorfeld in diesem Sinne strukturell stabil ist. Diese Betrachtungen
fithren auf folgende Definitionen.

Definition 4.24 Die Flisse {¢;} und {i;} heiflen C*—konjugiert (k > 0), wenn ein
C*—Diffeomorphismus H € Diﬁ’k(D,D’) existiert, fir den das Diagramm

p A p

@i Lt (4.22)

p L
kommutiert, d.h., wenn
(H o) (z) = (¢ 0 H)(z) (4.23)
fir alle (t,x), fir die beide Seiten definiert sind.
Bemerkung (a) Unter C°—Diffeomorphismen sind Homéomorphismen zu verstehen.

(b) C*—Konjugiertheit ist eine Aquivalenzrelation (von Fliissen bzw. Vektorfeldern).

(c) H iiberfiihrt die Orbits von {¢;} in die Orbits von {¢,} unter Erhaltung der ¢t—Skalierung.
(Beachte H(z1) = H(py, (v)) = by, (H(x)) = 1y, (y) - vgl. Figur 4.6.) 0

Rn

Hzs) = v (y) .
H(x1) =, (y) N

Fig. 4.6

Lemma 4.25 [ und g seien glatte Vektorfelder auf D bzw. D', die zugehirigen Flisse {p;}
und {1} seien C*—konjugiert, k > 1. H € Diff *(D, D') kommutiert mit den Fliissen gemdifs
Diagramm. (4.22) gdw.

Ve € D DH(x)- f(z) = g(H(x)). (4.24)
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Beweis (i) Mit jedem festen x € D gilt (4.23) fiir alle ¢ aus einer Umgebung von Null.
Differentiation nach ¢ an der Stelle ¢t = 0 ergibt (4.24).

(i) Es gelte (4.24). HopoH ™ =: 1), definiert einen Flufl auf D’ (nachpriifen), das erzeugende
Vektorfeld ist & |,_o ¢, =: g, also g(y) = DH(H™'(y))- f(H™'(y)) = g(y). Damit ist ¢, = ¢,
und es gilt (4.23). |

Zur Veranschaulichung der beiden Vektorfelder denken wir uns D und D’ in zwei verschiede-
nen Kopien des R™ liegend. Der Punkt z € D wird auf den Punkt H(x) =: y € D' abgebildet.
Der in z angeheftete Vektor f(z) wird der linearen Transformation f(z) — DH(z) - f(x)

unterworfen (Berechnung neuer Vektorkoordinaten: fi(z) — S H), (z)f7(z)), der Bildvek-
=1

107

tor wird im Punkt y € D’ angetragen. Die so entstehenden Vektoren g(y) bilden den range
des Vektorfeldes g. Vgl. Figur 4.7. g ist das durch den Diffeomorphismus H von D auf D’

R” S R
D \ D |
g \, | |
! ! | |
| f@ , H_ | 9(y) 1= DH(x)f (z)
l\ .///// : :
L w=H@)
Fig. 4.7

tberpflanzte Vektorfeld f: der pushforward von f unter H, Schreibweise

g=H.f.

Umgekehrt ist f : z — (DH(z)) 'g(H(z)), also f = (H ').g der pushforward von g unter
H~'. Wir schreiben dafiir

f=Hg
und nennen f den pullback von g unter H.
Sprechweise Ist H € Diff*(D, D') und kommutiert das Diagramm (4.22), dann heifien die

Fliisse {¢;} und {¢»} H—konjugiert. Ist £ > 1 und ¢ = H,f, dann nennen wir auch die
beiden Vektorfelder H—konjugiert.

Zu gegebenem Vektorfeld g auf D’ und gegebenem Diffeomorphismus H € Diff *(D, D’), k >
1, ist f := H*g das einzige Vektorfeld auf D, dessen Flul zum Flufl von ¢ H—konjugiert ist.

Beispiel 4.26 (n = 2)
D ={(y, )0 <yl <7m/2, 0<y?}, D:={(z",2?)|z' >0, 22 >0}.
g(y) = (1,0)".
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H e C®(D',D): (y',y?) — (z',2?) := (y* cosy’, y?siny).
H ist Diffeomorphismus mit A" =: H : (z',2?) = (arctan Z;, /(21)2 + (22)2).
f = H,g bedeutet f(H(y)) = DH(y) - g(y), f(x) = DH(y)- 9(Y)|ly=m()- Vgl. Figur 4.8.

—y?siny! cosy! 2

F . . - —T . . 2 1
DH(y) = 2 cosy! siny! ), somit f(z) = ( ol ) Im Bildraum sind (y?,y') als
Polarkoordination deutbar. Die Orbits der konjugierten Fliisse sind Stiicke von horizontalen
Geraden in D’ bzw. konzentrischen Kreisen in D. Il

y2 | | :r2|
ST D
N | |
'WDH(y)g(y) X !
a | H | /(@)
Lo | e |
: vy 9(y) | : N
| | | r= ()
L - yl ______________ 1‘1
2
Fig. 4.8

Das im Beispiel beobachtbare Phéinomen, dafl ein Vektorfeld mittels eines Diffeomorphis-
mus (hier H~') auf ein konstantes Vektorfeld abgebildet wird, gilt in grofer Allgemeinheit,
namlich fiir jedes Vektorfeld lokal bei jedem nichtsinguldren Punkt. D.h.; in der Umgebung
eines Nicht-Fixpunktes ist jeder Fluf C'—konjugiert zum Fluf} eines konstanten Vektorfeldes.

Satz 4.27 (iiber die Existenz einer flow box) Sei f € C'(D,R"), f(&) # 0. Dann gibt
es eine Umgebung U C D des Punktes & und einen Diffeomorphismus H von U aufV C R”,

so dapVy €V g(y):= (H.f)(y) = (1,0,...,0)T.

Beweis O.B.d.A. kiénnen wir f1(£) # 0 annehmen. Wir konstruieren zunéichst mit Hilfe
der Elemente ¢;(-) = ¢(t,-) des Flusses von f folgende Abbildung

Hiy=(@'\ . .,y")—a=Hy) =pl E.€+y" ... +y"),
deren Domain eine Umgebung von y = 0 ist. Es ist H(0) = &. Koordinatenweise ist 2 =
O (y', & + ¥ 62y®). Damit berechnet sich
a=2
DI:I(O) = (fz(g)a 62)2’:1,...,71; a=2,...,n

als nichtsingulire Matrix. Folglich existiert eine Umgebung V(0) C domH, so da$ (einge-
schrinkt auf V)

H e Diff (V(0),U(£)), mit U(&) = H(V(0)) C D.
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Wir fixieren einen beliebigen Punkt y, = (0,y2,...,4") € V. Dann gibt es ein (maximales)
offenes Intervall I, mit 0 € I, so daB Vt € I, y; := (t,y2,...,y") € V. Mit z, := (£}, &% +
Y2, .. 6" 4 ym) ist H(y,) = o(t, x,). Somit bildet H die Geradenstiicke {y|t € R} N V(0)
auf die Orbitstiicke ®,,(I,) C D ab. Vgl. Figur 4.9. Die Geradenstiicke mit dieser Pa-
rametrisierung sind Stiicke von Orbits zum Vektorfeld ¢ : g(y) = (1,0,...,0)T; ist {4}
dessen Fluf, so bedeutet die obige diffeomorphe Zuordnung der Orbits nichts anderes als die
C'—Konjugiertheit der (auf V bzw. U eingeschriinkten) Fliisse {¢,} und {¢,} : Hotp, = p,0H
auf V. Nach Lemma 4.25 ist f = H,g und, mit H := H~', somit H,f = g auf V. |

o~ T

~
~
~

n - = n s =~
Y 7 N x 7 |
L U ~
/
-7 Vo I |
’ ! | | Pt N
|
\ Zo )
|
1Yo ?it ; I:I \\ !
// // = \\ f(f
/ AN fl
\\\L

N
N
(o)
\
\
\
)
/
/
P -~ //
xl

Fig. 4.9

Bemerkung (a) Der Diffeomorphismus H bildet (lokal) die Orbits des Flusses zum Vek-
torfeld f auf die Fluflinien einer Parallelstromung mit der konstanten Geschwindigkeit
g(y) = (1,0,...,0)T ab. H wird eine flow box genannt. Beispiel 4.26 ist eine konkrete
flow box. Deutet man y = H(x) nicht als Abbildung, sondern als Koordinatentransformati-
on, dann gibt Satz 4.27 die Existenz lokaler krummliniger Koordinaten y, deren y'—Linien
gerade die Orbits von f sind.

(b) Die Existenz einer flow box wurde konstruktiv bewiesen. Die flow box ist ohne Nutzen
fiir die praktische Integration einer DGI, da der Diffeomorphismus H ja gerade mit Hilfe
der allgemeinen Losung der DGI konstruiert wurde. Thre Bedeutung kommt aus der Struk-
turaussage: in einer Umgebung eines nichtsinguldren Punktes ist das Phasenportrait eines
C' —Vektorfeldes diffeomorphes Bild einer Schar paralleler Geraden. Die Ausdehnung dieser
Umgebung U = domH wird offensichtlich wesentlich durch den n#chstgelegenen Fixpunkt
restringiert: in U kann kein Fixpunkt (einelementiger Orbit!) liegen, da in V' = H(U) kein
solcher vorhanden ist.

(c) Eine unmittelbare Konsequenz des Satzes ist die folgende. f und f’ seien glatte Vek-
torfelder auf D bzw. D’ (Gebiete des R"), £ und &' seien zugehorige nichtsingulére Punkte.
Dann gibt es Umgebungen U(£) und U’(£), so daB die auf U bzw. U’ eingeschrénkten Fliisse
von f bzw. f' C'—konjugiert sind. O

Aus alledem folgt, dal alle Besonderheiten, in denen sich Vektorfelder bzw. Fliisse lokal
wesentlich unterscheiden konnen, in der Umgebung von singuldren Punkten zu suchen sind.
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Beispiel 4.28 Zwei Vektorfelder auf R? : f(x) = (—2%,21)T, g(x) = (2!, 2?)T. Die beiden
Phasenportraits bestehen aus dem Ursprung (0,0) als Fixpunkt und dazu konzentrischen
Kreisen bzw. von (0,0) ausgehenden Halbgeraden. Die beiden Fliisse sind lokal bei z =
(0,0) nicht C°—konjugiert, denn es gibt keinen Homéomorphismus, der geschlossene Kurven
(Kreise) auf nichtgeschlossene Kurven (Geradenstiicke) abbildet. O

Unter weiteren Voraussetzungen iiber das Vektorfeld in einem singulidren Punkt sind weiter-
gehende Aussagen iiber C°—Konjugiertheit moglich.

Definition 4.29 FEs sei f € CY(D,R") und f(&,) = 0. Besitzt jeder Figenwert X € C der
Linearisierung D f(&,) einen von Null verschiedenen Realteil, dann heifit £, ein hyperboli-
scher Fixpunkt des Flusses von f.

Hyperbolische Fixpunkte sind stets einfach und isoliert (s. Definition 4.17 und Satz 4.18.)

Satz 4.30 (Satz von Hartman und Grobman) &, sei hyperbolischer Fizpunkt des Flus-
ses {1} zum Vektorfeld f € C'(D,R"). Dann sind die Fliisse von f und des linearisierten
Vektorfeldes x — Df(&,)x lokal bei &, bzw. 0 C°—konjugiert.

Beweis Vgl. [1] oder [7]. |

Der Fluf§ des linearen Vektorfeldes x — D f(&,)2 wird durch die Ubergangsmatrix ®(t,0) =
ePIE)t = (Do) (&,) gegeben (vgl. Kapitel 4.3). Dann besagt die Konklusion des Satzes

4.30: es gibt Umgebungen U von &, und V' von 0 und einen Homéomorphismus H | U — V,
so daf3

(H o gi)(x) = "1V H (2)

fiir alle die (¢, x), fiir die beide Seiten definiert sind. In einer Umgebung eines hyperbolischen
Fixpunktes gibt somit das Phasenportrait der linearisierten DGl das Phasenportrait der
nichtlinearen DGI bis auf Homdomorphie richtig wieder.

Die im Satz gefolgerte C'°—Konjugiertheit ist im allgemeinen selbst dann nur lokal, wenn &,
der einzige Fixpunkt von {¢;} ist, das zeigt

Beispiel 4.31 (n = 2).
f(l‘ay) = (_y +£L’(]_ - xQ - y2)7 T +y(1 - xQ - yQ))Ta (l‘ay) S RQ'

Einziger Fixpunkt ist £, = (0,0). Der Einheitskreis ist periodischer Orbit (denn (cost,sint)
ist Losung der DGI (z,9)" = f(x,y)). Die Linearisierung bei &, ist

(v) =eron(5)=(3 3)(5)

Eigenwerte sind 1+, 1 —1i: &, ist hyperbolisch, keine der Lésungen der linearisierten DGI ist
periodisch. Die gleiche Argumentation wie in Beispiel 4.28 ergibt, dafl die Umgebung U (&,)
den Einheitskreis nicht enthalten kann. 0]

Das folgende Beispiel zeigt, dafl bei nichthyperbolischem Fixpunkt die Linearisierung im
allgemeinen kein lokal homdomorphes Bild des Phasenportraits liefert (vgl. aber das Beispiel
der Pendelschwingungen in Kapitel 4.10).
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Beispiel 4.32 (n = 2).
flz,y) = (y—z(2* + %), —z —y(@*+%)7, (z,y) € R%.

Einziger Fixpunkt ist &, = (0,0). Die Linearisierung bei &, ist

(v) =pron(5)=(20)(5)

Eigenwerte sind 7 und —i: &, ist nicht hyperbolisch, aufler dem Fixpunkt sind die Orbits
der Linearisierung konzentrische Kreise. Der Ansatz x(t) = r(t) cos ¢ (t), y(t) = r(t) sin)(t)
iiberfiihrt die DG1 (&, 9)” = f(z,y) in # = —r3, ) = —1 (vgl. Beispiel 2.14): auBer dem
Fixpunkt sind die Orbits Spiralen. Somit konnen die Fliisse von f und Df(&,) auf keiner
Umgebung von &, C'°—konjugiert sein. O

Die Sétze 4.27 und 4.30 geben Teilantworten auf die folgende

Frage Sei f € C*(D,R*), k> 1, £ € D, und jef, p € {0,...,k—1}, das pte Taylorpolynom
von f an der Entwicklungsstelle £ (5¢f(x) = f(£), jglf(:c) = f(&) + %Df(f)(:r — &) usw.), so
daB f(x) = j¢f(x) + o(||  — £ [|P*"); durch welches Taylorpolynom kleinster Ordnung p ist
lokal bei & der Flufl von f qualitativ (d.h. bis auf C°—Konjugiertheit) festgelegt?

Antworten:
1. Falls f(§) # 0:p =0 (Flow box).
2. Falls f(¢) = 0 und & hyperbolisch: p = 1 (Hartman-Grobman).

f(&) = 0 und £ nichthyperbolisch erfordert tiefere Untersuchungen.
Abschlieflend folgen noch zwei Sétze iiber die Konjugiertheit linearer Vektorfelder.

Satz 4.33 Seien f:x— Ax und g : x — Bx zwei lineare Vektorfelder auf R™.

(i) Die Fliisse von f und g sind genau dann lokal bei x = 0 C'—konjugiert, wenn sie linear
kongugiert sind, d.h., wenn der konjugierende Diffeomorphismus ein linearer Isomorphismus
des R™ ist.

(11) Lineare Konjugiertheit liegt genau dann vor, wenn A und B dhnliche Matrizen sind.

Beweis (i) Mit H € Diff'(U(0),V(0)) gelte (H o e*)(z) = (eP* o H)(x). Ableitung nach =
an der Stelle z = 0 ergibt DH(0)et = eB*DH(0), d.h., mit C := DH(0) konjugiert x — Cx
die Fliisse.

(ii) Cet = ePIC & M = C'ePIC = e¢7'BC o A = C~'BC, vgl. Lemma 3.26. Der Rest
ist lineare Algebra. [ |

Satz 4.34 Seien f :x +— Ax und g : v — Bz zwei lineare Vektorfelder auf R”, und £, = 0
set hyperbolischer Fixpunkt fiir beide Flisse. Die Fliisse von f und g sind genau dann global

C°—konjugiert, wenn die Anzahl der Figenwerte mit negativem Realteil fiir beide Matrizen
A und B dieselbe ist.

Beweis [2] |
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4.8 Das Phasenportrait der ebenen linearen DGI

Autonome lineare (homogene) DGIn sind nach Kapitel 3.4 mittels linearer Algebra explizit
l6sbar, bestimmendes Element fiir die Losungen ist das Spektrum der Koeffizientenmatrix.
Die niedrige Dimension n = 2 ermdoglicht wegen der wenigen Eigenwertkonfigurationen einen
Uberblick iiber alle moglichen Phasenportraits (in R?) und eine erschopfende Klassifikation
der Fixpunkte.

Mit « € R? untersuchen wir & = Az, A= ( Z Z

0=det(A—AE) =X —sA+A mit s=a+d=1trA, A =detA, demgemif sind die

) € R?*2. Die Eigenwertgleichung ist

12 AL

Eigenwerte A = 15+ 1

2
Bemerkung In der folgenden Klassifikation werden Koeffizientenmatrizen A verwendet,
die typisch fiir die jeweilige Eigenwertkonstellation sind. Jede DGI ¢y = By, y € R?, mit der
gleichen Eigenwertkonstellation 148t sich durch eine reguldre Transformation y = Qz in die
Form & = Az iiberfithren. Demgemaéf folgen die Phasenportraits der allgemeinen Fille durch
eine lineare Transformation des R? aus den speziellen Portraits in den folgenden Figuren.
Vergleiche dazu im Kapitel 4.7. Die durch die folgende Einteilung entstehenden Klassen sind
verschieden von den Aquivalenzklassen sowohl der C°- als auch der C'-Konjugation (vgl.
Definition 4.24 und die daran anschlieBende Bemerkung).
Die im folgenden verwendeten Attribute stabil und instabil sind ein Vorgriff auf Kapitel 4.9.
O

(1) A =0 ist kein Eigenwert von A, d.h., detA = A # 0.

Aus Az = 0 folgt: © = 0 ist einziger Fixpunkt, er ist nichtentartet.

(1.1) Sémtliche Eigenwerte sind reell: s > 4A.

(1.1.1) Zwei verschiedene, einfache Eigenwerte, 0 # \; # Ay # 0: s2 > 4A.

A0

Standardtyp der Matrix: A =
0 X

) ;  Losung der DGL: ¢(t,&) = (516)\1t,§26z\2t)T_

(1.1.1.1))\1<)\2<0:)\1:’)/)\2,’}/>1ZS<O,A>O

' =0: Orbit ist positive oder negative wz2-Halbachse,
zum Ursprung hin orientiert.

N
7

€2 =0: Orbit ist positive oder negative z'-Halbachse,
zum Ursprung hin orientiert. -

£ #0: ©*(-,€) ist vorzeichenfest! Elimination von ¢ ergibt
die parameterfreie Darstellung
des Orbits: z! = £1(2%/£2)7, sgnz? = sgn&?.
Orbit ist nach links oder rechts gedffnete Halbparabel,
Orientierung paft sich stetig an die der speziellen Or-
bits an.

(L.L.1.2) 0< A < A Xp=79A,y>1 :s>0,A>0.

stabiler uneigentlicher
Knoten
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1

Analog zum Fall (1.1.1.1) mit vertauschten x!,2? und geinderter Orientierung: instabiler

uneigentlicher Knoten.

(11.13) A <0< A A = —’}/)\2, v > 0. A <.

€' =0: Orbit ist positive oder negative z2—Halbachse,

vom Ursprung weg orientiert. Jl &
€2 =0: Orbit ist positive oder negative z'—Halbachse, -

zum Ursprung hin orientiert. W r
EY2 40 ¢i(-,€),i = 1,2, sind vorzeichenfest! Parameter- \ ‘ K

freie Darstellung des Orbits:
Vel (22762~ .

xt /et = (x*/€*)77 : Hyperbelast. Sattel

(1.1.2) Ein Eigenwert \ # 0 der algebraischen Vielfachheit 2: s? = 4A.

(1.1.2.1) A hat die geometrische Vielfachheit 2.

A0
Standardtyp A = ( L

Losung der DGI: o(t, &) = (€1, €2)TeM.

Orbit ist Halbgerade, Orientierung zum Ursprung hin (A < >

|

0, stabil) bzw. vom Ursprung weg (A > 0, instabil).

/
N

)

stabiler
eigentlicher Knoten

(1.1.2.2) X hat die geometrische Vielfachheit 1.
Al

Standardtyp A = ( 0 )\ ),
Losung der DGI: ¢(t,&) = (€' + t£2,£2)TeM.

Orientierung der Orbits zum Ursprung hin (A < 0, stabil)
bzw. vom Ursprung weg (A > 0, instabil).

stabiler
eigentlicher Knoten

(1.2) Nichtreelle Eigenwerte A1 o = o +io, 0 # 0: s? < 4A.

—0 —&sinot + 2 cos ot

1 2 .t
Standardtyp A = ( ¢ ‘; ); Losung der DGL: o(t, &) = e ( § cosat + P sinat ) _

Lings des Orbits durch & gilt || z(¢) [|?=|| ¢(¢, &) [|?=€e*" || £ ||* .
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(1.2.1) o=0:

Die Orbits sind Kreise; der Ursprung wird im Uhrzeiger-
sinn/im Gegenzeigersinn umlaufen, falls 0 > 0/0 < 0.

(1.2.2) o #0:

Die Orbits sind Spiralen der Ursprung wird im Uhrzei-
gersinn/im Gegenzeigersinn umlaufen, falls 0 > 0/0 < 0
(o > 0: instabil, o < 0: stabil).

(2) 0 ist Eigenwert von A: detA = A =0.

(2.1) 0 ist einfacher Eigenwert von A: s # 0.

Aus Ax = 0 folgen Fixpunkte, die eine ganze Gerade
ausfiillen; alle diese Fixpunkte sind entartet - insbesondere
der Fixpunkt z = 0.

Standardtyp der Matrix: A = A#£0

00
0 A )’
Losung der DGI: ¢(t, &) = (€1, £2eM).

£? =0 : Fixpunkt (£%,0).

€2 #£ 0 : Orbit ist vertikale Halbgerade, Orientierung zur
z'—Achse hin (A < 0) oder von dieser weg (A > 0),

(2.2) 0 ist (algebraisch) zweifacher Eigenwert von A: s = 0.

(2.2.1) 0 ist geometrisch einfacher Eigenwert.

Standardtyp der Matrix: A = ( 8 (1) ) ,

Losung der DGI: o(t, &) = (€' + €2, £2).

(stabiler) Wirbel

stabiler Strudel
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(2.2.2) 0 ist geometrisch zweifacher Eigenwert.

= (50). SHETE

Jeder Punkt des R? ist Fixpunkt. | eeeeceen

Die durchgefiihrte Klassifikation der ebenen Phasenportraits 148t sich in dem auf Seite 81
folgenden Diagramm zusammenfassen. Jede ebene lineare DGI ist durch die vier Zahlen
a,b,c,d (Parameter) charakterisiert. Durch Berechnung von s = trA und A = detA kann
daraus fiir jede ebene DGl & = Ax der Typ des Phasenportraits entnommen werden (nur
zur Unterscheidung der Typen auf der Parabel s> — 4A = 0 sind zusitzliche Uberlegungen
zur Dimension des Eigenraumes erforderlich).

Die Struktur der im Diagramm fett eingerahmten Phasenportraits und damit der Typ
des Fixpunktes bleibt unter einer beliebigen, hinreichend kleinen Anderung der Matrix

A= ( Z Z), d.h., bei einer Storung des linearen Vektorfeldes x — Ax, erhalten. In

den restlichen Fillen geniigt eine beliebig kleine, passend gewihlte Anderung von A zum
Wechsel des Typs (z.B. eigentlicher Knoten — Strudel, falls s* — 4A = (a + d)? — 4(ad — be)
von Null zu einem positiven Wert iibergeht).



detA
4detA = (trA)?
= L Y
L A L
i T it trA
AN
S

Diagramm zur Beschreibung des Fixpunkttyps fiir £ = Ax

NHAONNHODIATOTVIINAHAAATIA AINONOLNY ¥ TALIdVM

18
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Bemerkung Die Klassen von 2—dimensionalen linearen Vektorfeldern, die durch die vorge-
nommene Einteilung entstehen (jede Klasse ist durch ein Quadrat im Diagramm auf Seite 81
reprisentiert), umfassen die Aquivalenzklassen der C'—Konjugation: Die C''—konjugierten
linearen Vektorfeldern zugeordneten Koeffizientenmatrizen sind nach Satz 4.33 &hnlich -
wihrend hier lediglich Realitét/Nichtrealitéit von Eigenwerten und im Fall reeller Eigenwerte
Vorzeichen und Vielfachheiten als Unterscheidungsmerkmale dienen. Diese Klassen wiederum
sind in entsprechenden Klassen der C°—Konjugiertheit enthalten - denn fiir C°—Konjugiertheit
linearer Vektorfelder mit hyperbolischen Fixpunkten ist nur die Anzahl der Eigenwerte, deren
Realteile gleiches Vorzeichen haben, entscheidend, vgl. Satz 4.34. So sind alle Vektorfelder
zu den Phasenportraits im offenen 1. Quadranten im Diagramm auf Seite 81 C'°—konjugiert
(analog im 2. Quadranten). Trotzdem ist es sowohl aus Sicht der Anwendungen als auch
unter theoretischem Gesichtspunkt fiir viele Betrachtungen sinnvoll, Knoten und Strudel -
oder allgemeiner Fixpunkte mit reellen und nichtreellen Eigenwerten zu unterscheiden. [J

Beispiel 4.35 (C°—Konjugiertheit der Phasenportraits vom Typ instabiler Knoten und
instabiler Strudel)
Wir betrachten die folgenden ebenen linearen DGln.

—0

i = Az, A:( e ‘;) 0>0, 00,

i=pu B=(7 0 ) x>0

(Typen (1.2.2) und (1.1.2.1) der vorangegangenen Klassifizierung.) Die Matrizen A, B haben
beziehentlich die Eigenwerte g + io und s (zweifach). Die Fliisse der Vektorfelder sind ¢;
bzw. 1; mit

o = e (St ) o und w = (g ) )

—sinot cosot
Wir betrachten nun die Abbildung
H|R* — R?

e waawmnsmemmm> .
Hiy) = { W (—mM5mmm cos(Zinlyl) |9 V7

0,y=0.

Dabei sei || - || die euklidische Norm des R?.
Esist ||H(y)|| = ||ly||¢/*, so daB wegen o/3c > 0 die Abbildung stetig ist.
Nun ist leicht zu sehen, da} H invertierbar ist und

-0 ( gl sl )

H'(z) = sin(Zinflz[])  cos(in[z[])

0, z =0.
Wegen ||[H (z)|| = ||z||, Z >0, ist auch H ™" stetig, H also ein Homéomorphismus.

SchlieBlich ergibt sich durch einfache Rechnung Vy (H o ¢;)(y) = (¢1 o H)(y).
{¢¢} und {¢,} sind also global C°—konjugiert. O
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4.9 Ljapunov-Stabilitit

Nehmen wir an, die Losung ¢(-,&,) der DGl & = f(z) beschreibt einen Prozef} in einem tech-
nischen Gerit, der fiir ¢ > 0 der gewiinschten Funktion des Gerites entspricht. Vorausgesetzt,
daB f() ein hinreichend genaues mathematisches Modell des Geriites darstellt, wird also die
exakte Funktion des Gerétes dadurch gewihrleistet, dafy zur Zeit t = 0 die Parameterwerte
¢, (Anfangswerte von Phasenkoordinaten und physikalische Parameter, vgl. Abschnitt 4.4)
genau eingestellt sind. Das ist zufolge der Meflungenauigkeiten praktisch niemals moglich.
Also lauft fatalerweise ein ProzeB ¢t — ¢(t, &) mit irgendeinem zu £, benachbarten & ab.
Diese Tatsache ist akzeptabel, solange fiir alle t > 0 die Prozephasen ¢(t, &) und ¢(t,&,)
hinreichend benachbart sind (so daf§ die Funktion des Geriites praktisch nicht beeintrichtigt
wird) oder mit wachsendem ¢ sich sogar annidhern. Eine solche Eigenschaft der Losungen
o(+, &), ||€ =& || < r, ist mehr als die Stetigkeit von ¢(-, -)! Denn aus der Stetigkeit folgt nur

Ve>0VT >0 30(5,T) >0 V(€ €[0,T] x K€ ) |lo(t, &) — o(t, &) < =,

d.h., daf} die Werte der Losungen o(-,&) und ¢(-,&,) auf dem beschrinkten Zeitintervall
[0, T] beliebig benachbart sind, sobald nur die Anfangswerte hinreichend wenig voneinander
abweichen - trotzdem koénnen fiir ¢ > T die Funktionswerte zeitweilig oder fiir immer einen
endlichen Abstand i{iberschreiten (um danach beliebig weit auseinanderzugehen oder sich
wieder beliebig anzun&hern). Das zeigt schon das einfache

Beispiel 4.36 (n =1).

T = ax, o(t,&) = Lexp(at). Ist o > 0, dann wichst der Abstand |p(t,§) — ¢(t,&,)] =
|€ — &lexp(at) mit ¢ unbeschriinkt, ist aber kleiner als ¢ fiir alle ¢ € [0, 7] falls | — &,| <
ge T = §. O

Wir beschrénken die folgenden Betrachtungen auf konstante Losungen (Gleichgewichtslagen)
und klassifizieren ihr Verhalten bei einer Storung des Anfangswertes durch die néchste Defini-
tion. Dabei ist wieder ¢(-,-) die allgemeine Losung der DGl & = f(z), f € CY(D,R"), I(§)
ist das Maximalintervall der speziellen Losung ¢(-,€), und es sei p(t,&,) = &, t € R (d.h.

f(é.o) = 0)
Definition 4.37 Die Gleichgewichtslage &, heifit stabil (im Sinne von Ljapunov), falls

Ve>0 36>0 VEe K(&,0): I(§) DR AVE> 0||p(t, &) — &|| < &; (4.25)
attraktiv, falls
36 >0 V€€ K(&,0) : I(§) DRT A Eltli)rglo lp(t, &) — &l = 0; (4.26)

asymptotisch stabil, falls sie stabil und attraktiv ist; instabil, falls sie nicht stabil ist.

Bemerkung

a) Die Forderung nach oben unbeschrinkter Intervalle I(&) fir alle zu &, 0—benachbarten
Anfangspunkte ¢ ist notwendig. Denn wére etwa ||£; —&,|| < 0 und I(&) = (a(&1), B(&1))
mit 3(&) < +oo, dann wiirde ¢(¢,&;) mit t — 3(&) — 0 dem Rand 9D beliebig na-
hekommen oder in der Norm beliebig wachsen (Satz 2.12), wihrend &, einen positiven
Abstand von 0D und eine endliche Norm besitzt; ¢(t,£;) kann dann nicht e —benachbart
zu &, sein.
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b) Analoge Definitionen lassen sich fiir Gleichgewichtslagen heteronomer Dgln, f(t,&,) = 0,
geben.

c¢) Eine attraktive Gleichgewichtslage ist isoliert.

d) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann &, = 0 angenommen werden.
OJ

Stabilitit bedeutet, dafl jeder positive Halborbit ®¢(R") ganz in der e—Umgebung von &,
liegt, wenn nur sein Anfangspunkt £ hinreichend nahe bei &, liegt. Attraktivitéit von &, heifit,
daf} alle Phasenpunkte aus einer 6 —Umgebung durch £, angezogen und fiir ¢ — oo ldngs ih-
rer Orbits , eingesaugt® werden. Geschieht dies ohne eine Exkursion ins Aufiere einer Kugel
K(&,,¢,) mit festem Radius £, > 0, dann liegt asymptotische Stabilitit vor. Die Menge
{€ € D|tEJrrnoocp(t, €) = &,} aller Phasenpunkte, die von &, angezogen werden, heiflt Ein-

zugsgebiet oder Bassin des Attraktors &,. Ist &, stabil mit ganz D als Bassin, dann heif3t
¢, global asymptotisch stabil.

Bemerkung Wie das folgende Beispiel zeigt, gibt es Fixpunkte, die zwar attraktiv, aber
nicht stabil sind.

Es sei in R?

?(y — o) +¢° y*(y — 2x)
(@2 +y2) (1 + (22 +9%)?)" (22 +y2) (1 + (22 + ¢

o) = )2))T, (,9) £ (0,0),

und f(0,0) := (0,0)T.

f ist lokal Lipschitz-stetig, (z,y) = (0,0) ist die einzige Gleichgewichtslage der Differential-
gleichung (,9)" = f(z,y). Das Vektorfeld (und damit das Phasenportrait) ist symmetrisch
zum Ursprung.

Das in Figur 4.10 skizzierte Phasenportrait zeigt

(i) Der Fixpunkt ist attraktiv.

(ii) Es gibt Punkte (z,,y,) # (0,0) mit den Grenzmengen «(z,, y,) = w(Zo,¥o) = {(0,0)} -
vgl. Definition 4.20. Die Phasenkurve durch einen solchen Punkt heifit Homokline. Damit
ist klar, da8 (0,0) nicht stabil ist - wéhle ¢ aus Definition 4.37 kleiner als ||(z,, o). Fiir
Details verweisen wir auf [3]. O

Fiir eine lineare DGl & = Az ist §, = 0 stets Gleichgewichtslage. Es ist ¢ (t,&) = ®(¢,0)¢,
und die analytische Struktur der Elemente der Ubergangsmatrix ®(-,0) ist bekannt (Satz
3.20).

Daraus folgt sofort

Satz 4.38 Die Gleichgewichtslage &, = 0 fiir die DGl & = Ax ist stabil genau dann, wenn
alle Figenwerte von A einen nichtpositiven Realteil haben und alle Figenwerte mit Realteil
Null halbeinfach sind; &, = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von
A negativen Realteil besitzen. [
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Fig.4.10

Fiir n = 2 vergleiche man nochmals mit den in Abschitt 4.8 durchgearbeiteten Féllen.

Im Fall einer nichtlinearen DGl & = f(z) mit f(&,) = 0 sind die Losungen (-, &), || =& <
0, im allgemeinen nicht bekannt, Stabilitdtseigenschaften von &, lassen sich nicht unmittelbar
mit Hilfe der Definition 4.37 erkunden. Es werden Kriterien benétigt, die diese Erkundung
ohne Kenntnis von Losungen nur mittels des Vektorfeldes f(-) ermoglichen.

4.9.1 Theorie der ersten Niherung

Uber die Stabilitit einer Gleichgewichtslage &, einer nichtlinearen DGl & = f(z), f(&,) =0,
lassen sich dank des Satzes von Hartman-Grobman einige Aussagen mit Hilfe der Lineari-
sierung von f bei &, gewinnen.

Satz 4.39 &, sei eine Gleichgewichtslage der DGl & = f(x), x € D. Es sei A:= D, f(&,).

(i) Haben alle Eigenwerte von A negativen Realteil, dann ist £, asymptotisch stabil.

(1i) Hat (mindestens) ein Eigenwert von A positiven Realteil, dann ist &, instabil.

Beweis (i) Wegen der nichtverschwindenden Realteile der Eigenwerte ist &, hyperboli-
scher Fixpunkt von & = f(z), die Aussage folgt mit dem Satz von Hartman-Grobman aus
Satz 4.38.

(ii) Die Aussage folgt analog, falls keiner der Eigenwerte rein imaginér ist. Den Beweis im
allgemeinen Fall (wenigstens ein Eigenwert mit Realteil Null) verschieben wir in das Kapitel
iiber stabile und instabile Mannigfaltigkeiten. [

Bemerkung Die Linearisierung der DGl & = f(z) in der Gleichgewichtslage &, (lings der
konstanten Losung ¢(+,&,)) beschreibt das Vektorfeld f bis auf Terme hsherer Ordnung,

f(x) = Def(&)(z = &) +9(x), 9(x) = o[+ = &l)ze,-
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Unter den im obigen Satz postulierten Eigenschaften (des Spektrums) der Matrix D, f(&,)
geniigt die Linearisierung der DGI zur exakten Beschreibung der Stabilitdtseigenschaften
von &,. Im verbleibenden Fall - kein Eigenwert mit positivem Realteil und mindestens einer
rein imagindr - iibertragen sich Stabilitdtsaussagen nicht von der Linearisierung auf die
nichtlineare DGI (vgl. folgende Beispiele), es sind hohere Glieder der Taylorapproximation
von f (welche?) erforderlich. O

Beispiel 4.40 (n = 2).
it =22, 3% = —sing' — ki2? — k3(2))3, (k1 ks € R).

(Diese DGI 148t sich als Bewegungsgleichung eines Pendels mit Dampfung auffassen, x' :
Auslenkungswinkel, 22 : Winkelgeschwindigkeit. )

Vektorfeld und Linearisierung:

2
1,2\ z 1.2\ — 0 1
f(x’x)_(—sinxl—klch—kg,(xQ)?’)’ D‘”f(xw)_(—cosxl —k1—3k3(x2)2>'

Wir untersuchen zwei Fixpunkte.

Gleichgewichtslage (0,0) :

Linearisierung: ( _(1) —lkl ), Eigenwerte: \jo = —3k1 £ /1k7 — 1
Stabilitdt nach Satz 4.39 : k; < 0 : instabil
ki = 0 : keine Aussage
ky > 0 : asymptotisch stabil.
Gleichgewichtslage (7,0):
Linearisierung: ( 1 lk ), Eigenwerte: \; o = —%kl + ik% +1
—k

Stabilitdt nach Satz 4.39 : fiir alle k&, € R instabil.

Die gewonnenen Stabilitdtsaussagen gelten unabhéingig von ks.

Im Fall k; = 0 wird die Stabilitét von (0,0) durch kj regiert. Die folgenden Figuren zeigen
diese Sachverhalte anhand zweier (numerisch gewonnener) Phasenportraits: k3 = 0.1 - die
Gleichgewichtslage (0,0) ist asymptotisch stabil - vgl. Figur 4.11; k3 = 0 - die Gleichge-
wichtslage ist stabil aber nicht asymptotisch stabil - vgl. Figur 4.12. O
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4.9.2 Ljapunovs direkte Methode

Mit der in diesem Abschnitt beschriebenen Methode werden die in der Nahe des Fixpunktes
&, beginnenden positiven Halborbits nicht durch Vergleich mit den Orbits des linearisierten
Vektorfeldes untersucht, sondern durch Betrachtung des Wachstumsverhaltens bestimmter
(passend zu findender) reellwertiger Funktionen lings der Orbits des gegebenen Vektorfeldes.

Sei V € C'(D,R) gegeben. Lings der Losung ¢(-,€) der DGl & = f(z) setzen wir V(p(t, €))
=: v(t,&). Dann ist

Dtv(ta 5) = DIV(QO(ta 5))90(t1 5);

und

Diw(0,6) = DV E)F(€) = 3 F(ODaV ()
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ist gerade die Richtungsableitung der Funktion V' im Punkt £ in Richtung des Vektors f(§).
Die dadurch auf D gegebene Funktion

LyV:=D,V-f=Y fD.V (4.27)
i=1
heifit die Lie-Ableitung von V lidngs des Vektorfeldes f.
Es ist

Hat V' im Punkt &, ein Minimum und ist in jedem Punkt £ # &, die Lie-Ableitung L,V
negativ, dann heif}t das, dafl V' lings jeder Losung der DGI eine fallende Funktion ist, und
das la3t erwarten, dafl jeder Orbit in &, miindet, &, somit attraktiv ist. Zur Formulierung
der Sachverhalte werden einige Begriffe bendtigt.

Definition 4.41 Es sei G ein Gebiet des R", 0 € G. FEine Funktion V € C°(G,R) heifit
(lokal bei 0)

positiv semidefinit, falls V(0) =0A 36 >0 V€ K(0,0) V(x) > 0;
positiv definit, falls V(0) =0A 35 >0 Yz € K(0,6)\{0} V(z) > 0;
negativ (semi-)definit, falls —V positiv (semi-)definit;

indefinit, fallsVo >0 Jz,2" € K(0,6)\{0}: V(z) >0, V(z') <0.

V' heifit positiv definit auf G, falls V(0) =0AVYzx € G\{0} V(z) > 0.

Beispiel 4.42 (n = 3)

V(z,y,2) = 2% +y*+ 22 .V positiv definit auf G = R3.
V(z,y,2) :=sin(z? + y* + 2%) : V positiv definit auf G = K(0, /7).
Vix,y,z) =22y + 24 .V positiv semidefinit auf G = R3.
Vz,y,2) = xyz : V indefinit

O

Definition 4.43 Sei I ein Intervall der Form [0,r1] oder [0,400). Eine Funktion s €
C°(I,R) heifit von der Klasse IC, falls (0) = 0 ist und s streng monoton wdichst.

Bemerkung

(a) Im folgenden treten Funktionen der Klasse K nur als untere bzw. obere Schranken in
Ungleichungen auf und kénnen somit durch glatte Funktionen der Klasse K minorisiert
bzw. majorisiert werden. O.B.d.A. darf also stets s € C'(I,R) angenommen werden.

(b) Mit s gehort auch die Inverse, s, zur Klasse K. Mit 2 und 3¢ gehort auch s " o 56
zur Klasse .

O

Lemma 4.44 V € C°(G,R) ist positiv definit gdw. es zwei Funktionen ¢, 3¢y der Klasse K
und ein 0 > 0 gibt, so daf

Va e K(0,0) sa(llzl]) < Vi(z) < so|lz])- (4.29)



KAPITEL 4. AUTONOME DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 89

Beweis (<): Die Existenz von §, »; und sz impliziert die positive Definitheit von V.
(=): Sei V(z) > 0, falls 0 < ||z]| < 0. Mit 0 < r; <7 <1y < § gilt fiir jedes x der Sphire
5(0,7)

0 < V() <max{V(y)|y € S(0,r)} < max{V(y)ly € K*(0,7)} = M(r),

Vi(z) =2 min{V(y)| y € S(0,r)} > min{V(y)| r < |lyl| < r2} =:m(r) > 0.

Mit m(0) := M(0) := 0 sind m(-) und M(-) auf [0,d) monoton wachsend und, zufolge der
Stetigkeit von V, stetig. (Wegen der Monotonie kann z.B. M (+) nur Spriinge als Unstetigkeiten

besitzen; ein Sprung ist ausgeschlossen, da V' auf dem Kompaktum K*(0,r) sein Maximum
annimmt und auf K*(0,7;) die Zwischenwerteigenschaft besitzt.)

Damit gilt fiir [|z|| = r € [0,72] C [0,0)

0
55 —m(r) = () S V(@) < sa(r) = 1+ 5)M(r),
die (speziell gewihlten) sz, 56, sind streng monoton und somit von der Klasse K. [ |

In den folgenden Sétzen bedeutet V' stets eine reellwertige Funktion, die auf einer Umgebung
von &, = 0 erklirt und dort mindestens von der Klasse C' ist, Lie-Ableitung ist immer
beziiglich des Vektorfeldes f.

Satz 4.45 Gibt es eine positiv definite Funktion V' mit negativ semidefiniter Lie-Ableitung,
dann st &, = 0 stabil.

Beweis Wegen LV (z) < 0 fiir alle z € K(0,0) ist v(-) := V o ¢(-,£) monoton fallend,
wenn nur ||£]| < § ist. Daraus folgt fiir alle positiven t € I()

(lletON) < wvlt) = V(e €) < V() < (),

somit || (2, €)|| < (5 tosm)(J|€]]) =: s(||€]]). 2 ist von der Klasse K. Folglich ist (i) o(-, &) auf
I(£) NR* beschrinkt, (ii) ||¢(¢,€)|| < £ mit beliebigem & > 0, wenn nur ||€]] < §. := » ! (¢)
ist. Nach (ii) kommt der positive Halborbit durch £ dem Rand von D nicht beliebig nahe,
dann ergibt Satz 2.12 RT C I(&), zusammen mit (ii) ist das die Stabilitit von &, =0. W

Satz 4.46 Gibt es eine positiv definite Funktion V' mit negativ definiter Lie-Ableitung, dann
ist &, = 0 asymptotisch stabil.

Beweis Satz 4.45 garantiert die Stabilitdt von &, = 0, zu zeigen bleibt die Attraktivitét.
Mit beliebigem festen, hinreichend kleinem & setzen wir V(¢(t,€)) =: v(t). Aus (4.29) folgt
dann s '(v(t)) < |t €)|| < s '(v(t)). Wegen der negativen Definitheit ist L;V(z) <
—2¢(||x||) mit einer Funktion s der Klasse K. Somit gilt fiir alle t > 0

LiV(p(t,€)) = i(t) < —(5 035 ')(v(t)) = —h(v(t)), (4.30)

h ist nach Konstruktion von der Klasse K.
Parallel zu der Differential-Ungleichung (4.30) betrachten wir das Anfangswertproblem

w = —h(w), w(0)=w,:=v(0)=V(&) >0.
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Dessen Losung ist wegen h > 0 streng monoton fallend und hat {0} als w-Grenzmenge (vgl.
Folgerung auf Seite 68). Also ist R" C I(w,) und tlgrn w(t) = 0.

ds
h(s)

Die Losung des Anfangswertproblems ist durch —t = H(w) := [ gegeben; aus (4.30)

folgt nach Division mit h(v(¢)) und Integration
H(v(t)) < =t = H(w(?)).

H(-) ist streng monoton wachsend, also folgt aus der letzten Ungleichung v(¢) < w(t) und
daraus ||¢(t, )| < s H(w(t)) — 0 fiir t — +o00: &, = 0 ist asymptotisch stabil. |

Der folgende Satz (Spezialisierung eines Satzes von LaSalle) gibt eine Moglichkeit, trotz nur
semidefiniter Lie-Ableitung doch auf asymptotische Stabilitdt zu schlielen.

Satz 4.47 Auf einer Umgebung D, C D von &, = 0 sei V' eine positiv definite Funktion mit
negativ semidefiniter Lie-Ableitung. Sei N := {x € D,| L;V (z) = 0}.

Falls aufer {0} kein weiterer positiver Halborbit in N liegt, dann ist £, = 0 asymptotisch
stabil.

Beweis Nach Satz 4.45 ist &, = 0 stabil, zu zeigen bleibt die Attraktivitdit. Wegen (i) im
Beweis von Satz 4.45 ist die w-Grenzmenge der Losung (-, &) nach Satz 2.11 nichtleer und
kompakt und liegt wegen (ii) sicher in D. Zufolge der Monotonie und Beschréinktheit von
v(:) = Vo (&) existiert tlgrnoov(t) =: Uso(§). Da V stetig ist, ist V(x) = v () fiir jeden
Grenzpunkt © = t}gg)o o(t,, &)+ Vist auf w(§) konstant. Mit = € w(&) ist nach Lemma

4.22 der Halborbit ®,(R") C w(§). Somit ist V' lings dieses Halborbits konstant, somit
L;V(z) =0 fiir jedes x € w(&). Also ist w(§) C N, und falls {0} der einzige Halborbit in N
ist, dann ist w(§) = {0}, d.h., &, = 0 ist attraktiv. |

Es folgen noch zwei hinreichende Bedingungen fiir Nichtstabilitét.

Satz 4.48 Gibt es eine Funktion V, die bei £, = 0 verschwindet, nicht positiv semidefinit
ist und deren Lie-Ableitung negativ semidefinit ist, dann ist &, = 0 nicht asymptotisch stabil.
Beweis V nicht positiv semidefinit impliziert V6 > 0 3¢ € K(0,0) : V(§) =: —e < 0. Da
V o (-, &) nicht wiichst, ist Vi € I(§) NRT V(p(t,§)) < —e.

Wegen der Stetigkeit und V(0) = 0 gibt es zu diesem ¢ ein §¢ > 0, so daf ||z|| < 0 =
[V(z)] <e. Alsoist Yt € I(§) NRT ||p(t,€)|] > d¢ : in jeder 6—Umgebung von &, = 0 gibt
es einen Punkt &, der von &, nicht angezogen wird, &, = 0 ist nicht attraktiv. [

Satz 4.49 Gibt es eine Funktion V', die bei &, = 0 verschwindet, nicht positiv definit ist und
deren Lie-Ableitung negativ definit ist, dann ist £, = 0 nicht stabil.

Beweis V nicht positiv definit impliziert V6 > 0 3¢ € K(0,46) : V(&) < 0.

Ist 6 hinreichend klein (so dafl LV (z) < 0 mit 0 < ||z|| < ), dann fillt V' lings des Orbits
durch ¢ streng monoton, also 3z (= ¢(t1,£),t1 > 0) mit ||z¢|| < § und V(z1) < 0: V ist
nicht positiv semidefinit.

Es sei LV (xz) < 0, falls 0 < ||z|| < 1. Angenommen, £, = 0 ist stabil, dann gibt es zu
g ein §; > 0, s0 daB [[£]| < 01 = Vi >0 ||lp(t, )|l < e1. Nach der letzten Bemerkung
im Beweis von Satz 4.48 18t sich £ so wéhlen, dafl V¢ > 0 ||¢(t,&)|| > d¢ > 0 ist. Dann
ist LV (e(t,€)) < max{L;V(y)|oe < |lyl| < &1} < 0, wonach tljgrnooV(go(t, €)) = —oo folgt:

Widerspruch zur Stetigkeit von V. [
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Bemerkung (a) Die im Kontext der Stabilitdtsuntersuchungen verwendeten Funktionen
V heilen Ljapunovfunktionen zum Vektorfeld f.

(b) Die Anwendung der oben formulierten Stabilitétssitze (hinreichende Bedingungen fiir
Stabilitit/Nichtstabilitdt) auf ein konkretes Problem erfordert das Finden einer passenden
Ljapunovfunktion.

Dafiir gibt es kein allgemeines Rezept.

Auf einer Umgebung von £, = 0 kann eine positiv definite Funktion V' als eine verallge-
meinerte Norm (ohne Homogenitétseigenschaft und Dreiecksungleichung) aufgefafit werden.
L;V(z) beschreibt dann das Anderungsverhalten dieses ,, Abstandes“ des Punktes z von 0
lings des durch x gehenden Orbits. LV (z) < 0 bedeutet abnehmenden Abstand und fiihrt
letzten Endes zur asymptotischen Stabilitéit. Es ist offensichtlich, dafy die Brauchbarkeit einer
Ljapunovfunktion - d.h. die Definitheit ihrer Lie-Ableitung - wesentlich durch die Gestalt
der ,V—Sphéren“ {z|V(z) = const} im Vergleich zu den Orbits (die man nicht kennt!) be-
stimmt wird. Sind, bei n = 2, die Orbits z.B. sehr flachgedriickte Spiralen, dann wird ein
V' mit konzentrischen Kreisen als Niveaumengen - euklidische Standardnorm - unangepaft
sein, da jeder Kreis von einem Orbit (mehrfach) nach auien und nach innen durchsetzt wird,
L,V also indefinit ist.

(c) Das systematische Probieren zum Finden einer Ljapunovfunktion sollte immerhin positiv
definite quadratische Formen V (z) = 2" Pz (Quadrat einer euklidischen Norm) mit einschlie-
Ben. Bei DGIn, die Systeme mit einer inneren Energie (vgl. Kapitel 4.10) beschreiben, sollte
diese innere Energie als Kandidat fiir eine Ljapunovfunktion dienen. O

Beispiel 4.50 (n = 2).
it =27, i* = —sina' — k3(2?)®, k3 € R

(Vgl. Beispiel 4.40, mittels Linearisierung ist keine Stabilitdtsaussage fiir den Fixpunkt (0, 0)
erzielbar.)
Mit k3 = 0 beschreibt die DGl die Bewegung eines mathematischen Pendels (z' : Aus-
lenkungswinkel, #? : Winkelgeschwindigkeit). Die innere Energie (kinetische + potentielle
Energie) ist E(z', 2?) = $(2?)? — cos z' + const. Kandidat fiir eine Ljapunovfunktion:

1

V(zh 2?) = 5(:}52)2 —cosz' +1

(positiv definit auf D, := (-7, ) x R).
L;V (2, 2%) = 2% -sina' + (—sina' — k3(2?)?) - 2 = —k3(2?)*,

d.h. L;V ist negativ semidefinit, falls k3 > 0. Nach Satz 4.45 ist dann (0,0) gewif} stabil.
Mit Satz 4.47 folgt sogar die asymptotische Stabilitit: N := {z € D,|L;V(x) = 0} =
{(x',0)|2' € (—m,7)}, fiir einen in N liegenden Halborbit ist also ¢?(¢,&) = 0, t > 0, gemiB
DGI dann aber auch ¢'(,£) = 0: {(0,0)} ist einziger Halborbit in N.

Ist k3 < 0, ergibt Satz 4.48 mit der Ljapunovfunktion —V, daf} (0, 0) nicht asymptotisch stabil
ist. Die verbleibende Alternative stabil oder instabil 148t sich mit dieser Ljapunovfunktion
nicht entscheiden. 0]
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4.10 Erste Integrale

Der in diesem Kapitel einzufithrende Begriff des ersten Integrals einer DGI dient der qualita-
tiven Analyse von Phasenportraits, der Reduktion der Ordnung (Dimension des Phasenrau-
mes) von DGIn und gestattet die Definition der iiberaus wichtigen konservativen Systeme.
Dariiber hinaus besteht ein Zusammenhang mit dem Begriff Ljapunovfunktion.

Wir beginnen mit zwei einfachen Beispielen.

Beispiel 4.51 (n = 2).
i=y> .,  g=azy , (z,y) €eR. (4.31)

Bemerkung: Das Vektorfeld ist von der Form f(z,y) = yf.(z,y) mit f,(z,y) = (y,z)T. Die
Phasenportraits von f und f, stimmen in der oberen und unteren offenen Halbebene (bis
auf die Durchlaufung der Orbits) iiberein, das lineare Feld f, 148t sich leicht untersuchen.
Wir verfolgen diesen Gedanken nicht weiter.

Es sei (z(:),y(+)) irgendeine Losung der DGI (4.31); der Anfangswert bei ¢ = 0 sei (£,7).
Dann gilt (a) 2(t) = y*(t) und (b) ¢(t) = z(t)y(t) fiir alle t € I(£,n). Daraus folgt
r(t)z(t) — y(t)yt) =0, t € I(&,n), und mittels Quadratur z2(t) — y*(t) = const , t €
I(&,m). Mit t = 0 ergibt sich der Wert der Konstanten als €2 — n?.

Dieser Sachverhalt 148t sich so formulieren: Die Funktion

F|R2—>]R:F(x,y) =2 —y?

hat in den Punkten (x(t),y(t)) € R?, wobei (z(-), y(-)) Losung der DGI (4.31) ist, Funktions-
werte, die von ¢ nicht abhéngen, d.h., F' ist auf den Orbits konstant, und das wiederum heift,
daB jeder Orbit Teilmenge einer Niveaumenge von F' ist. Die Niveaumengen (Hohenlinien)
von F' sind Hyperbeln und ihre Asymptoten, damit ist das Phasenportrait beinahe bekannt,
wir bené6tigen noch die Fixpunkte und die Orientierung der anderen Orbits. Diese folgen aus
der DGI: Fixpunkte sind (z,,0), z, € R, und z(-) ist wachsend (Z(t) > 0), wo y(t) # 0.

Jede Niveaumenge von F ist eine Vereinigung von (endlich vielen) Orbits und damit eine
beziiglich des Vektorfeldes f invariante Menge S. Die Bewegungen in S sind durch das Vek-
torfeld f|s bestimmt. Thre quantitative Beschreibung kann prinzipiell dadurch erfolgen, dafl
fiir S eine Parameterdarstellung angegeben und eine DGI fiir die Parameter (als Funktionen
von t) gewonnen wird (freilich geht das in der Regel nur lokal und infolge der Kompliziertheit
invarianter Mengen praktisch hiufig gar nicht).

Im Beispiel sind die invarianten Mengen

S.={(z,y) eR* | 2> —y*=¢}, c€ER,

{S.|c € R} ist eine Bliitterung des R?. Mogliche Parameterdarstellungen sind die folgenden.
(i) ¢>0: x=Acoshu, y = Asinhu, u € R, mit A% = c.
Die DGI (4.31) ist auf S, genau dann erfiillt, wenn ¢ — wu(t) der DGl & = Asinhu
geniigt. Die Losung zum Anfangswert u, ist
u(t) = 2artanh (tanh % - exp(At)),t € I(u,).
(Acoshu(-), Asinhu(-)) ist dann die Losung der Ausgangs-DGI (4.31) zum Anfangswert,
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(%0, Y0), T, = Acoshu,, y, = Asinhu,, also u, = artanh z—‘;, |A| = /22 —y2, sgn A =

SgN .

(i) c=0: = Ae", y= Ae" (bzw. y = —Ae"), u € R, A # 0 fix.
(Jede dieser Parameterdarstellungen erfafit eine der vier Halbgeraden, aus denen sich S,
zusammensetzt.) Die auf (einen Teil von) S, reduzierte DGI ist

= Ae".
(iii) ¢<0: =z = Asinhu, y= Acoshu, v € R, mit A2 = —c.
Die reduzierte DGI ist

1 = Acoshu.

Beispiel 4.52 (n = 3).
it = 2%, it = —2trt, PP =a'2? 2= (227 2%) e R (4.32)

Ist x(-) irgendeine Losung und I ihr Maximalintervall, dann folgt aus den ersten beiden DGIn
' (t)z' () + 2?(t)2%(t) = 0 fiir alle ¢ € I. Eine Quadratur ergibt (z'(¢))* + (22(t))? = const,
und das bedeutet, dafl die Funktion

FIR? = R: F(z) = (") + (2?)?
auf jedem Orbit konstant ist, d.h., daf} jeder Orbit Teilmenge einer Niveaumenge

S, = {r e R (')’ + (2*)* = ¢}

ist. Mit ¢ = A% > 0 ist S, eine Kreiszylinderfliche. Eine lokale Parameterdarstellung (fiir S,
geschlitzt lings einer Mantellinie) ist

vt = Acosu, %= Asinu, 2°=v, (u,v)€ (—m,7) xR,

sie iiberfiihrt die DGI (4.32) in die reduzierte, 2—dimensionale DGI
1
v=-v , U= §A2 sin 2u, (4.33)

die (mit z := 2u) einer Pendelgleichung (s. Beispiel 4.65)

5 =—A%sinz
dquivalent ist. (4.33) beschreibt die Bewegungen in S, d.h., jede Bewegung mit Anfangswert
(€4,€7,€%), wenn nur A? = (£1)? + (€%)* > 0.
Auch ohne die weitere Untersuchung von (4.33) lafit sich das Phasenportrait qualitativ be-
schreiben:

(i) Fixpunkte sind alle Punkte auf den Koordinatenachsen.

(ii) Durch analoge Betrachtungen wie oben folgt, daf§ jeder Orbit auch Teilmenge einer
Niveaumenge der Funktion

GIR* = R: G(z) = (2%)? + (2°)?
ist. Damit liegt jeder Orbit von (4.32) in der Schnittlinie zweier Kreiszylinder mit der

23— Achse bzw. ' —Achse als Zylinderachse und mit Radien, die durch den Anfangspunkt
¢ bestimmt sind.
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O

Definition 4.53 Eine reellwertige C'— Funktion F mit dom F' C D heifit erstes Integral
der DGl & = f(x), x € D, falls ihre Lie-Ableitung L;F =0 ist.

Ist dom F' =D, dann heifst F' globales erstes Integral.

FEin Vektorfeld, zu dem ein erstes Integral existiert, heifst konservatives Vektorfeld.

Lemma 4.54 F ist erstes Integral zum Vektorfeld f auf D gdw. F lings jeder Losung der
DGl & = f(z), x € dom F, konstant ist.

Beweis Bezeichnet ¢ die allgemeine Losung der DGl & = f(x), © € dom F', dann bedeutet
Konstanz ldngs jeder Losung

VEedomF Viel(§) (Fog)(§)) =F().

Das ist (vgl. Anfang Kapitel 4.9.2) &quivalent mit dem Verschwinden der Lie-Ableitung. W

Bemerkung (a) Die in den letzten Beispielen angegebenen Funktionen F' und G sind glo-
bale erste Integrale, man iiberpriife Definition 4.53.

(b) Im Lemma ist die Einschrinkung der DGI auf dom F wesentlich. Denn der Schnitt eines
Orbits der DGl & = f(z), € D, mit dom F' kann aus mehreren nichtzusammenhéngenden
Komponenten bestehen, auf denen F' verschiedene Werte annehmen kann.

(c) Eventuell unter zusitzlichen Definitheitseigenschaften kénnen erste Integrale als Ljapu-
novfunktionen bei Stabilitdtsuntersuchungen dienen. (Vgl. die Sitze in Kapitel 4.9.2; L;F
ist ,semidefinit“. Siehe auch Lemma 4.63 und Nachfolgendes.)

(d) Fiir die als zweidimensionale autonome DGl & = g(t) h(z), f = 1 aufgefaBte DGI mit
getrennten Variablen & = ¢(t) h(z) ist F(t,z) :==T'(t) — H(x) (vgl. (1.6)) ein erstes Integral.
(e) Geméafl Lemma bleibt der Funktionswert F'(£) lings der Losung (-, &) konserviert, das
durch f modellierte System besitzt F als Erhaltungsgrifie (z.B. Energie-Erhaltung, Beispiel
4.60). OJ

Die ein erstes Integral charakterisierende Gleichung,

0=L;F =) f'F, auf D=domF, (4.34)

i=1

kann als partielle DGI fiir F' verstanden werden, deren Losungen genau die (lokalen) ersten
Integrale der gewdhnlichen DGI1 & = f(z) sind. Die Bestimmung aller Losungen von (4.34)
und die Bestimmung der allgemeinen Losung ¢(-,-) von & = f(x) sind im wesentlichen
diquivalente Probleme. Uber die Losungen von (4.34) berichten die folgenden Lemmata.

Lemma 4.55 Sei a € R, w(-,-) eine willkirliche glatte Funktion auf R*.
Sind F und G erste Integrale, so auch oF, F+«a, F+ G, F -G, w(F,G) (die letzten drei
auf dom F'Ndom G).

Beweis Nachrechnen mit Hilfe der Lie-Ableitung. [ |
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k erste Integrale F,,, sc =1,...,k, sollen im Punkt £ unabhéngig heiflen, falls ihre Jacobi-
matrix (D,:F,) an der Stelle £ den Rang k£ hat.
Erste Integrale F', G und H = w(F, ) sind in keinem Punkt unabhéingig.

Lemma 4.56 Zu einem nicht identisch verschwindenden Vektorfeld f im R™ kann es nicht
mehr als n — 1 unabhdngige erste Integrale geben.

Beweis Angenommen, Fy,..., F, sind erste Integrale, die im Punkt £ unabhéngig sind.
Dann ist det(D,:F,(z)) # 0 fir x = £ und wegen der Stetigkeit auch fiir alle x aus einer
Umgebung U(&). Aus 0 = L;F, =31, f'D,:F, folgt dann f* = 0 auf U(¢). |

Ist F' ein erstes Integral, so liegt jeder Orbit in einer Niveaumenge von F'. Sind Fi,..., Fj
erste Integrale, so liegt jeder Orbit im Schnitt der Niveaumengen. Ist £ = n — 1 und sind
die ersten Integrale unabhéingig, so sind die Schnittmengen eindimensional und bestimmen
das Phasenportrait bis auf die Orientierung der Orbits. Daf} jede konstante Funktion (4.34)
16st, ist klar und uninteressant - ein solches F' heifit triviales erstes Integral.

Lokal gibt es immer nichttriviale Integrale:

Lemma 4.57 Sei & ein nichtsinguldrer Punkt des Vektorfeldes f. Dann gibt es eine Umge-
bung U(&) C D, auf der n — 1 dberall unabhingige erste Integrale existieren.

Beweis Nach Satz 4.27 gibt es eine flow box H, deren domain U(§) sei. H bildet f|y ) auf
g=H.f:g(y)=(1,0,---,0)T ab. Es ist g(H(z)) = DH(z) - f(z) = (L;H)(x), also, fiir die
Koordinaten, 0 = ¢*(H (z)) = (LyH*)(z) : die flow-box Koordinaten H?,---, H" sind erste
Integrale, sie sind unabhéngig, da H Diffeomorphismus, also D H () regulér ist. [ |

Globale erste Integrale brauchen gar nicht zu existieren. Das hingt unter anderem von den
Fixpunkten des Flusses ab.

Lemma 4.58 x, sei asymptotisch stabiler Fizpunkt, und F sei ein erstes Integral mit x, €
intdom F'. Dann existiert eine Umgebung von x,, auf der F' konstant ist.

Beweis (Indirekt) Sei x, der Fixpunkt mit dem Bassin B, C D, und F sei ein auf einer
Umgebung U C B, von 1z, nicht konstant. Es sei 0.B.d.A. F(z,) = 0. Da F auf U nicht
konstant ist, gibt es einen Punkt & € U mit F(§) # 0, dessen positiver Halborbit ganz in
U liegt. Dann ist F'(¢(t,€)) = F(&) fiir alle t > 0 also limy, 1o F(¢(t,£)) = F(£) # 0. Es
ist limy_, 00 (¢, &) = z,, wegen der Stetigkeit von F' ist limy, o F(p(t,€)) = F(z,) =0 :
Widerspruch! [ |

Bemerkung (a) Das Lemma gilt natiirlich genauso fiir abstoBende Fixpunkte (attraktiv
fir t - —o0).

(b) Aus dem Lemma folgt, daBl eine DGI mit einem globalen ersten Integral, das auf keinem
Gebiet konstant ist, keinen attraktiven Fixpunkt besitzt. 0]

Wichtig und interessant sind natiirlich gerade die globalen ersten Integrale, da ihre Ni-
veaumengen invariante Mengen (geometrische Orte der Orbits) sind und damit (zumindest
theoretisch) eine Reduktion der DGI auf niedere Dimension gestatten. Wir betrachten im
folgenden eine Klasse von DGIn, die (mindestens) ein globales erstes Integral besitzen sowie
eine Unterklasse, die fiir Anwendungen von extremer Bedeutung ist.
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Lemma 4.59 Auf dem Gebiet D C R" seien gegeben H € C'(D,R) und S € C'(D,R™"),
wobei ST = —S (S ist also eine mit C'-Funktionen besetzte schiefsymmetrische n X n-
Matriz). Dann besitzt die DGl & = f(x) mit dem Vektorfeld

f:=8-(DH)" (koordinatenweise: f'(r) = Zn SY(2)H g (z) ) (4.35)

j=1

H als globales erstes Integral.

Beweis L;H=DH -f=DH-S-(DH)T =0,da S =-5T. |

Im Fall n = 2 gibt (4.35) (mit S'? =: a)

o= (3 5 ) ()

und im Sonderfall a(z) = 1 entsteht die DGI

@' = H, (2" 2?)
©? = —H, (21, 2%) "

(4.36)

(4.36) ist eine zweidimensionale Hamiltonsche DGI (in kanonischer Form) mit der
Hamiltonfunktion H. Nach Lemma 4.59 ist H globales erstes Integral, die Orbits von
(4.36) liegen in den Niveaulinien von H, und Fixpunkte des Flusses sind genau die Losungen
(z}, 22) der Gleichungen

07:1:0
0=H, (25, 2?%), 0=H, (z' 2%,

d.h., die extremalverdéchtigen Punkte von H.

Beispiel 4.60 Jede 1—dimensionale DGI 2. Ordnung vom Typ

n

y' =g(y), g€ C'(RR) (4.37-a)

ist einer 2—dimensionalen Hamiltonschen DGI dquivalent. Mit y =: 2! und die unabhiingige
Variable als Zeit ¢ interpretierend, ist

2

it=1
. 4.37-b
* = g(a'). (4.37-0)
Das stimmt mit (4.36) iiberein, falls
1
H(z", 2?) := §(x2)2 +U(z'), wobei U':=—g (4.38)

(die Vorzeichenwahl ist reine Konvention). O
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Die Gleichungen (4.37-a) und (4.38) erlauben folgende mechanische Interpretation. Auf
einer Geraden bewegt sich ein Massenpunkt (Masse = 1), seine Lagekoordinate ist x!,
seine Geschwindigkeit 22, die Bewegung erfolgt unter Einflufl der ortsabhingigen Kraft
g(z') = =U'(2"). H ist die Summe von kinetischer Energie £(2?)? und potentieller Energie
U(x!) - diese mechanische Gesamtenergie bleibt bei jeder Bewegung konstant. , H ist globa-
les erstes Integral der DGI“ bedeutet physikalisch ,es gilt der Energie-Erhaltungssatz®.

Die Fixpunkte (Gleichgewichtslagen des Massenpunktes) sind

z, = (21,0) mit U'(z})=0.

Die Linearisierung der DGl mit f(z) = (22, —U’(z'))T in z, ist

(ot o)

T, ist einfacher Fixpunkt gdw. U”(zl) # 0.
Sattel, falls U”(z!) <0 (U(xl) Maximum)

]

Wirbel, falls U"(z!) >0 (U(z)) Minimum).

o

z =0 1ist ein

Die Satteleigenschaft iibertréigt sich nach dem Satz von Hartman-Grobman sofort auf das
Phasenportrait von (4.37-b) bei x,, die Wirbeleigenschaft (nichthyperbolischer Fixpunkt!)
in diesem Hamiltonschen Fall ebenfalls: U(z!) Minimum und z2 = 0 impliziert, dal H(z,)
ein Minimum ist und somit die H6henlinien von H in der Umgebung von z, geschlossene
Kurven sind.

U dient nicht nur zur Charakterisierung der Fixpunkte, mit Hilfe des gezeichneten Graphen
von U 1488t sich auch das Phasenportrait qualitativ gewinnen.

Fiir jeden Orbit gilt H(z', 2?) = const =: h = H(&',£?). Also ist

0 < (2%)? =2[h — U(z"))]. (4.39)
Bei vorgegebenem h € R liegt ein Orbit somit iiber einem ' —Intervall mit U(x!) < h, und zu

jedem dieser z! gehoren z? = i\/Q(h — U(z")) : die Orbits sind symmetrisch zur z'—Achse.

Die Durchlaufungsrichtung ergibt sich aus 7! = 22. Die Bewegung mit dem Anfangszustand
(€', €?) schlieBlich 148t sich aus (4.39) gewinnen: mit k = (%)% 4+ U(£') folgt

il =sgni'- \/5\/%(52)2 + U(&Y) — U(xt),

das ist bei festem Vorzeichen von ! jeweils eine DGl mit getrennten Variablen fiir a!.
Eventueller Vorzeichenwechsel mufy an den Nullstellen des Radikanden durch Betrachtung
von ' = 3% = —U'(z") festgestellt werden.

Eine Nullstelle ¢! des Radikanden mit U’(£!) # 0 bedeutet einen Nulldurchgang von ' und
erfordert den Ubergang zur DGI mit geéindertem Vorzeichen der rechten Seite.

Die Frage, ob eine gegebene DGl # = f(z) im R?> Hamiltonsch ist, klirt das folgende

Lemma 4.61 Die DGl © = f(z), * € D C R?, D einfach zusammenhingend, ist ge-
nau dann Hamiltonsch in kanonischer Form, wenn f = (f', f2)T auf D der partiellen DGI
flazl +f2712 = 0 gendigt.
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Beweis Es existiert eine Hamiltonfunktion H mit f = (H,;2, —H,;1 ) genau dann, wenn
das Linienintegral [ fldz? — f2dx! wegunabhiingig ist, die angegebene Bedingung ist dafiir
notwendig und hinreichend. [

Der Fluf} eines Hamiltonschen Vektorfeldes hat eine wesentliche geometrische Besonderheit.

Lemma 4.62 (Satz von Liouville im R?) Der Flup eines Hamiltonschen Vektorfeldes ist
flichentreu.

Bemerkung Das bedeutet, daf} fiir jeden der Diffeomorphismen ¢, ein Teilgebiet G C D,
und sein Bild ¢,G C D_; gleichen Flicheninhalt haben. Dieser Sachverhalt weist darauf hin,
dafl eine Hamiltonsche DGI keinen attraktiven Fixpunkt besitzen kann, denn dann miifite
eine Umgebung nach hinreichend langer Zeit in eine beliebig kleine Umgebung des Fixpunktes
,hineingeflossen sein. O

Beweis ;G geht durch die Transformation ¢, aus G hervor. Also gilt nach der Substitu-
tionsregel [, d(z', 2*) = [ |detDypy(x)|d(z', 2*). Depy(§) = De(t,€) 16st das Matrizen-
Anfangswertproblem V = D, f(:(€))V, V(0) = F - vgl. Satz 4.7. D¢y, ist Fundamentalma-
trix der ldngs ¢(-, &) linearisierten DGl & = f(z). Nach Satz 3.8 (vgl. auch die Bemerkung zu
diesem Satz) ist die Wronski-Determinante W (t) = detD¢p,(§) genau dann konstant (und
somit gleich 1), wenn die Spur der Koeffizientenmatrix gleich Null ist. Hier ist in der Tat

H,I2zl H;x2x2 N
trD,f =1tr ( CHouy —Hoe ) = 0. [

Die in Beispiel 4.60 vorgenommene Klassifizierung von Fixpunkten der zweidimensionalen
Hamiltonschen DGI (4.37-b) mit Hilfe der Hamiltonfunktion weist darauf hin, daf§ eine Ha-
miltonfunktion - und allgemeiner jedes erste Integral - als Ljapunovfunktion fiir einen Sta-
bilitdtsnachweis dienen kann.

Lemma 4.63 FEs sei F' ein erstes Integral der DGl & = f(x), z, € dom F sei singulirer
Punkt von f. Hat F bei x, ein eigentliches lokales Minimum, dann ist x, stabil.

Beweis O.B.d.A. sei F(z,) = 0, dann ist F'(z) > 0 fiir alle x # x, aus einer Umgebung
von x,, mit V := F' ist die Pramisse in Satz 4.45. erfiillt. [

Wesentlich ist die positive Definitheit des ersten Integrals bei z,. Sind mehrere unabhéngige
Integrale in der Umgebung von x, bekannt (von denen keines positiv definit ist), dann kann
man versuchen, ein weiteres, definites Integral aus den gegebenen zu konstruieren. Wir for-
mulieren dieses Verfahren ohne seinen theoretischen Hintergrund zu beleuchten.

Energie-Casimir-Methode: Fy,---, Fy, k > 2, seien erste Integrale der DGl & = f(x),
die auf einer Umgebung des Fixpunktes x, erklirt und in x, unabhdingig sind. Finde eine
glatte Funktion U|RF — R so, daf fiir das erste Integral F := Vo (Fy,---, F,) gilt

D,F(z,) =0, D2F(z,) positiv definit.

Dann ist z, stabil. Denn F : F(x) = V(Fi(x),---, Fx(x)) hat dann bei z, ein eigentliches
lokales Minimum, Lemma 4.63 gibt die Folgerung. U
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Beispiel 4.64 (Vgl. Beispiel 4.52).

it = 2?2, it =22, P =ax'2? aeR

Globale erste Integrale: Fy(z) = (21)? + (2%)?, Fo(z) = a(2?)? + (2%)2.
Wir betrachten nur die Fixpunkte z, = (o, 0,0), a # 0.
Ansatz: F':= VU (Fy, Fy).

D,F(z) = (22'0,;,22%(V,; +a¥,5 ), 2230 ,)

D,F(z,) = (2a¥,; (o?,0), 0, 0)

D2F(z,) = diag(2¥,; +4a* 1, , 2(V,; +a¥,5 ), 2V, ) (alles mit Argument (a?,0)).
Forderung: ¥,; (a?,0) =0, ¥,1; (a?,0) > 0, a¥,, (a?,0) > 0, ¥, (a2, 0) > 0.
Die beiden letzten Ungleichungen verlangen a > 0. Die verbleibenden Forderungen versucht
man mit einem passenden Ansatz fiir ¥ zu erfiillen: ein quadratisches Polynom ¥ (u, v) geniigt
hier schon, und ¥(u,v) = u(u — 2a?) + v ist brauchbar.
Fiir Parameterwerte a < 0 arbeitet die Methode hier nicht. Die Instabilitdt von x, 148t sich
fiir diesen Fall mittels Reduktion des Systems auf die entsprechende Niveaufliche von F} -

vgl. Beispiel 4.52 - und dann mit Hilfe des Satzes 4.39 beweisen.
Ergebnis: Fiir a > 0 ist x, stabil, fiir a < 0 instabil. U

Beispiel 4.65 Die Pendelgleichung
Wir betrachten die Differentialgleichung 2. Ordnung

qg= —a?sin q, q € R, Parameter a > 0, (4-40)

aus zwei Griinden.

(i) Die DGI (4.40) dient urspriinglich der Beschreibung der Bewegungen eines mathemati-
schen Pendels (¢ : Auslenkungswinkel aus der nach unten orientierten Vertikalen, ¢ : Winkel-
geschwindigkeit, o : Verhéltnis von Fallbeschleunigung g und Pendelléinge), erfafit gleicher-
maflen das physikalische Pendel, beschreibt Bewegungen elektrischer Gleichstrommotoren
und tritt unerwartet bei der Untersuchung der Verformung elastischer Stdbe und von Krei-
selbewegungen an zentraler Stelle in Erscheinung. Vgl. auch Beispiele 4.40 und 4.50.

(ii) Die DGI (4.40) und ihr Phasenportrait weisen etliche Besonderheiten auf, die fiir DGIn
aus verschiedenen Anwendungsgebieten typisch sind. Fiir deren Untersuchung steht jetzt das
volle Arsenal an Begriffen und Methoden zur Verfiigung.

1. (4.40) als DGl in R? :
it =2?, i* = —a’sina', z = (2" 2%) € R%. (4.41)

Das Vektorfeld f(z) = (22, —a?sinz')” zeigt eine Symmetrie: Transformationen (z', z%) —
(' + k2w, %), k € Z, fiihren (4.41) in sich iiber (anschaulich: Pendellagen x' und z' + 27
sind nicht unterscheidbar). Damit wird das Phasenportrait in R? bestimmte Periodizititsei-
genschaften iiber der z'—Achse aufweisen. Sachgerechter wire es, die Winkelkoordinate z*
modulo 27 zu zéhlen und somit den zylindrischen Phasenraum S' x R zugrunde zu legen.

2. Fixpunkte: 2 = (kr,0), k € Z.
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(Anschaulich: £ = 0 hingendes Pendel, £ = 1 stehendes Pendel.)
3. Linearisierung:

Dxf(x>=( ! 1>-

—a?cosz! 0

Bei z, = (0,0):

D, f(0,0) = < _(;2 (1) ) . Wirbel (stabil).

Zugehorige DGI 2. Ordnung

= —a’q

hat die allgemeine Losung ¢(t) = Acosat + Bsinat, A, B € R, die Pendelbewegungen
bei kleinen Auslenkungen sind in linearer Naherung harmonische Schwingungen konstanter
Kreisfrequenz « (Schwingungsdauer T, = 27/a).

Bei x1 = (m,0) :

a? 0

D, f(m,0)= ( 01 ) : Sattel (instabil).

4. Hamiltonfunktion:
1
H(z" 2% = 5(:02)2 —a’cos .

Bei jeder Bewegung ist H(x'(t),z?(t)) = h, wobei die Konstante h durch die Anfangswerte
festgelegt ist:

h = %(91,“2(0))2 —a? cos 71(0).
5. Diskussion des Phasenportraits:
Durch Untersuchung der Niveaulinien von H.
h < —a? : leer
h = —a? : Fixpunkte xo, k € Z (insbesondere x, = (0,0))
h € (—a?, a?) : Geschlossene Orbits
h = o? : Fixpunkte o1, k € R, und verbindende Orbits (Heteroklinen).
h > a? : Nichtgeschlossene Orbits.

Je zwei zur x'—Achse symmetrische Heteroklinen trennen geschlossene von nichtgeschlosse-
nen Orbits, ihre Vereinigung heifit deshalb in diesem Zusammenhang eine Separatrix.
Geschlossener Orbit bedeutet periodische Bewegung ¢ — z'(t) : Schwingungen des Pendels
(vgl. Figur 4.12; die Schwingungsdauer 7" wéchst mit der Amplitude! Merkwiirdige prakti-
sche Konsequenz: eine Pendeluhr, deren Ausschlége infolge Verschmutzung abnehmen, geht
schneller.)
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6. Die Schwingungsdauer T’ (Periode eines geschlossenen Orbits zum Anfangspunkt (z},0),
0 < z! < 7) 148t sich aus dem Energie-Erhaltungssatz H(z',7?) = h = —a?cosz} berech-
nen. Zufolge der Geradheit von H(-,2?) und H(z',-) erfolgt die Durchlaufung des im vierten
Quadranten liegenden Teils des Orbits in einer Viertelperiode, dabei ist &' = 22 < 0. Somit
gilt fiir 0 < ¢ < 4T

(4.42)

' = —v2an/cosz! — cos !

0 >
und es ist z! (%) =0.

Die Bewegung t — (z'(t), #'(t)) im Zeitintervall [0, L] ergibt sich durch Integration der DGI
mit getrennten Variablen (4.42), und insbesondere ist

1

T, T
/ (cosz' — coszl)™V2dx! = \/iaz.
0

Das fiir 0 < z! < 7 konvergente uneigentliche Integral 148t sich mit der Substitution sin %1 =

ksinu, k :=sin :’32—‘1’, auf ein vollstédndiges elliptisches Normalintegral
w/2
K(k) := / (1 — k%sin?u) ™" 2du
0

zuriickfiithren, und es folgt

4 1
T = ~K(k), k=sin-°.
o 2

Im Intervall z} € (0,%) ist T fast konstant (ganz schwach wachsend) mit einem Wert 7' ~
2L (= Periode der Losungen der bei z, = (0,0) linearisierten DGI), ab z} ~ 2& beginnt
ein rasches unbeschrinktes Wachstum (beliebig grofie Periode der dicht an der Separatrix

liegenden geschlossenen Orbits). 0
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