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Aufgabe 16: Sei H = L2(0, 1) mit dem Skalarprodukt 〈x, y〉 :=
∫ 1

0
x(t)y(t)dt und h ∈

L∞(0, 1) reellwertig. Zeige, dass der Operator A, definiert durch

D(A) := {x ∈ C2([0, 1] : x(0) = x(1) = 0},
Ax := x′′ + hx,

symmetrisch ist.

Aufgabe 17: Sei T ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum und f ∈
B(σ(T )), d.h. beschränkt und messbar. Gilt der Spektralabbildungssatz

f(σ(T )) = σ(f(T ))?

Aufgabe 18: Sei T ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H und E sein
Spektralmaß. Zeige:

(a) λ ∈ ρ(T ) ⇔ Es existiert eine Umgebung U(λ) von λ mit E(U(λ)) = 0

(b) ∃x 6= 0 : Tx = λx ⇔ E({λ}) 6= 0

(c) Ist λ ein isolierter Punkt von σ(T ), d.h. existiert eine Umgebung U(λ) von λ mit
U(λ) ∩ σ(T ) = {λ}, so ist λ ein Eigenwert von T .

Aufgabe 19: Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum Cn. Seien {λi : i ∈ N}
die paarweise verschiedenen Eigenwerte von T und Pλi die Orthogonalprojektionen auf
die zugehörigen Eigenräume. Für jede Borelmenge B ⊂ R setzen wir

E(B) :=
∑
λj∈B

Pλj .

Zeige:

(a) E ist ein Spektralmaß,

(b) A =
∫
λdEλ =

∑
λj
λjPλj .
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Aufgabe 20: Sei X = L2(0, 1) und

T : X → X,

(Tf)(t) := tf(t).

T ist offensichtlich selbstadjungiert und nach Aufgabe 10 ist σ(T ) = [0, 1]. Für jede
Borelmenge B ⊂ R setzen wir

E(B)x := χ[0,1]∩Bx.

Zeige:

(a) E ist ein Spektralmaß,

(b) ∀x, y ∈ X : 〈Tx, y〉 =
∫
λd〈E(λ)x, y〉.

Aufgabe 21: Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H. Zeige, dass gilt:

∀x ∈ H : lim
µ→∞

iµ(T − iµ)−1x = −x.

Konvergiert iµ(T − iµ)−1 auch in L(H)?


