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Aufgabe 16: Sei H = L?(0,1) mit dem Skalarprodukt (x,y) := fol x(t)y(t)dt und h €
L*>(0,1) reellwertig. Zeige, dass der Operator A, definiert durch

D(A) :={z € C*([0,1] : z(0) = 2(1) = 0},
Az = 2" + hx,

symmetrisch ist.

Aufgabe 17: Sei T ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum und f €
B(o(T)), d.h. beschrankt und messbar. Gilt der Spektralabbildungssatz

Aufgabe 18: Sei T ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H und E sein
Spektralmafl. Zeige:

(a) A€ p(T) <«  Es existiert eine Umgebung U(\) von A mit E(U(X)) =0
(b)y Ix#0:Te =Xz & E{A})#0

(c) Ist A ein isolierter Punkt von o(7'), d.h. existiert eine Umgebung U(A) von A mit
UAN) Nao(T) ={\}, so ist A ein Eigenwert von 7.

Aufgabe 19: Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum C". Seien {); : i € N}
die paarweise verschiedenen Eigenwerte von 7" und P,, die Orthogonalprojektionen auf
die zugehorigen Eigenrdume. Fiir jede Borelmenge B C R setzen wir

E(B):= ) P,
\€B
Zeige:
(a) E ist ein Spektralmas,
(b) A= [ME, = 2o, NPy
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Aufgabe 20: Sei X = L*(0,1) und
T:X - X,
(Tf)(E) == tf ().

T ist offensichtlich selbstadjungiert und nach Aufgabe 10 ist o(T) = [0,1]. Fir jede
Borelmenge B C R setzen wir

E(B)x := X[on8T-
Zeige:
(a) E ist ein Spektralmaf,
(b) Ve,ye X : (Tz,y) = [ A(E(N)z,y).

Aufgabe 21: Sei T ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum H. Zeige, dass gilt:

Vo e H: limig(T —ip) ‘e = —x.
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Konvergiert iu(T — i)™t auch in £(H)?



