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1 Gewohnliche Differentialgleichungen: Einfuhrung

1.1 Grundbegriffe

Dir Vorlesung befasst sich mit der numerischen Losung (explizit definierter) gewohnlicher

Differentialgleichungen. Diese sind wie folgt definiert.

[1.1] Definition: (a) Gegeben seien ein Gebiet 2 C IR? und eine (hinreichend glatte)
Funktion f: € — IR. Eine Gleichung der Form

a'(t) = f(t,2(t)) (1.1)
(oder kurz: 2/ = f(t,z)) heisst gewOhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung
(kurz: gDGI).
(b) Gegeben seien ein Gebiet  C IR"™ und eine Funktion f : @ — IR. Eine Gleichung

der Form
™ = f(t,xa. x™Y) (1.2)

heisst gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung.
(c) Im Folgenden représentiere ein fett gedruckter Buchstabe einen Vektor der Lénge
n (n fest) (zB. x = (z1...,2,)7). Gegeben seien ein Gebiet Q2 C R™' und eine

vektorwertige Funktion f : 2 — IR". Das Gleichungssystem

X/ (t) = £(t,%(t)) (1.3)
heifit System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung (kurz: Sys-
gDGI).

(d) Ist f (bzw. f) von ¢ unabhéngig, so heifit die zugehorige Gleichung (bzw. das

System) autonom.

[1.2] Bemerkungen: (a) Eine Funktion z(¢) (bzw. x(t)) auf einem Intervall [a, b] ist
Losung der gDGI (des SysgDGI), falls fiir jedes t € [a,b] die entsprechende Gleichung
aus (1.1) --- (1.3) erfiillt ist.

(b) gDGI’s hoherer Ordnung konnen stets als SysgDGI geschrieben werden, indem die

Gleichung (1.2) umformuliert wird. Hierzu definieren wir

z(t) = (21, ..., 2)" = (x(t), 2’ (t), ..., 2" D)7
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Die Losung der Gleichung (1.2) ist dquivalent zur Losung des Systems

2(t)

2(t) = : — (t,2)
zn(t)
f(t,2(t))

(b) Nicht autonome gDGL’s (und entsprechend SysgDGI’s) kdnnen stets als autonome
Systeme formuliert werden. Hierzu definieren wir zu der skalaren Funktion z(t) die
erweiterte vektorwertige Funktion %(t) := (¢,z(t))? =: (Z1,72)". Die Losung von (1.1)

ist aquivalent zur Losung des SysgGDI

X =f(x) mit f(&)=(1,f(z,2))" . (1.4)

Ist x(t) eine Losung von (1.1) und ist fiir ein ¢y x(ty) = ¢, so kann aus (1.1) die Steigung
' (to) bestimmt werden. Es ist z(ty) = f(to,c). Die Tangente an die Losung im Punkt
(to, z(to))T ist damit gegeben durch den Vektor (1, f(¢,¢)). Dies motiviert die folgende

Definition.

[1.3] Definition: Das zur gDGI 2’ = f(¢, x) definierte Vektorfeld

1 1
L+ f2(t2) \ f(t )
heifit das Richtungsfeld der gDGI.

R(t,z) =

Da gDGI’s Spezialfille von SysgDGl’s sind, wollen wir uns bei den folgenden Uberlegungen

auf letztere beschranken.

Eine Losung x(t) von (1.3) ist (unter gewissen Bedingungen an f) eindeutig, wenn sie

an einem Punkt ¢y vorgegeben ist. Dies fiihrt auf die folgende Definition.

[1.4] Definition: Unter einem Anfangswertproblem (AWP) verstechen wir ein Sys-
gDGI der Form (1.3), welches ergénzt ist durch eine Bedingung der Form

x(ty) = ¢ fiirein (to,c)’ € Q . (1.5)
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in einem Punkt ¢,.

Der folgende Satz ist ein zentrales Ergebnis der klassischen Theorie der gewohnlichen
Differentialgleichungen, welches besagt, dass Losungen von AWP’s eindeutig sind, sofern
die rechten Seiten Lipschitz-stetig sind. Fiir einen Beweis des Satzes verweisen wir auf

die Standard-Lehrbiicher.

[1.5] Satz (Existenz und Eindeutigkeit): Die rechte Seite f des SysgDGI (1.3) sei in
folgendem Sinne Lipschitz-stetig: Es gibt eine Konstante L > 0 derart, dass fiir alle
t € IR und alle x;,xs € R" gilt: Ist (¢,x1)7, (£,x2)7 € €, so gilt die Abschétzung

[f(t, 1) — f(t, )| S L-[log —aof . (1.6)

(Hierbei ist ||.|| eine beliebige Vektornorm in IR".) Dann hat das AWP (1.3), (1.5) eine

eindeutige Losung z(t). Diese lasst sich bis zum Rand von 2 fortsetzen.

Im Folgenden sei, um die Eindeutigkeit des AWP zu gewéhrleisten, die Lipschitz-
Stetigkeit (1.6) immer vorausgesetzt. Das SysgDGI (1.3) erzeugt eine ganze Schar von
Losungen, welche der zu (1.3) gehorige Fluss genannt wird und welche wir mit dem

Symbol ¢ bezeichnen wollen. Hierbei beschreibt
x(t) = "% (1.7)
diejenige spezielle Losung (Trajektorie), welche zum Zeitpunkt 7 den Wert £ annimmt:
x(7) = ¢77x.
Insbesondere kann die Losung des AWP (1.3), (1.4) in Kurzform
x(t) = d"'c

geschrieben werden.

1.2 Das Eulersche Polygonzugverfahren

x(t) ;== "%,
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bezeichnet diejenige Losung des SysgDGI, welche zu einem fest vorgegebenen Zeitpunkt
7 durch einen festen Punkt x, geht. Ist f in einer Umgebung von (7, z,) stetig differen-
zierbar, so ist x(t) in einer Umgebung (7 — h, 7 4+ h) zweimal stetig differenzierbar, und

es gilt

X" (t) = jtf(t,x(t)) — £,(t, x()) + £ (£, x(1)) - X' () = £(t, x(2)) + £ (£, (1)) - £(£, x(1))

Nach der Taylorformel lésst sich x(¢) schreiben in der Form

x(t) = x(7)+ (t—7)-f(r,x(7)) +
= x(7)+ (t —7) - f(1,x(7)) + O(h?) (1.8)

(fiir ein @ € (0,1)). Diese Idee konnen wir benutzen zur Konstruktion einer ersten
Néherung der Losung des AWP (1.3), (1.4) fiir t > ¢y,. Hierzu definieren wir einen

kleinen Zeitschritt At, sowie
tZ:tO—FZAt, i:1,2,3,...

und approximieren die Losung durch die folgende stetige, stiickweise lineare Funktion:
Initialisierung: 1y = xa(ty) := c;
Iteration: Ist m; := xa(t;) gegeben, so definiere xa(t) in [t;, ;1]
durch xa(t) := n; + (t — t;) - £(t;,m;); insbesondere ist
Niv1 = N + At - £(t;,m:).
Sind wir nur an Naherungen an den Knoten ¢; interessiert, so ergibt sich hieraus der

folgende

[1.6] Algorithmus (Eulersches Polygonzugverfahren): Wihle einen kleinen Zeitschritt
At und definiere die zugehorigen Knoten ¢; := ty + i - At. Die Werte 7; an den Knoten

t; sind rekursiv definiert durch

M = ¢, (19)
N1 = ni+At-£(t;,m). (1.10)
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[1.7] Beispiel (lineare homogene gDGI): Die exakte Losung des AWP

ist x(t) = exp(At). Sie soll mit dem Eulerschen Polygonzugverfahren im Intervall [0, 7]
approximiert werden. Hierzu wihlen wir eine Zahl N € IN \ {0} und den Zeitschritt
At =T/N. Mit f(t,x) = X -z liefert der Algorithmus [1.11]

o = ]-a
Nigr = N FAL-X-m = (1+ AL N,

Durch Induktion folgt
Bemerkungen: (a) Aus der Analysis bekannt ist die Formel
Ia ,
<1—|—) — e fiir r— oo.
r

Damit gilt

N N/ AT
G (1 +)\Jj\;) - ((1 * N/(l)\T)> )

— M =2(T) fiir N — oo.

ny konvergiert damit fiir groBe N gegen den korrekten Wert x(T).

(b) Ist A < 0, so gilt x(t) = exp(At) — 0. Um dieses qualitative Verhalten mit dem Eu-
lerschen Polygonzugverfahren zu erhalten, darf der Zeitschritt At nicht zu grofi gewahlt
werden. Ist ndmlich At > 2/|\|, so ist 1+ At- A < —1; in diesem Fall oszilliert die Folge
n; und es gilt

| = |14+ At- N — oo fiir i — oc.

Als notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz gegen 0 fiir N — oo ergibt sich damit

die Bedingung

2
At < = (1.11)
Al
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t numerisch exakt
0.1 | 0.9000 0.1000 | 0.9094 0.0906
0.2 | 0.8200 0.1800 | 0.8352 0.1648
0.3 | 0.7560 0.2440 | 0.7744 0.2256
0.4 ] 0.7048 0.2952 | 0.7247 0.2753
0.5 ] 0.6638 0.3362 | 0.6839 0.3161
1.0 | 0.5537 0.4463 | 0.5677 0.4323

Tabelle 1: Losung von Beispiel [1.13], a = =1

[1.8] Beispiel (Lineares homogenes SysgDGI): Gelost werden soll das AWP fiir x(t) =
(@1 (t), 22(t))",

Hier ist
f(t,x) = A-x,

und das Fulersche Polygonzugverfahren liefert mit zur gewéahlten Schrittweite At

7

, l—a-At [B-At 1
m= I+ At-A) gy = .

B-At  1—a-At 0

Fithrt man eine Testrechnung durch fiir a = § = 1 mit einer Schrittweite At = 0.1,
so erhalt man die in Tabelle 1 aufgefithrten numerischen Ergebnisse, welche zumindest
den qualitativen Verlauf der exakten Losung widerspiegeln. Testrechnungen fiir a =
£ = 20 sind aus Tabelle 2 abzulesen. Es zeigt sich dass die Schrittweite At = 0.1 hier
vollig unbrauchbar ist. Die numerische Losung ist offenbar instabil. Wie lésst sich dies

erklaren?

Hierzu berechnen wir die Eigenwerte A; 5 von A. Diese ergeben sich als Losungen von

det(A\ — A) = Ata =0 =(A+a)-p2=0.
-3 Ata
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t | num. (At =0.1) num. (At =0.01) exakt
0.1 -1 21 0.5030 0.4970 0.5092  0.4908
0.2 5t -4 1 0.5000 0.5000 0.5002  0.4998
0.3 -13 14 | 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000
0.4 41 -40 | 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000
0.5 -121 122 | 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000
1.0 | 29525 -29524 | 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000

Tabelle 2: Losung von Beispiel [1.13], « = 5 = 20

Im Fall « = 3 sind die Eigenwerte gleich A\; = 0 und Ay = —2a. Die zugehorigen
Eigenvektoren sind (1,1)” und (1, —1)7. Fiigen wir die Eigenvektoren zu einer Matrix

T zusammen:

1 1
T := ,
1 -1
so ist
A0
A=1-| " T
0 Ao
Transformieren wir nun das SysgDGI x’ = A - x auf das entsprechende System fiir
z = (21,2)" := T~ x, so erhalten wir
, A0
7z = z
0 Ao
oder komponentenweise geschrieben:
7= A\,
Zé = )\222.

Dies sind zwei (skalare) lineare homogene gDGI. Aus Beispiel [1.12] wissen wir, dass zur
numerischen Losung mit Hilfe des Eulerschen Polygonzugverfahrens eine Schrittweite

gewdhlt werden muss, fiir die gilt (vgl. (1.19)) At < 2/);. Im Fall @ = g = 1 folgt
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als (nach diesem Kriterium) maximal zuléssige Schrittweite At < 1/a = 1. Im Fall

a = (=20 ist dies At < 1/20 = 0.05.
Diese beiden Beispiele sollen die folgende allgemeine Merkregel motivieren.

[1.9] Merkregel: A sei eine n x n-Matrix mit den Eigenwerten Ay, ..., \,. Apar S€i

der betragsgrofite negative Eigenwert. Zur numerischen Losung des SysgDGI
x' = Ax
mit Hilfe des Eulerschen Polygonzugverfahrens muss ein Zeitschritt

At < 1/ sl (1.12)

gewahlt werden.

Lineare SysgDGI, bei denen Eigenwerte mit sehr unterschiedlichen negativen Realteilen
auftreten, heiflen auch steife Differentialgleichungssysteme. Hier erzwingt der be-

tragsgrofite negative Realteil eine Oberschranke fiir die Wahl der Schrittweite.

1.3 Erste Fehlerbetrachtungen
Gegeben sei das AWP
= f(t,z), x(t)=rc
Die exakte Losung kann mit Hilfe des Flusses beschrieben werden in der Form
x(t) = dH'oc,

Zu gegebener Schrittweite At und den zugehorigen diskreten Zeiten t; = to+i- At liefert
ein numerisches Verfahren (z.B. das Eulersche Polygonzugverfahren) Naherungen 7; zu
den gesuchten Werten z(t;). Der hierbei entstehende Approximationsfehler kann in zwei

Anteile aufgeteilt werden.

[1.10] Fehlerarten: (a) Ausgehend von einem Naherungswert n; fiir ¢ wird 7,
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konstruiert als Naherungswert der Trajektorie durch (¢;,7;) zum néchsten Zeitpunkt
tir1, also

Nip1 = @ty
Die (skalierte) Abweichung

o 1 ti+Att;

e(ti,mi, At) :== At (‘1) N — 77i+1> (1.13)

nennt man lokalen Diskretisierungsfehler. Zu seiner Abschéitzung bedient man sich
tiblicherweise der Taylorentwicklung des Flusses ®*'in;, um den Punkt (¢;, ;).
(b) Der Startpunkt n; zur Berechnung von 7,44 ist (aufler fiir ¢ = 0) ebenfalls schon mit
einem Fehler behaftet, so dass 7,1 mit ®'+1tin, anstelle von ®'+1tig(t;) die ”falsche”
Trajektorie approximiert. Mit dem lokalen Diskretisierungsfehler als ”Keimzelle” ad-
dieren sich die in jedem Zeitschritt neu entstehenden Anteile zu einem globalen Fehler
auf, sodass unter Umstanden die Teiltrajektorien von der gesuchten Losungstrajektorie

immer weiter ”wegdriften”. Diesen globalen Fehler versucht man mit sog. Stabilitats-

untersuchungen in den Griff zu bekommen.

Wir untersuchen den lokalen Diskretisierungsfehler fiir das Eulersche Polygonzugver-
fahren. Hierzu nehmen wir an, dass f(¢,x) hinreichend glatt ist (hier: mindestens
zweimal stetig differenzierbar bzgl. ¢ und x).

Ist (#;,m;) gegeben, so bezeichne
2(t) == Py,
die Trajektorie, welche durch (¢;,7;) verlauft. Damit ist z(.) Losung des AWP
d=ft2), ) =mn

Wir werten nun die Taylorentwicklung

(t —t;)?

2(t) = 2(ti) + (t —t;) - 2'(t:) + 2!

von z(t) um den Punkt ¢; aus. Zunéchst gilt

2(ti) = f(ts, 2(t:) = f(ti, i)
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Ferner liefert die Kettenregel

Z,/(ti) = jtZ/(t) = if(t’z(t))

t=t; t=t;
= filti,2(t:) + 2'(t;) - fo(ts, 2(t:)) = fults,m) + f(ti,mi) - folts, mi).
(Hierbei bezeichnen f; und f, die partiellen Ableitungen von f bzgl. ¢ und z.) Aus
2

A
2(tig1) = mi + At~ f(ti,mi) + ; (St mi) + f(tmi) - fo(tioms) + O(AF)  (1.14)

und

Nig1 = N + At~ f(ti,m)

ergibt sich hieraus der lokale Diskretisierungsfehler

At

(2(tix1) — Mit1) = o (filtiymi) + f(tim) - fo(ti,mi)) + O(AL)

(felts,ma) + f(tismi) - fa(tism)) = O(AL). (1.15)

1
tia I3 At = AL
€(ti, ni, At) AL
At
2
(Das Symbol = bedeutet, dass nur der Term der fithrenden Ordnung in At beriicksichtigt

wurde.)

2 Einschrittverfahren (ESV)

2.1 Das Konzept der Einschrittverfahren

Der lokale Diskretisierungsfehler des Eulerschen Polygonzugverfahrens ist von der Ord-
nung O(At). Hierbei werden Néaherungslosungen von gDGI’s konstruiert, indem in je-
dem kleinen Teilintervall eine lineare Approximation konstruiert wird, wobei als Steigung
die Steigung am linken Randpunkt gewéhlt wird. Das Ziel dieses Kapitels ist es, Alter-
nativen zum Eulerschen Polygonzugverfahren zu entwickeln, welche giinstiger sind bzgl.
des lokalen Diskretisierungsfehlers. Die folgenden Beispiele versuchen, einen Wert fiir
die Steigung zu finden, welcher dem Verlauf des gesamten Teilintervalls besser angepasst
ist. Wie vorher sei t; = ty + ¢ - At mit einem vorgegebenen kleinen Zeitschritt At. Zur

Berechnung der lokalen Diskretisierungsfehler benotigen wir die Taylorentwicklung von
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f(.,.) um den Punkt (¢;,7;). Fir O(x —n;) = O(t —t;) = O(At) ist diese gegeben durch

ftx) = fltim)+ (E—t) - filts,m) + (@ = n:) - fo(tisni) +0.5- (¢ — ) fu(ts, m:)
+(t — t:) (@ = 05) fra(ti,m5) + 0.5+ (2 — 1) faw (£, m:) + O(AL)
= fltom)+ (t—t;) - filtioms) + (x—m) - fults,ns) + O(AL?). (2.1)

[2.1] Beispiele: (a) Modifiziertes Euler-Verfahren: Hier wird als Steigung im
Intervall [t;,¢;1] der Funktionswert von f im Punkt (¢; + 0.5 - At,n; + 0.5 At - f(t;m;))
angenommen. (Welche geometrisch-anschauliche Bedeutung hat dieser Punkt?) Der

[terationsschritt ist damit gegeben durch die Vorschrift
Nig1 = N + At - f(t; +0.5- At,m; +0.5- At - f(tim;)). (2.2)
Aus der Taylorentwicklung (2.1) folgt

A A
Nig1 = 1 +At- (f(ti>77i) + 2t - fe(ti,mi) + ; - f(timi) - fo(tisms) + O(At2>)
2

= i+ At f(ti,n) + Azt [feCtimi) + f(tim) - fo(ts,mi)] + O(AE).

Ein Vergleich mit der Taylorentwicklung (1.18) fiir z(t) = ®"*iy); ergibt als Ordnung fiir

den lokalen Diskretisierungsfehler

1
€(ts,mi, At) = Kt(z(tHl) —nig1) = O(AF).

Der lokale Diskretisierungsfehler ist damit um eine Ordnung besser als im Fall des Eu-
lerschen Polygonzugverfahrens. Allerdings sind pro Zeitschritt zwei Funktionsauswer-
tungen von f(.,.) erforderlich.

(b) Heun-Verfahren: Hier wird als Steigung der Mittelwert der Funktion f(.,.) in
den Punkten (¢;,7;) und (¢; + At,nm; + At - f(t;,m;)) gewéhlt. Die Iterationsvorschrift

lautet also

At
Nit1 =1n; + 7[]”(% ni) + f(ti + At,n; + At~ f(t,m:)]. (2.3)
Die Taylorentwicklung (2.1) liefert
At At ,
Niv1 = N+ 7]’1(% ;) + 5 (f(tia ni)+ At - fi(ts,n) + At f(t,m) - fo(ts,m) + O(At ))

2

= i+ At f(ti,m) + A; et mi) + f(timi) - fo(tiomi)] + O(AE).
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Wie in Beispiel (a) ergibt sich damit ein lokaler Diskretisierungsfehler der Ordnung
O(A?).

Eine allgemeine Klasse von Approximationsverfahren fir AWP’s liasst sich wie folgt

formulieren.

[2.2] Definition: (a) Ein Einschrittverfahren (ESV) fiir die gDGI 2/ = f(t, z)
(bzw. fiir das SysgDGI x’ = f(¢,x)) ist eine Formel der Form

Mivr =1 + At V(g n;, At) (2.4)

mit einer vorgegebenen (i.a. von f(.,.) bzw. von f(.,.) abhéngigen) Funktion W.

(b) Der lokale Diskretisierungsfehler fiir das ESV ist definiert durch

1 , , 1 4 .
e(ts, mi, At) = At (cbt’JrAt’tZ??i - 77i+1) = A7 (@A iy, — ] — (i, 7, AE) - (2.5)
(vgl. Definition (1.17)).
c) Das eilt konsistent, wenn gilt
(c) Das ESV heifit konsi gil
lim e(t; + At,n;, At) = 0; (2.6)

At—0
dies ist nach Gleichung (2.4) und der Definition von ®%'y; genau dann der Fall, wenn

gilt

At—0

(d) Das ESV ist ein Verfahren der Ordnung p, falls

e(ti, i, At) = O(AL), (2.8)

Nach dieser Definition ist das Eulersche Polygonzugverfahren ein ESV der Ordnung
1; das modifizierte Euler-Verfahren und das Heun-Verfahren sind ESV der Ordnung 2.
Weitere ESV konnen z.B. mit Hilfe des Ansatzes

W(ts,ni, At) := by - f(ti,mi) +bg - f(ti+c- At,m; +a- At - f(t;,m;)) (2.9)
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konstruiert werden, wobei die Koeffizienten b, by, a und ¢ frei gewihlt werden konnen.?

Geeignete Koeflizienten ergeben sich aus folgendem Satz.

[2.3] Satz: Ein ESV mit dem Ansatz (2.9) ist genau dann von (mindestens) der Ord-

nung 2, wenn

by +by=1 und by-a="by-¢c=0.5. (2.10)
Eine hohere als die Ordnung 2 ist mit diesem Ansatz i.a. nicht zu erreichen.
Beweis: Mit dem Ansatz (2.9) hat ¥ die Taylor-Entwicklung um (¢;,7;)

\I/(ti77]i, At) = (bl + b2) : f(tivni)
by - At e filts,mi) +a- f(ti,m) - fo(ti,m)] + O(AE).

Die Bedingungen (2.10) folgen durch Einsetzen dieser Entwicklung in das ESV (2.4) und
durch Vergleich mit der Taylorentwicklung (1.18) fir ®'ir;. O

2.2 Runge-Kutta-Verfahren (RKV)

Ein Iterationsschritt fiir ein ESV mit dem Ansatz (2.9) kann in die folgenden Rechen-

schritte zerlegt werden.
[2.4] Algorithmus (Iterationsschritt fiir ein ESV mit Ansatz (2.9)): Gegeben (t;,n;),
S1 berechne ky := f(t;,n;);

S2  berechne ky := f(t; +c- At,n; +a- At - ky);
S3  setze ql(tz,nz, At) = b1 . kl -+ b2 . k‘Q.

Dies stellt den Spezialfall eines zweistufigen Runge-Kutta-Verfahrens dar. Dieser Ansatz

soll nun verallgemeinert und analysiert werden, um eine hohere Ordnung zu erzielen.

2Alle oben aufgefiihrten Beispiele geniigen diesem Ansatz. Fiir das Eulersche Polygonzugverfahren
ist by = 1 und by = 0; fiir das modifizierte Euler-Verfahren ist by = 0, by = 1 sowie a = ¢ = 0.5; fir das

Heun-Verfahren gilt by = b, = 0.5 und a =c=1.
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[2.5] Definition: Ein dreistufiges Runge-Kutta-Verfahren (RKV) ist ein ESV
mit dem Ansatz

kl = f(tz +c1- At)ﬁl)?

kQ = f(ti—l_CQ'At)ni—'_At'an'kl)v

/{33 = f(tz + C3 - At, i + At . ((131 . kl + asg * ]{?2)),

W(ti,mi, At) = by ki + by ky+ b3 ks, (2.11)

mit geeigneten Koeffizienten a;;, b;, ¢;.

[2.6] Beispiel: Fiir

o 0 by 1/3 0 0 0
C = Co = 0.5 y b= b2 = 1/3 s A:(aij): 1/2 0 0
e 1 by 1/3 1/3 2/3 0
ist
kl = f(tzvnl)y

ks = f(t;+At,m; + At-[0.3- f(ty,m) +0.6- f(t; +0.5- At,m; + 0.5 At - f(ti,m))]),

Wir wenden dieses Verfahren an zur Losung der autonomen?® gDGI

In diesem Fall lauten die Gleichungen zur Berechnung der k;

kl = f(nl)7
ky = f(gi4+0.5-At-f(m)),
ks = f(ni+At-[0.3- f(n;) +0.6f(n; +0.5- At - f(m:))])-

Zur Abschatzung des lokalen Diskretisierungsfehlers betrachten wir die Taylor-Entwick-

lungen der k;. (Wir schreiben abkiirzend f; anstelle von f(n;), sowie f/ fiir die Ableitung

3Eine gDGI heifit autonom, wenn die rechte Seite f nicht von ¢ abhiingt.
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von f(x) an der Stelle 7;.)

kl — fi7
ka = fi+05-At- fif] + O(A¥),
ks = fi+ At fifl + O(AL),

Hieraus ergibt sich ¥ durch
Wty n, At) = 0.3+ (k1 + ko +k3) = fi +0.5- At - f;f + O(At?).
Vergleichen wir dies mit der Taylorentwicklung von z(t) = ®4fin; (vgl. (1.18)),
2(tir) =i+ At- fi 0.5 At - f; ] + O(AL),
so folgt fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
e(ti, mi, At) = O(AL?).
Damit hat das Verfahren fiir autonome gDGI mindestens die Ordnung 2.

[2.7] Ubung: Zeigen Sie: Fiir autonome gDGI’s hat ein dreistufiges RKV mindestens

die Ordnung 2, wenn gilt

1
bi+by+bg=1 und boag + bs(as + ase) = 9

Ahnliche Abschétzungen wie in Beispiel [2.6] konnen auch fiir nicht-autonome gDGL’s
durchgefiihrt werden, auch fiir "hoherstufige” RKV-Verfahren, welche wie folgt definiert

sind.
[2.8] Definition: Ein s-stufiges RKV fiir die gDGIl 2’ = f(¢, ) ist ein ESV der Form
W(t;,n;, At) = Z bik: (2.12)
i=1
mit

i—1

Jj=1
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Durch Taylor-Entwicklung lassen sich leicht Bedingungen fiir die Ordnung s-stufiger

RKV’s angeben. Wir fassen zusammen.

[2.9] Satz: Zwischen den Koeffizienten ¢; und a;; gelte zusétzlich die Beziehung®

s
C; = Z Q5.
j=1

Dann besitzt das s-stufige RKV genau dann (mindestens) die Ordnung

1, wenn
2, wenn zuséatzlich gilt

3, wenn zusatzlich gilt

1 ® 1
Zbic?:*, Z biajjc; = =
i=1 3 G5 6

4, wenn zusatzlich gilt

S

1

y ’ 1 L )
z;biC? s Z bicitsje; = 8’ ;1 biaijc? 19 Z biaija;rce = o1

i,j=1 ij i,j,k=1

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

[2.10] Beispiel: Das in der Literatur iiblicherweise als das klassische RKV bezeich-

nete Schema ist vierstufig (d.h. s = 4) und gegeben durch

1 0 0 0 00

1|2 0.5 05 0 00
b:7- s C = y _A:

6 | 2 0.5 0 05 0 0

1 1 0 0 10

(2.19)

4Eine Begriindung fiir diese Bedingung findet man z.B. in Abschnitt 4.2.1 von P. Deuflhard/ F.

Bornemann, Numerische Mathematik II, de Gruyter, 1994.
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Die explizite Formulierung lautet

kio= f(ti,m),

ko = f(t; +0.5-At,m + 0.5 At - ky),
ks = f(ti+0.5- At +0.5- At - ky),
kb, =

(ti + At, n; + At . k‘3),

(k1 +2 ko + 2 ks+ ky).

| = %

Man {iberzeugt sich leicht, dass die Gleichungen (2.15)- - -(2.18) erfiillt sind — es handelt

sich um ein Verfahren 4. Ordnung.

[2.11] Ubung: Zeigen Sie, dass das dreistufige Verfahren aus Beispiel [2.6] die Ordnung
2 hat.

2.3 Konvergenz von Einschrittverfahren

Bisher haben wir uns nur mit dem lokalen Diskretisierungsfehler befasst, dem Fehler also,
der in jedem Zeitschritt At neu entsteht dadurch, dass die zu approximierende Losung
eines AWP durch ein Geradenstiick approximiert wird. Wir werden nun feststellen,
dass dieser Fehler auch mafigeblich ist fir die globale Abweichung der Ndaherung von der

exakten Trajektorie.

Im Folgenden untersuchen wir im Zeitintervall [to, T'| das AWP
= f(t,z), x(ty) = zo. (2.20)
Die exakte Losung bezeichnen wir mit x(t), also
x(t) = dHoxg.

Um einen Wert x(t) (¢ € [to,T]) zu approximieren, kann mit Hilfe einer Funktion W
ein ESV der Form (2.4) gewahlt und auf eine Schrittweite At = (¢t — to)/N, N € N,

angewandt werden. Untersucht werden soll, wie der globale Diskretisierungsfehler

e(t,N) :=ny — z(t) (2.21)



Prof. Dr. H. Babovsky, NumMath(Math) III, WS 2003/04 19

von der Schrittweite At (bzw. von der Zahl N) abhéngt. Wir bezeichnen das ESV als
konvergent im Intervall [ty, T], falls fir alle ¢ € [ty, T] gilt

lim e(t,N) =0

N—o00
Das folgende zentrale Ergebnis stellt den globalen Fehler in Relation zum lokalen Dis-
kretisierungsfehler.
[2.12] Satz: Die Funktion U sei stetig und erfiille die Lipschitz-Bedingung
|\I/(t, N ]’L) — q’(t,l’g, h)| S M - |ZE1 — .172| (222)

mit einer Konstanten M. Dann gilt fiir das durch ¥ definierte ESV (2.4): Ist das ESV
ein Verfahren der Ordnung p (vgl. Def. [2.2](d)), so erfiillt mit At := (¢t — t¢)/N und

mit einem geeigneten \ der globale Diskretisierungsfehler eine Abschétzung der Form

et N)| < A+ [AH? - (exp(M(t — to)) — 1)/M. (2.23)

Bevor dieser Satz bewiesen wird, soll seine Aussage kurz kommentiert werden.

[2.13] Bemerkungen: (a) Die Bedingung (2.22) ldsst sich in den oben vorgestellten
Verfahren leicht aus der Lipschitz-Stetigkeit (1.5) der rechten Seite f(t,z) ableiten,

welche wir ja immer vorausgesetzt haben. Beispielsweise folgt im skalaren Fall
‘f(twrl) - f(t,llfg)‘ S L- ’xl - xQ‘

fiir das Heun-Verfahren mit

U(t,z,h) = ; [f(t,z)+ f(t+h,x+h- f(t,x))]
die Abschitzung
(U(t, 21, h) — U(t, 20, h)| < ;!f(t,xl)—f(t,xz)!
+;|f(t +h,xy+he f(t,x) — f(t+h,zo+h- f(t,22))]
< 5 bo =l 5 e — el e L) — ()

h-L?
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(b) Der globale Fehler ist wie der lokale Fehler von der Ordnung O(A#?). Zu beachten
ist allerdings, dass die rechte Seite der Abschitzung (2.23) mit steigendem Abstand vom

Anfangspunkt ¢q exponentiell wéachst.
Zum Beweis des Satzes [2.12] bendtigen wir das folgende Hilfsergebnis.

[2.14] Lemma: Geniigt eine Zahlenfolge &;, i = 0, 1,2, ..., einer Abschétzung der Form
(S| < (L+0)|&|+ B (2.24)

mit den Konstanten 6 > 0 und B > 0, so gilt fiir alle n € IN
exp(nd) — 1

6] < exp(nd) - |go] + B~ =

Beweis von Lemma [2.14]: Die iterative Anwendung der Abschétzung (2.24) ergibt
(mit Induktion)

IS (1+96)[&| + B,

&l < Q+0)al+B < (140 [+ B (1+(1+9)),

Gl < (A+0)l&l+B < (1+6)° (& +B-(1+(1+0)+(1+0)),

IA

N

&l < (148" 16| +B-(1+(1+8)+--+(1+06)")

= oy el + - P

exp(nd) — 1
—

Letztere Ungleichung folgt wegen 1+ 6 < exp(d). O

< exp(nd) - [§o| + B -

Beweis von Satz [2.12]: Mit At = (t—ty)/N definieren wir die Knoten ¢; := to+i-At,
die exakten Werte an den Knoten z; := x(t;) sowie die (globalen) Diskretisierungsfehler
an den Knoten e; := 7; — x;. Aus der rekursiven Definition (2.4) fiir 7;;1 und der
Beziehung x;,; = ®'+ttix; folgt

€1 = Mis1 — Tix1 = 1 + At - U(t;, m, At) — U+l

(I)ti-o-l,tixi -z

= [ — x| + At [W(ts, mi, At) — W(ts, 5, At)] + At | W(t;, 5, At) — AL
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At =0.1 At =0.01 At = 0.001
Fehler rel. Fehler | Fehler rel. Fehler | Fehler rel. Fehler

Euler

Heun

2.275E+05 8.479E-01
4.758E4+04 1.177E-01

5.463E+04 2.036E-01
6.775E+02 2.525E-03

6.173E+03  2.300E-02
6.967E400 2.596E-05

RKV | 4.091E+02 1.525E-03 | 5.619E-02  2.094E-07 | 1.431E-06  5.331E-12

Tabelle 3: Numerische Berechnung von z(5) aus Beispiel [2.15]

Nach der Lipschitz-Bedingung (2.22) ist
(W (t5, i, At) — W (s, 23, A)| < M - | — 2 = M - |eg].

Wegen der Ordnung p des ESV ist (vgl. (2.5))

Pli+iti T — X

< A- AP
fiir ein geeignetes A. Hieraus ergibt sich fiir die Folge e; die Abschétzung
lei1] < (1+ M- At) - |e| + M- APt

Wegen Lemma [2.14] und ey = 0 folgt hieraus

exp(NMAH) =1 exp(M(t—t)) =1

< . A pt+1
lenl < A~ AL MAt M

[2.15] Beispiel: Wir testen drei Verfahren unterschiedlicher Ordnung, das Eulersche
Polygonzugverfahren, das Heun-Verfahren und das klassische RKV, am AWP

Die exakte Losung ist gegeben durch
x(t) = exp(0.5 - 7).

Zur Berechnung von z(5) [= 2.68337...E+05] wird das Intervall [0,5] in 50, 500 und
5000 gleiche Teilintervalle unterteilt. Die globalen Diskretisierungsfehler sind in Tabelle
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3 dargestellt. Daneben ist der relative Fehler (Zepart(5) — Tnumeriseh(D))/Tezakt (D) 20
finden, welcher angibt, auf wie viele fiihrende Stellen das numerische Ergebnis exakt ist.
Es zeigt sich, dass das klassische RKV ohne groflen Aufwand eine Genauigkeit liefert,

welche nahe an die rechnerinterne Darstellungsgenauigkeit reeller Zahlen kommt.

3 Lineare Mehrschrittverfahren (MSV)

3.1 Das Konzept der Mehrschrittverfahren

Das Konzept der ESV bestand in der Berechnung einer Approximation 7,1 aus dem
vorhergehenden Wert 7;. Um hierbei Verfahren héherer Ordnung zu erzielen (z.B.
RKV), ist es in jedem Zeitschritt nétig, die Funktion f(¢,2) an mehreren Zwischen-
stellen auszuwerten. Mehrschrittverfahren dagegen stellen Berechnungsverfahren fiir
1,41 dar, fiir welche die bereits bekannten Werte 7;,...,n;,_r verwendet werden. Die
zugrunde liegenden Ideen entstammen der Interpolationstheorie.® Dies illustrieren die

folgenden ersten Beispiele zur Losung des AWP
¥ = f(t,z), z(ty) = wo. (3.1)

Die exakte Losung werde wieder mit z(¢) bezeichnet. Wie frither seien zu einem vorgegebe-

nen Zeitschritt At die diskreten Zeiten t; := tq + ¢ - At definiert.

[3.1] Beispiele: Durch Integration der gDGI des AWP folgt

tiv1

/}:H 2/ (t)dt = x(tip1 —t;) = / ft, xz(t))dt.

ti

Bezeichnen wir

so erhalten wir die folgende exakte Formel

(tien) = () + /:“ Ft)dt. (3.2)

®Vgl. Vorlesung Num. Mathematik I, Abschnitte 4.1, 5.2.



Prof. Dr. H. Babovsky, NumMath(Math) III, WS 2003/04 23

Zu ihrer Integration erinnern wir uns an die Ideen zur Herleitung der Newton-Cotes-
Formeln zur Integration.
(a) Wir ersetzen den Integranden F'(¢) durch das lineare Interpolationspolynom zu den

Punkten (ti—la F(tl_1)> und (tz, F(tl))

Fltin) = F(0) _ py gy P00 = Fltin)

Pilt) = F(t) + (t =) - o Ai

Setzen wir P;(t) anstelle von F(t) in die Gleichung (3.2) ein, so folgt
x(tiyr) ~ x(t;) + At - [L5f(t;, x(t;)) — 0.5f (ti—1, x(ti—1))].
Dies fithrt zum expliziten Mehrschrittverfahren
Mivr =0 + At [L5f (i, m) — 0.5f (¢, mi-1)]-

("explizit” deshalb, da n;,; durch diese Formel direkt aus den Werten n; und 7;_; berech-
net werden kann.)
(b) Ersetzen wir F'(t) durch das lineare Interpolationspolynom zu den Punkten (¢;, F'(¢;))
und (ti41, F'(tis1)):

so erhalten wir

At

z(tip1) = z(t;) + -5 Lf (i, 2(ts)) + ftizr, o(tiga))]

mit dem entsprechenden impliziten Verfahren

N1 = 0 + 0.5 At - [f(ti, ) + f(tiv1, Miv1)].

("implizit” deshalb, weil die Gleichung nicht unmittelbar nach 7,,; aufgelost werden
kann.)

(c) Ersetzen wir schliellich F(t) durch das quadratische Interpolationspolynom P;(t)
zu den Punkten (¢; o, F;_5), (t;_1, F;_1) und (¢;, F}):

1
Py(t) = F, + AL {(t—t)* [Fio—2F, 1+ F] + At- (t —t;) - [F_o — 4F;_, + 3F]}
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(Rechnen Sie diese Darstellung als kleine Ubung nach, z.B. mit Hilfe der Lagrange-

Polynome!), so folgen die Ndherung

At

w(tip) ~ x(t;) + 7 [5f(tia,x(ti—2)) — 16f(tio1, w(tio1)) + 23 (ts, x(t:))]

sowie das explizite Mehrschrittverfahren

At
Nit1 = M + TR [5f(tiza, i—e) — 16 f (tiz1,mi—1) + 23 f (i, m)].

Die oben erhaltenen Ansétze werden wie folgt verallgemeinert.
[3.2] Definition: Ein Verfahren der Form

Nitr + Qr_1Migr—1 + -+ aon = At - [brf(ti—I—TJ 77i+r> + ot bOf(tz‘a 772)] (3‘3>

heifit (lineares) Mehrschrittverfahren (MSV) (genauer: r-Schritt-Verfahren).
Ist b, = 0, so heifit das MSV explizit, andernfalls implizit.

In den Beispielen [3.1] beschreibt nach dieser Definition (a) ein explizites 2-Schritt-

Verfahren:

Nit2 — Niv1 = At - [1'5f(ti+17 77¢+1) - 0-5f(ti7 77@)]

Das Beispiel (b) beschreibt ein implizites 1-Schritt-Verfahren (insbesondere also ein
ESV):
At
Mt =1 = = [f (tisas misa) + S (i, mi)].
Durch (c) ist ein explizites 3-Schritt-Verfahren definiert geméas

At
Mis — itz = 75 (5f(ti, ) — 16 f (tiv1, mi1) + 23 f (Lita, Mit2)]-

Wir stellen im folgenden drei wichtige Klassen von MSV vor.
A — Adams-Bashforth-Verfahren

Dies sind explizite Verfahren, bei denen (in Verallgemeinerung zu den Beispielen [3.1](a),
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k= 0 1 2 3 4 5)
(0)
By 1
(1) 1 3
k 2 2
(2) 5 _16 23
k 12 12 12
G| _9 37 59 55
k 24 24 24 24
ﬁ(4) 251 1274 2616 2774 1901
k 720 720 720 720 720
(5) | _ 475 2877 7298 9982 7923 4277
k 1440 1440 1440 1440 1440 1440

Tabelle 4: Die Koeffizienten der Adams-Bashforth-Verfahren

(c)) die Funktion F'(t) aus Gleichung (3.2) im Intervall [t;;, t;14+1] durch das Interpo-
lationspolynom zu den Knoten ¢;, ..., %4, approximiert wird. Sind Ly, £ =0, ..., q, die

zugehorigen Lagrangepolynome,

Tt -1

Lk(t):Ht —
=0 Yk !
Ik

so ist mit den Koeffizienten 6,81), definiert durch

titq+1 g+l 1 ¢
A = [ L0t =iy A [ T] s
tH—q q =0 k - l
£k
und mit fy, := f(tx, nr) durch
. e = AL 3@ F, (@) ¢ e B9 r 3.4
Nitq+1 — Ni+q [ﬁq fz+q+ﬁq—1fz+q—1+ +60 fZ] ( : )

das (¢ + 1)-stufige Adams-Bashforth-Verfahren gegeben. Die Koeffizienten B,(f)
sind in Tabelle 4 dargestellt. Definieren wir den lokalen Diskretisierungsfehler wie im

Fall der ESV, so hat dieses Verfahren die Ordnung g + 1 (vgl. Abschnitt 3.2).

Das (g+1)-stufige Verfahren kann erstmalig angewendet werden, wenn die Werte ng, . .., 1,
bekannt sind. Diese Werte miissen durch andere Verfahren, etwa ESV der gleichen Ord-
nung, berechnet werden. Das Schema des numerischen Verfahrens zur Approximation

von x(t) im Intervall [ty, T] sieht demnach wie folgt aus.

[3.3] Algorithmus (Adams-Bashforth-Verfahren):
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k= 0 1 2 3 4 5
(0)

By 1

5(1> 1 1

k 2 2

g@ | 1 8 5

k 12 12 12

(3) 1 _5 19 9

k 24 24 24 24

ﬁ(4> _ 19 106 _ 264 646 251

k 720 720 720 720 720

5(5) 27 173 482 798 1427 475
k 1440 1440 1440 1440 1440 1440

Tabelle 5: Die Koeffizienten der Adams-Moulton-Verfahren

SO Initialisierung: Wiéhle Schrittzahl N € IN und Ordnung ¢ + 1;
definiere At := (T — to)/N und setze 1y := z.

S1  Anlaufrechnung: Wéhle ESV U (¢, x, h) mit der selben Ordnung und
berechne ;41 :=n; + At - U(t;, n;, At) fir i =0,...,q — 1.

S2 FEinsatz des Adams-Bashforth-Verfahrens: Fir i := ¢,...,N — 1
berechne

q
Nigr =0 + A=Y 5,§q_)kf(ti—ka Mi—k)-
k=0

B — Adams-Moulton-Verfahren

Diese impliziten Verfahren erhélt man, wenn man die Funktion F'(¢) im Intervall [¢; 1,1, %i14]
durch das Interpolationspolynom zu den Knoten ¢,, . .. , ;;, approximiert. Das g-Schritt-

Adams-Moulton-Verfahren (¢ > 1) hat die Form
NMitq — Mitq—1 = AL - [ﬁ(gq)fqu +oet 5(()q)fi]- (3.5)

Die Koeffizienten ﬁ,(f) (einschliefllich des impliziten ESV fiir ¢ = 0) gehen aus Tabelle
5 hervor. Als klassisches Adams-Moulton-Verfahren wird das Verfahren fir ¢ = 4

bezeichnet.
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Als Schwierigkeit gegeniiber den Adams-Bashforth-Verfahren ergibt sich hier, dass 7,4,
nicht direkt aus Gleichung (3.5) berechnet werden kann, da diese unbekannte GroBe
auch in fi1, = f(ti+q, Nitq) auftaucht. Es bietet sich hier an, einen Loser fiir nichtlineare
Gleichungen — etwa das Newton-Verfahren — auf die Gleichung R({) = 0 anzuwenden

mit

R(€) = & — g1 — At~ [B9 F(tiyg, ) + B frvqor + - + BV fil. (3.6)

[3.4] Beispiel: Wir betrachten das Adams-Moulton-Verfahren (¢ = 2) fiir die gDGI
2'(t) =t + z(t)". Aus dem Ansatz

At
Nit1 = 1Ni + §[5f(75i+1, Niv1) + 8f (tismi) — f(tizi,mi-1)]

folgt die Gleichung fiir die Unbekannte 7,1,

5. At
Ni+1 — Tn?—i-l = C; (3.7)

mit der Konstanten

2 1 At?

Fir n = 1,2 lasst sich die Gleichung leicht nach 7,,, auflosen mit dem Ergebnis

B 12
Mt = 0 TR A

6 5- At
Nit1 = w<1_\/1_3‘ci) (n=2).

(Uberlegen Sie sich, warum fiir n = 2 die andere Losung der quadratischen Gleichung

(3.7) nicht in Frage kommt! Entwickeln Sie hierzu 7,1, in eine Reihe bzgl. At.) Fir

andere Werte n bietet sich das Newton-Verfahren an zur Losung der Gleichung (3.7).

Zur numerischen Lésung muss das Adams-Bashforth-Verfahren [3.3] wie folgt modifiziert

werden.

[3.5] Algorithmus (Adams-Moulton-Verfahren):
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S0, S1  (wie in [3.3])
S2 berechne 7,41 als Losung von R(€) = 0 (z.B. mit dem Newton-Verfahren),
wobei R(.) gegeben ist durch (3.6).

Mit den Kriterien des Abschnitts 3.2 kann festgestellt werden, dass das ¢g-Schritt-Adams-
Moulton-Verfahren von der Ordnung ¢ + 1 ist.

C — Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Die Losung der Gleichung R(§) = 0 kann unter Umsténden sehr aufwendig sein. Pra-
diktor-Korrektor-Verfahren® verkiirzen diesen Weg, indem die Nullstelle von R() nicht
exakt, sondern nur naherungsweise berechnet wird. Hierbei wird zunachst mit Hilfe eines
expliziten Verfahrens ein Schétzwert 7,1, fir 1,4, ermittelt (Prédiktor); anschlieBend
wird in der Funktion R(&) des impliziten Verfahrens der Ausdruck f(¢;1,, ) ersetzt durch
f(tivq, Mivq) und m;4, ermittelt als (explizite) Nullstelle der so verénderten Funktion
(Korrektor). Es bietet sich an, als Pradiktor ein g-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren
und als Korrektor ein g-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren zu verwenden. Es zeigt sich,
dass die Ordnung des so verdanderten Verfahrens gleich der des entsprechenden impliziten

Adams-Moulton-Verfahrens ist (vgl. Abschnitt 3.2).

[3.6] Beispiel: Fiir ¢ = 3 lautet ein Zeitschritt des Pradiktor-Korrektor-Verfahrens

S1 Bestimme den Pradiktorwert 77@(412 durch das Adams-Bashforth-Verfahren

gemaf

At
775412 =n; + R 23 f(ti,mi) — 16f (tiz1, mi—1) + 5f (tiz2, miz2)];

S2  berechne ;.1 aus der Gleichung fiir das Adams-Moulton-Verfahren durch

At
Nix1 =N + on 9f (tit1, m(ff) + 19f(ti,m) — 5f (tic1, miz1) + f(tiz2, mi—2)].

Spraedicare (lat.) = vorhersagen, corrigere (lat.) = verbessern
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3.2 Die Ordnung linearer MSV

Ahnlich wie in der Definition [2.2] fiir ESV definieren wir die Ordnung von MSV mit Hilfe
des lokalen Diskretisierungsfehlers, welcher sich ergibt, wenn wir die exakte Losung der
gDGl in die Gleichung fiir das MSV einsetzen. Im Folgenden werde wieder fiir gegebenes
(t;,m;) mit z(t) die exakte Losung der gDGI durch diesen Punkt bezeichnet:

z (t) = (I)t’ti Ni-

[3.7] Definition: (a) Der lokale Diskretisierungsfehler fiir das MSV (3.3) ist
definiert durch

1
€(ti,mi, At) = AL [2(tigr) + ar_12(tigr—1) + - - + aoz(t;)]

—[brf (igr, 2(tigr)) + - 4 bo f (Ei, 2(8:))]-
(b) Das MSV heifit von der Ordnung p, wenn

Die Berechnung der Ordnung erfolgt wieder mit Hilfe von Taylorentwicklungen um

(t;,m;). Aus
Sltise) = 2(0) + D0 2 (8) + (D02 (1) +-+-
und
Ftive, 2(tive)) = 2 (tiny) = 2'(t;) + LAL - 2" (t;) + ;!(EAtF 2(t) +
folgt leicht die Entwicklung fiir den lokalen Diskretisierungsfehler
e(ts, m;, At) = Z—Otz(ti) + 12 () + At () + - = Ze: At 2O ()
mit
co = ayp+a+---+a,, (3.8)
¢ = lag+2ay+---+ra] —[bo+b1+- - +b,] (3.9)
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sowle fur ¢ > 2

1 1
cp = E[al +2%ay + -+ rta,] — W[bl + 27y + -+ 1,]. (3.10)

Hierbei wurde a, := 1 gesetzt. Wir fassen zusammen.

[3.8] Satz: Das MSV hat genau dann (mindestens) die Ordnung p (p > 1), wenn mit
den Definitionen (3.8), (3.9) und (3.10) fiir ¢, gilt

co=cr=---=¢,=0.

Beim Entwerfen von MSV ist es nun ein Ziel, die Koeffizienten a,, by so zu bestimmen,

dass moglichst viele der ¢, verschwinden.
[3.9] Beispiele: (a) Ein explizites 3-Schritt-Verfahren der Form

Nig1 + arni—r = At - [bof (tie, mi—2) + b1 f (i1, mi1) + baf (£, ;)]

mit maximaler Ordnung soll bestimmt werden. (Man beachte, dass ag = 1 und ay =
as = 0.) Die maximale Ordnung 3 erhdlt man, wenn a, by, by und by so bestimmt

werden, dass

= COZCL1+1,
= 61:a1+3—b0—b1—62:0,
= 2C226L1+9—2b1—4b2,

o o o o
|

= 6c3 = ayp + 27 — 3by — 12bs.
Die Losung

ap=-1, by=1/3, b =-2/3, by=7/3
fithrt auf das Verfahren 3. Ordnung

At
Nit1 = Ni—1 + ?[7f(ti7 ni) — 2f (tic1,mie1) + f(tiz2, mi—2)]-
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(b) Zur Bestimmung einer impliziten 3-Schritt-Methode der Form

Niv1 + a1 = At - [bof(tio, mi—2) + bif(fi1, mi1) + bof (ti,mi) + bs f (tiv1, miv1)]
mit maximaler Ordnung ist das Gleichungssystem
= ¢ =a+1,
= 61:a1+3—b0—bl—b2—b3:0,
262 =ay + 9 — 2b1 — 4b2 — 6b3,
= 603 =a; + 27 — 3b1 — 12b2 - 2763,

o o o o o
I

= 2404 =a; + 81 — 4b1 — 32b2 — 108b3
zu losen mit dem Ergebnis
CL1:—]., bQZO, b1:1/3, b2:4/3, b3:1/3

Das hieraus resultierende Verfahren hat die Ordnung 4 und ist — entgegen dem ur-
spriinglichen Ansatz — wegen by = 0 ein implizites 2-Schritt-Verfahren.

(c) Das implizite 3-Schritt-Verfahren maximaler Ordnung mit dem Ansatz
aoni—2 + a1mi—1 + azn; + i1 = At - by - fip
erhalt man fir
a = —2/11, a; =9/11, ay=—18/11, by=6/1L;

es ist gegeben durch

11

3 1
—Nit1 — 3N + =Nic1 — N2 = At~ f(Tit1, Nig1)-
677+1 n +277 1 377 2 f( +1 77+1)

Dieses Verfahren gehort in die Klasse der BDF- ("backward differentiation formula”)
Methoden, da die linke Seite eine (Riickwérts-) Approximation der ersten Ableitung zur

Zeit t; 1 darstellt: Ersetzen wir n;,, durch z(t;y,) := ®t+etitin,  so folgt

11 3 1
EZ(tH_l) - 32(751) + §Z(tz_1) - gZ(tZ_Q)
11 3 1 3 1

= At-2(ti1) + O(A).
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[3.10] Ubung: (a) Zeigen Sie: Das 3-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren hat die Ord-
nung 3, das 3-Schritt-Adams-Moulton-Verfahren die Ordnung 4.

(b) Zeigen Sie durch Taylorreihenentwicklung, dass das Pradiktor-Korrektor-Verfahren
aus Beispiel [3.6] die Ordnung 4 hat. Vergleichen Sie den Rechenaufwand fiir dieses

Verfahren mit dem fiir das Adams-Moulton-Verfahren der selben Ordnung.
Die Ergebnisse des Beispiels lassen sich verallgemeinern. Es gilt (ohne Beweis)

[3.11] Satz: Das g¢-Schritt-Adams-Bashforth-Verfahren hat die Ordnung ¢; das ¢-
Schritt-Adams-Moulton-Verfahren hat die Ordnung ¢ + 1. Das zugehorige Préadiktor-
Korrektor-Verfahren, zusammengesetzt aus dem ¢-Schritt-Adams-Bashforth-Pradiktor

und dem ¢-Schritt-Adams-Moulton-Korrektor, hat ebenfalls die Ordnung ¢ + 1.

3.3 Homogene lineare Differenzengleichungen

Lineare Differenzengleichungen, wie sie bei der Formulierung von MSV entstehen,

ZT: ApMi+k = G

k=0
(vgl. Definition [3.2]), entwickeln eine ”Eigendynamik”. Dies ist bereits der Fall fiir
¢; = 0 (entsprechend der gDGL 2’ = 0). Diese Differenzengleichungen sind der Inhalt
des folgenden Abschnitts.

[3.12] Beispiel: Die Formel
Nit1 +4n; — 51 = 24t - (2f; + fi1)

beschreibt ein explizites 2-Schritt-Verfahren. (Bestimmen Sie die Ordnung!) Wir wen-
den dieses auf das AWP 2/(t) = 0, z(ty) = 1 an. In diesem Fall ist 7y = 1; wir
nehmen an, dass n; durch ein ESV mit einem gewissen Rundungsfehler berechnet wurde:
m =1+e-At. Fiir e = 107% und At = 0.05 erhalten wir auf diese Weise 179 = 158948
und 19 = —794734, also offenbar ein oszillierendes, stark divergierendes Verhalten.

Diese Instabilitat wollen wir untersuchen. Zur Bestimmung der allgemeinen Losung der
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Gleichung

mit Startwerten 79 = ¢y und 7; = ¢; bestimmen wir zunéchst die Nullstellen des charak-

teristischen Polynoms
p(A) =N +4X —5=0.

Diese sind A\; = 1 und Ay = —5. Man kann sich nun leicht iiberlegen, dass die allgemeine

Lésung von (3.11) gegeben ist durch
ni = a\ + BNy =a+ 3 (-5H)".

a und [ sind eindeutig bestimmt durch die Startwerte ¢y und c¢;. Offenbar ist das
instabile Verhalten des MSV dadurch verursacht, dass p()\) eine Nullstelle besitzt, deren
Betrag grofler als Eins ist.

Die Argumente des Beispiels [3.12] fiir die Losung der homogenen Differenzengleichung

lassen sich verallgemeinern. Es gilt
[3.13] Satz: Hat das Polynom r-ten Grades
p(A) i=a N+ +a A+ ag (3.12)

die r paarweise verschiedenen Nullstellen Ai,... )\, so lasst sich jede Losungsfolge

(1:)iev der homogenen Differenzengleichung
Z asnirs =0 (3.13)
s=0
darstellen in der Form
;= Z cs)\f;.
s=1
Die Koeffizienten ¢, sind eindeutig bestimmt durch die Startwerte 7, ..., n._1.

Wichtig fiir unsere Zwecke ist es, dass die Losungen der homogenen Gleichung (3.13)
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langsamer als linear bzgl. des Indexes anwachsen, dass also die Wachstumsbeschran-

kung

lim 2 = (3.14)

1—00 9,

gilt. Hierzu gilt das folgende wichtige Resultat.

[3.14] Satz: Die Wachstumsbeschrénkung (3.14) gilt genau dann fiir beliebige Startwerte

Mo, - - -, Nr—1, wenn das folgende Stabilitatskriterium erfiillt ist.

Stabilitatskriterium: Das Polynom (3.12) besitzt nur Nullstellen Ay mit Betrag
|As| < 1. Ist A eine Nullstelle mit Betrag |As| = 1, so ist Ag einfache Nullstelle.

[3.15] Beispiele: (a) Das MSV des Beispiels [3.12] erfiillt nicht das Stabilitatskriterium
des Satzes [3.14], da mit Ay = —5 eine Nullstelle gegeben ist mit Betrag grofler als 1.
(b) Fiir das Beispiel [3.9](a) ist p(A) gegeben durch

pN) =X = A=X-A+1)-(A=1).
Die Nullstellen sind 0, —1 und 1. Das Stabilitatskriterium ist damit erfiillt.

(c) Fiir das Beispiel [3.9](c) ist

My a0 3y 1
pN) = 5N =3 Ao

Die Nullstellen sind A\; = 1 sowie Ay/3 = 0.318182 £ 0.283864:. Das Stabilitatskriterium
ist erfillt.

3.4 Konsistenz und Konvergenz von MSV

Gegeben sei das lineare MSV

Z agnips = AL - Z bsfivs, ar=1. (3.15)
s=0 s=0
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[3.16] Definition: Das erste und das zweite charakteristische Polynom des MSV
(3.12) sind definiert durch

p(z) = i)aszs, o(z) = i}bszs. (3.16)

[3.17] Definition: (a) Das MSV (3.15) heifit konsistent, falls es mindestens die Ord-
nung 1 hat, falls also (nach Satz [3.8]) gilt

co = a+a+---+a =0,
cp = a1+2a2—|—---+7’ar—(bo+"'+br):0-

Man iiberlegt sich leicht, dass diese Konsistenzbedingung aquivalent ist zur

Konsistenzbedingung:

p(1) =0, p(1)—o(1)=0. (3.17)

(b) Ahnlich wie bei ESV (vgl. Abschnitt 2.3) wird die Konvergenz von MSV definiert.
Hierzu sei z(.) die exakte Losung des AWP und ngm) sei die Losung des MSV zur
Schrittweite At. Das MSV heifit konvergent, wenn fiir beliebige t > t; und N =
1,2,3,... zu den Schrittweiten At = (t —to)/N gilt:

lim n](\,At) = x(t).

N—oo

Das folgende zentrale Ergebnis, nach welchem Konsistenz und Stabilitat von MSV zur

Konvergenz fithren, geben wir zunéchst ohne Beweis an.

[3.18] Satz: Ein MSV der Form (3.3) ist genau dann konvergent fiir beliebige AWP,

wenn es konsistent ist und das Stabilitdtskriterium des Satzes [3.14] erfiillt.

Wir kommen nun zur Fehleranalyse fiir gewisse explizite MSV. Wie frither bezeichne

x(t) die exakte Losung des AWP

= f(t,x), x(to) = zo.
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Es bezeichne

1 r—1
djyr = At : (I(tﬂ—l) - Z[_asx(tj—l-l—r—&-S) + At - be(tj+1—r+87 x(tj—l-&-r—l-s»])

s=0

den lokalen Diskretisierungsfehler des MSV beim Einsetzen der exakten Losung.

[3.19] Satz: Fiir das explizite MSV gelte
as <0, s=0,....r—1, a,=1

Es sei

der Fehler an der Stelle t,, = tg + n - At. Definieren wir die Giite der Startwerte durch

G = max |z(t;) =,

0<j<r—1

den maximalen Diskretisierungsfehler durch

D := max|d,|
j=r

und

r—1
B := Z b,
s=0

so gilt die Abschétzung

len] < (G + %) cexp((tn — 1) - LB).

(L ist die Lipschitz-Konstante fiir f(.,.), vgl. Satz [1.8].)

Beweis: Aus den Gleichungen (k:=j+1—r)

r—1

Nj+1 = Z[_asnk—l—s + At - f(trrs, Mhrs)
s=0

und

r—1

2(tjr1) = D _[=ast(tirs) + At -y f(thrs, 2(ters))] + At - djpy

s=0
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folgt durch Subtraktion, Anwenden der Dreiecksungleichung und Ausnutzung der Lipschitz-
Stetigkeit von f fir j > r —1

r—1
leje1] < S (Jasl + At [bu] - L) - [egssl + A - [dys]. (3.18)
s=0
Fir s =0,...,r — 1 definieren wir
Cs := |ag| + At - L|bs|;
auflerdem sei
r—1
C .= Z C.
s=0
Aus der Konsistenzbedingung folgt >'_) a, = —a, = —1 und damit
r—1 r—1
C=> la;|+At-L> |b|=1+At-LB>1. (3.19)
s=0 s=0
Eingesetzt in (3.18) folgt hieraus
r—1 r—1
le;] < Y Ciles|+At-D<G-Y Co+At-D=G-C+At-D,
s=0 s=0

r—1

r—2
‘€T+1’ < ZCs’es+1’+At'DSGZCS+CT71’€T|+AI€'D

s=0 s=0

IN

r—2
G(ZCNL(}CT_I)+At-D~(CT_1+1)gG02+At-D-((J+1),

s=0

lerpa]l < - <GCP+AL-D-(C*°+C+1)

und allgemein (durch Induktion)

r4+f—1
leprel < GC +At-D- Y C
s=0
Mit n = r + ¢ folgt wegen (3.19)
. n—1 . . Cn—l
len] < G-C"+At-DY C°=G-C"+At-D- a1
s=0 -

— G-(1+At-LB)”+L%-[(1+At~LB)”—1]

< G-exp(nAtLB) + I?B[exp(nAtLB) —1]

D
- ). . O
(G + LB) exp(nAtLB)
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[3.20] Bemerkungen: (a) Eine dhnliche Abschitzung wie die des Satzes [3.19] kann
auch fiir allgemeinere — insbesondere auch fiir implizite - MSV durchgefiihrt werden.
(b) Sind die ersten r Werte ng, ..., n.—1 exakt gegeben, d.h. ist G = 0, und hat das
MSV die Ordnung p, so ist D < const - At? und es folgt (in Analogie zu Satz [2.12] fiir
ESV)
len] < const - At exp((t, — to) - LB) = O(AtP).
LB
Sind die Startwerte nicht exakt bekannt, so miissen sie — um Verluste in der Ordnung

zu vermeiden — mit einem (Einschritt-) Verfahren der Ordnung p ermittelt werden.

4 Stabilitat von ESV und MSV

4.1 Absolute Stabilitat

Wihrend der Abschnitt 3.3 sich mit Instabilitdten befasste, welche durch die Eigen-
dynamik der linken Seiten von MSV entstanden, wollen wir jetzt Instabilitaten un-
tersuchen, welche mit den rechten Seiten der gDGI zusammenhangen. Die folgenden

Untersuchungen beziehen sich sowohl auf ESV als auch auf MSV.
[4.1] Beispiel: Wir betrachten das lineare Testproblem
=Nz z(0)=1 (4.1)

mit der exakten Losung z(t) = exp(At) und wenden hierauf das klassische RKV an.
Wir erhalten

ky = >\77i7
1 1,
ke = (m+ Atk1)=<>\+At>\)m,
5 5
1 1 1
ky = (m+ Atk>:(A+2At)\2+4At2>\3)m

1 |
ki = A0+ Atky) = ()\ £ ADE DAY + 4At3)\4> "
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und damit

At

mit dem Polynom
1 1 1
Fz)=142+ 522 + §z3 + 524.

Ist A < 0, so klingt die exakte Losung x(t) fiir t — oo gegen Null ab. Dasselbe qualitative

Verhalten fiir die numerische Losung 7; erhalten wir nur, wenn At so gewahlt ist, dass
|F(AAL)| < 1.

Wegen |F(z)| — oo fiir |z| — oo ist das aber nur moglich, wenn At hinreichend klein

ist.
Dieses Beispiel motiviert die folgende Definition.

[4.2] Definition: (a) Fiihrt ein ESV fiir das Testproblem (4.1) auf eine Rekursion der

Form
i1 = F(AAL) - m;,
so heifit die Menge
B:={z€C:|F(2)| <1}

das zum ESV gehorende Gebiet der absoluten Stabilitat.
(b) Liegt die linke Halbebene

C_.={z€C: Rez<0}

ganz in B, so heiffit das Verfahren A-stabil.

Entsprechend dem Beispiel [4.1] sind Schrittweiten fiir das Testproblem so zu wihlen,
dass AAt fiir A mit Re A < 0 im Gebiet der absoluten Stabilitat liegt. Fiir A-stabile

Verfahren gibt es keine Schrittweitenbeschrankung.
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[4.3] Beispiele: (a) Fiir das explizite Euler-Verfahren ist
Niv1 =0 + At - f(m) = (1+ AA)n;,
also
F(z)=1+=z.

Das Gebiet der absoluten Stabilitédt ist (in der GauBschen Zahlenebene) der Kreis um
Ao = —1 mit Radius 1. Fiir Re A < 0 ist hier At < 2/|Re A| zu wéhlen (vgl. Beispiel
[1.12]).

(b) Fiir das implizite Euler-Vefahren

Niv1 = N + At - f(tiy1, Dig1) = 0 + AAi

ist F'(z) =1/(1 — 2). Fir Re 2 < 0ist |F(z)] <1/(1+ |Re z|) < 1. Das Verfahren ist
also A-stabil.
(c) Wir kombinieren die Verfahren (a) und (b) zu einem Pradiktor-Korrektor-Ver-

fahren und definieren

P
Th(Jr% = i+ At f(ts,m),

Nig1 = 1 +At- f(ti+17nz(f))‘
Einsetzen von f(t,z) = Az ergibt
Mir1 = (1 + AAE+ (AA)?)7;

und damit F(z) =1+ z + 2%. Wegen |F(z)| — oo fiir |z| — oo ist das Verfahren nicht
A-stabil.

[4.4] Bemerkung: Fiir explizite ESV ist F'(z) i.a. ein Polynom. Da Polynome fiir
|z| — oo divergieren, sind solche Verfahren nicht A-stabil. Fiir implizite Verfahren ist

F(z) i.a. eine gebrochen rationale Funktion.

Aus der Bemerkung folgt, dass z.B. das klassische RKV nicht A-stabil ist. Im néchsten

Beispiel versuchen wir, die Idee der RKV auf implizite Verfahren zu verallgemeinern.
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[4.5] Beispiel: Ein zweistufiges implizites RKV werde definiert durch

_ 1 _9
3{¥%&m+4Aﬁh+3];ﬁAﬁ@>

2
b::f@+32ﬁ%m%:ﬁlJAth+ mz@

sowie
At
Niv1 = 1) + 7 . (]{31 + k?Q)

(Warum ist dieses Verfahren implizit? Worin besteht die Verallgemeinerung gegeniiber
den in Abschnitt 2.2 definierten RKV?)

(i) Berechnung von F'(z): Mit f(t,z) = Az folgt das lineare Gleichngssystem fiir k; und
ko

3—-2V3

1
ki = N-|n+-At-k
1 (U‘F 1+ D

3+2v3
12

At-k2>,

mit der Losung

AL 1+ YAt

k Y A
L 1—1AAt+ T(Ape 2T 1—1AAt+ TOAn?

Hieraus folgt

z 22
1"—54—@

F(z) = .
[

(ii) Untersuchung auf A-Stabilitédt: Das Gebiet der absoluten Stabilitédt wird begrenzt

durch die Werte z mit |F'(z)] = 1. Der Ansatz F(z) = exp(if) (6 € IR) fiithrt auf die
quadratische Gleichung

2

- (1= exp(i)) + = - (1 + exp(if)) + (1 — exp(i6))

und nach elementaren Umformungen auf

3sin(6
242z +12=0 mit a=—200) g
1 — cos(0)
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Die Losungen
z=i (a+Vi2+a)

liegen alle auf der imaginaren Achse. Damit trennt die imaginiare Achse den Bereich
der absoluten Stabilitdt von den Werten z mit |F'(z)| > 0. Es folgt die A-Stabilitat des

Verfahrens.

In der Regel ist es sehr schwierig, den Bereich B der absoluten Stabilitat explizit zu
beschreiben. Einfacher ist die Untersuchung des Stabilitatsintervalls 1,4, definiert als
die Einschréankung des Bereichs auf reellwertige negative Werte (welche wir zur Unter-

scheidung mit ¢ bezeichnen wollen), d.h.

Iy:=BNR_={{cR:&<0und|F(E)| <1},

[4.6] Beispiele: (a) Fiir das explizite und das implizite Euler-Verfahren des
Beispiels [4.3] folgen die Stabilitdtsintervalle aus der Untersuchung des Gebiets der ab-
soluten Stabilitét als 14 = (—2,0) bzw. als 14 = (—00,0).

(b) Fiir das Pradiktor-Korrektor-Euler-Verfahren des Beispiels [4.3] ist

2
FO=1+e+€=(e+3) +7

Dies ist eine nach oben gedffnete Parabel mit Minimalwert 3/4. Damit ergeben sich die
Grenzen des Stabilitatsintervalls aus der Losung der quadratischen Gleichung F'(§) = 1,
und es folgt 14 = (—1,0). Damit ist das Stabilitédtsintervall kleiner als das des expliziten
Euler-Verfahrens!

(c) Fiir das klassische RKV ist
1 1 1
F(¢) =1 Sy e et
() =1+ &+ 58+ &+ 5 1€

Die Grenzen des Stabilitétsintervalls erhélt man aus dem Ansatz F'(§) = 1. Es folgt

(aus numerischen Rechnungen, z.B. mit dem Newton-Verfahren) 14 = (—2.7854,0).

Ubertragen wir nun diese Uberlegungen auf MSV. Setzen wir das Testproblem z’ = Az



Prof. Dr. H. Babovsky, NumMath(Math) III, WS 2003/04 43

in das MSV (3.3) ein, so erhalten wir die homogene lineare Differenzengleichung
(1 = AAE- b )njpr + -+ (L= AAL - bg)n; = 0. (4.2)

Zur Losung bedienen wir uns — entsprechend den Uberlegungen des Abschnitts 3.3 des

mit (4.2) verkniipften Polynoms
d(z) =(1—=AAL-b,) - 2"+ -+ (1 = AAL - by) = p(2) — NAL - 0(2), (4.3)

wobei p und o die in Definition [3.16] definierten charakteristischen Polynome des MSV
sind. Hat ¢ r paarweise verschiedene Nullstellen zy, ..., 2., so lasst sich nach Satz [3.13]

die allgemeine Losung der Differenzengleichung (4.2) darstellen in der Form
n=az + 4o

Offenbar ist das Abklingen der Folge 7; gegen Null genau dann gewahrleistet, wenn die
Betrige aller Nullstellen z, kleiner als 1 sind. (Dasselbe gilt auch, wenn die Nullstellen

nicht paarweise verschieden sind.) Dies fiihrt zur folgenden Definition.

[4.7] Definition: Zu einem MSV heifit die Menge der Werte p = AAt, fiir welche das

charakteristische Polynom

¢(2) = p(z) —p-o(2)

nur Nullstellen z; mit Betrégen |z;| < 1 besitzt, das Gebiet der absoluten Stabilitét.

Im Allgemeinen ist es schwierig, diese Gebiete analytisch exakt anzugeben. Zur numerisch-
graphischen Darstellung wird man versuchen, den Rand des Stabilitdatsgebiets zu bes-
timmen. Dieser ist dadurch gegeben, dass ¢ eine Nullstelle der Form exp(i€) (£ € [0, 27))
hat. Der Rand ist also gegeben durch die Losung der Gleichung

plexp(i€)) — (&) - o(exp(i€)) = 0.

Damit lasst sich das Gebiet der absoluten Stabilitdt eingrenzen durch die numerische

Auswertung des Ausdrucks

p(§) = plexp(i€))/o(exp(i€)), §=0...2m (4.4)
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Der Wert p(0) ist hierbei in der Regel bekannt. Nach einer der beiden Konsistenzbe-
dingungen (3.17) gilt ndmlich p(1) = 0. Ist auBerdem p'(1) # 0, so folgt aus der zweiten
Bedingung o(1) = p/(1) # 0 und damit

1(0) = 0.

[4.8] Ubung: Schreiben Sie ein Programm zur Berechnung der komplexwertigen Funk-
tion x(.), definiert durch (4.4). Stellen Sie die Stabilitdtsgebiete fiir einige der Adams-
Bashforth-Verfahren graphisch dar.

4.2 Integration steifer Systeme

Die Uberlegungen des vorherigen Abschnitts liefern Obergrenzen an die Schrittweite At,
unter welchen Instabilitaten unterdriickt werden. In homogenen linearen Systemen bes-
timmt hierbei der Eigenwert \; mit dem betragsgrofiten negativen Realteil die Schritt-
weite (vgl. hierzu die Merkregel [1.14]). Im Folgenden wollen wir an zwei Beispielen
das Konzept einer Schrittweitensteuerung entwerfen, welche zu einer moglichst genauen

Approximation unter moglichst geringem Rechenaufwand fiihrt. Hierzu betrachten wir

zunachst das skalare AWP

mit der exakten Losung
2(t) = "y = exp(A - (t — 1)) - 7.
Die Anwendung eines ESV fiihrt auf die Iterationsvorschrift
Niv1 = F(AAL) - m;

(vgl. Definition [4.2]). Fordern wir neben der Stabilitdtsbedingung |F(AAt)| < 1,
dass F'(AAt) eine gute Approximation von exp(AAt) ist, so fithrt das zu einer weiteren

Einschréankung der Schrittweite.
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[4.9] Beispiel: Wir betrachten das SysgDGI fiir x = (xy, 72, 23)7,
X' =A-x, x(0)=(4,13,1)7,
mit
—0.5 32.6 35.7

A= 0 —48.0 9.0
0 9.0 =720

Mit den tiblichen Methoden rechnet man (leicht) nach, dass A die drei reellen Eigenwerte
A1 = —0.5, Ay = —45 und A3 = —75 besitzt. Die exakte Losung setzt sich zusammen
aus Anteilen, welche wie exp(J; - t) gegen Null abklingen. Nach der Definition des Ab-
schnitts 1.2 handelt es sich hier um ein steifes Differentialgleichungssystem.

Das gegebene AWP soll nun mit dem klassischen RKV gelost werden. Dieses hat
nach Beispiel [4.6](c) das Stabilitétsintervall (-2.7854,0). Hierdurch und durch den be-
tragsgrofiten negativen Eigenwert A3 wird die Stabilitéatsobergrenze fiir die Schrittweite

At festgelegt durch

Al e = 2.7854/| 3] = 0.037. (4.5)

Diese Grenze muss im Folgenden immer berticksichtigt werden. Wir fordern nun des

weiteren, dass
|F(\i - At) —exp(\i - At)| < e:=10"°, i=1,2,3. (4.6)

Dies fithrt (nach numerischer Auswertung der linken Seite von (4.6)) auf die Wahl
At; = 0.0035. Nach 45 Zeitschritten (¢ = 0.158) sind die wie exp(A; - ¢) abklingen-
den Anteile um den Faktor exp()3 - 0.158) = 7.14 - 107% reduziert und werden bei der
Schrittweitenwahl nicht mehr berticksichtigt. Die néachste Zeitschrittwahl Aty ergibt
sich aus der Forderung (4.6) fiir i« = 1,2 und fiithrt auf At, = 0.005. Nach weiteren 20
Zeitschritten kénnen auch die wie exp(Aqt) abklingenden Komponenten vernachléssigt
werden; die Forderung (4.5) fiir ¢ = 1 fithrt auf den Zeitschritt Atz = 0.5. Da dieser
nicht mit der Stabilitdtsforderung (4.5) im Einklang steht (die wie exp(Ast) abklingen-
den Komponenten konnten zu Instabilitdten fiihren), wird als letzter Zeitschritt z.B.

Ats = 0.035 festgelegt.
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Wie kénnen die vorangegangenen Uberlegungen auf allgemeinere — also insbesondere in-
homogene nichtlineare — Systeme erweitert werden? Dies soll an einem Beispiel demon-

striert werden.

[4.10] Beispiel: Die folgenden Gleichungen beschreiben ein System, wie es typischer-
weise bei der Berechnung der chemischen Reaktion dreier Substanzen auftreten kann.

/

T —01271 + 1001’2%3
X'=| zy | = 0.1z; — 100myw3 — 500232
T3 50022 — 0.5x3

mit den Anfangsbedingungen x(0) = (4,2,0.5)7. Um herauszufinden, mit welcher
Schrittweite mit der numerischen Approximation begonnen werden soll, untersuchen
wir die Linearisierung des Systems um den Anfangsvektor x(0). Hierzu setzen wir
Ax(t) := x(t) — x(0) und vernachléssigen Terme, welche quadratisch in den Kompo-

nenten von Ax sind. Dies fiihrt auf das linearisierte System

99.6
Ax' = A - Ax+ | —2099.6
1999.75
mit
—-0.1 100 - z3(0) 100 - z4(0) —0.1 50 200
A= 0.1 =100 - x3(0) — 1000 - z5(0) —100-z9(0) | = 0.1 —2050 —-200
0 1000 - z5(0) —-0.5 0 2000 -0.5

Die Eigenwerte von A sind A\ = —0.00025, Ay = —219.06 und A3 = —1831.54. Fiir das
klassische RKV ergibt sich hieraus eine Stabilitatsgrenze At,,,, = 2.7854/1831.54 =
0.0015. Ein Maf fiir die Genauigkeit fiir diese Schrittweite ist

|F(A3Atnaz) — exp(A3At,a:)] = 0.88. Soll dieser Wert auf etwa 107° verringert wer-
den, so ist eine Schrittweite At = 0.00015 notig. Wegen der Nichtlinearitit des Glei-
chungssystems muss eine Linearisierung zur Schrittweitenbestimmung jeweils nach eini-

gen Zeitschritten wiederholt werden.
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5 Numerik von Anfangswertproblemen: Erganzungen

5.1 Schrittweitensteuerung

Bei der Wahl einer geeigneten Schrittweite h muss ein Kompromiss gefunden werden
zwischen hoher Rechengenauigkeit und moderatem Rechenaufwand. Hinzu kommt,
dass sich die "ideale” Schrittweite im Verlauf der Integration des Anfangswertprob-
lems dndern kann. Das Ziel ist eine Schrittweitensteuerung, welche im Verlauf der
Rechnungen die Schrittweiten korrigiert und optimiert. Hierzu ist es notig, den lokalen
Diskretisierungsfehlers zu messen. Dies geschieht durch die Auswertung eines geeigneten

Kontrollverfahrens, welches eine hohere Ordnung als das eingesetzte Verfahren hat.

Seien ein ESV und ein Kontrollverfahren gegeben durch
Nive = Ni+h-W(t,n;,h), (5.1)
Bige = i+ h- Tt h). (5.2)
Sei z(t) := ¢"'in;. Haben das ESV die Ordnung p und das Kontrollverfahren die Ordnung
p+ 1, so ist
101 = Aosall < llmer = ()| + ipr = 2| S C B2+ C - = C- 7 (5.3)

und daher

141 = Diall = Mnir — 2(tig) || = ey ti i) (5.4)
Dies ermoglicht die Schatzung des lokalen Diskretisierungsfehlers mit Hilfe des Kontroll-

verfahrens.

Der Einsatz von Kontrollverfahren sollte moglichst ohne zusatzlichen Rechenaufwand
erfolgen. Ist beispielsweise 7,11 gegeben durch ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren
(nach Berechnung der Steigungen ky, ..., ks), so sollte das Kontrollverfahren die Werte
ki, ..., ks einbeziehen und ansonsten ohne weitere Werte auskommen. Da aber Runge-
Kutta-Verfahren in der Regel so konstruiert sind, dass ohne weitere Funktionsauswer-
tungen eine Ordnungssteigerung nicht moglich ist, bedient man sich z.B. des Fehlberg-
Tricks: Man bezieht den Wert

Nit1 =1+ h- zs: bik; (5.5)

=1
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mit ein, welcher ja ohnehin (bei akzeptierter Schrittweite) berechnet werden muss.

[5.1] Beispiel: Benutzt werden soll das klassische RKV als Kontrollverfahren (also
Ordnung p = 4) zur Steuerung eines Verfahrens dritter Ordnung. Das klassische Ver-

fahren ist gegeben durch

1 0 0 0 00
1] 2 1/2 /2 0 00
b=- , €= / , A= / ) (5.6)
61 2 1/2 0 1/2 0 0
1 1 0 0 10
mit der Iterationsvorschrift
h
Niv1 = N; + 6 . (k’l + 2/{32 + 2]{73 + k4) (57)
Versuch 1: Verfahren 3. Ordnung mit neuen Gewichten bi,...,bs. Aus den Ordnungs-
bedingungen ergibt sich nach Satz [2.9] das Gleichungssystem
11 1 1 by 1
0 1/2 1/2 1 b 1/2
2 1) 1ol (v -
0 1/4 1/4 1 by 1/3
0 0 1/4 1/2 by 1/6
Dieses Gleichungssystem ist regular und hat die eindeutige Losung b.
Versuch 2 (Fehlberg-Trick): Wir definieren
1
und fiihren die Gewichte b = (131, o ,135)T ein. Das Gleichungssystem fiir b, welches auf
die Ordnung 3 fiihrt, lautet nun
by
1 1 1 1 1 . 1
0 1/2 1/2 1 1 . 1/2
| by | = . (5.10)
0 1/4 1/4 1 1 : 1/3
0 0 1/4 1/2 1/2 ; 1/6
5

b
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Eine spezielle Losung ist
~ 1 T
b=-(1,2,2,1,0)",
6
und es ist
ker(A) = span(0,0,0,1,—1)7.
Ein Verfahren 3. Ordnung ist damit gegeben z.B. durch

|
b= 6(1’2’2’0’1)T'

49

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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6 Randwertprobleme

6.1 Einfilhrung

Wie die bisher behandelten AWP werden die folgenden Randwertprobleme (RWP)
beschrieben durch ein System von Differentialgleichungen x’ = f(¢,x). Im Gegensatz
zu jenen sind Zusatzbedingungen zur eindeutigen Bestimmung der Losung jedoch nicht
an einem einzigen Punkt (” Anfangswert”) sondern an mehreren Punkten (hier: an zwei

Punkten) gegeben.

[6.1] Beispiele: (a) Ein diinner warmeleitender Stab sei zwischen zwei Wanden ein-
gespannt. Die linke Wand (z = 0) habe die Temperatur Tp, die rechte Wand (x = L)
die Temperatur 7;. Der Temperaturverlauf 7'(x) im Stab ist gegeben durch das RWP

T'(x) =0, T(0)=Ty, T(L)=T;.

Aus T" = 0 folgt der allgemeine Ansatz T'(z) = Az + B und hieraus die exakte Losung
T, — Ty

L "
Durch den Ansatz © := (0y,0,)7, mit 6, = T, 0, = T’ kann das RWP zweiter Ordnung

T(x)="T,+

umformuliert werden in das System erster Ordnung

0 1
@/ - ( ) . @, 091(0) = T(), 91<L) == TL-
0 0

(b) Ein dinner Balken sei an den Enden = 0 und = = L fest eingespannt. Zwischen
x =0 und z = L wirke ein Kraftfeld F auf den Balken (z.B. das Graviationsfeld). Die
Verbiegung y(z) ist gegeben durch das RWP

py—q-y +roy=F, y0)=0, ¢(0)=0, y(L)=0, y'(L)=0.

Hierbei sind p, ¢ und r Materialkonstanten. Mit Hilfe von I' := (71,72, 73, 74)T, o=,
Y=y =7, 13 =y" und 4 = y"” folgt das RWP

0 1 00 0
0O 010 0
I = T+ » m(0) =72(0) =7 (L) =12(L) = 0.
0 0 0 1 0
-r 0 ¢qg O F
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RWP haben im allgemeinen keine eindeutige Losung, wie das folgende Beispiel zeigt.

[6.2] Beispiel: Wir untersuchen das RWP

/"

y'=—-y, y(0)=1wv, y(L)=uyzL.

Die allgemeine Losung von y” = —y lautet y(z) = A - sin(x) + B - cos(z).

(a) Fir die Randbedingungen y(0) = 0, y(7/2) = 1 existiert genau eine Losung
y(x) = sin(z).

(b) Fiir die Randbedingungen y(0) = y(7) = 0 existieren unendlich viele Losungen
y(z) = c¢-sin(z), c € R.

(c) Fiir die Randbedingungen y(0) = 0 und y(7) = 1 existiert keine Losung.

Randwertprobleme fiir vektorwertige Funktionen y(x) = (v (), ..., y.(2))T , wie wir sie
im Folgenden untersuchen werden, lassen sich formulieren durch ein System gewohnlicher

Differentialgleichungen,

(@) = 4y () = £(z.y) (61

sowie durch Randbedingungen an die Losung y in zwei Punkten z = a und z = b. Damit
erwartet werden kann, dass das RWP eindeutig l6sbar ist, ist die Anzahl der Randbedin-
gungen gleich der Dimension n des Systems. Die folgenden Typen von Randbedingungen
tauchen in der Praxis haufig auf.

(a) Lineare Randbedingungen: Vorgeschrieben werden n Linearkombinationen von

Komponenten von y:
Zo‘iij'(a):%’? i=1,....k, Zﬁijyj(b):%, 1=k+1,...,n.
J=1 j=1

Mit einer geeigneten k x n-Matrix A und einer (n—k)xn-Matrix B konnen diese Randbe-
dingungen geschrieben werden als A-y(a) = (71, ...,7)7 und B-y(b) = (Ver1,---,7m)7-
Werden die Matrizen A und B auf ”triviale” Weise (d.h. durch Einfiigen von Nullzeilen)

zu n X n-Matrizen erganzt:

A= s B = )
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so lassen sich die Randbedingungen schreiben in der kompakten Form
A-y(a)+B-yb) =c (6.2)

mit ¢ = (y1,...,7)%.

(b) Separierte lineare Randbedingungen: Diese sind ein Spezialfall von (a), bei
denen die ersten & Komponenten von y am linken Rand x = a und die letzten n — k
Komponenten am rechten Rand x = b vorgegeben sind. In diesem Fall haben die

Matrizen A und B die Blockstruktur

-(28) 3

wobei A eine k x k-Matrix und B eine (n — k) x (n — k)-Matrix ist.
(c) Nichtlineare Randbedingungen: Diese sind gegeben durch eine vektorwertige

Funktion 7 : IR*® — IR" und lauten

r(y(a),y(b)) =0. (6.3)

6.2 Das einfache Schief3lverfahren

A — Ein System zweiter Ordnung

Wir betrachten das RWP auf dem Intervall [0, 1] fiir w = (w1, ..., w,)7T,

w' = f(l',W,W/), W(O) = Wo, W(1> = Wi

Mit Hilfe von y = (y1,- -, %2n)7, Yk := Wk, Ynir ‘= W}, kann das System umgewandelt

werden in das folgende System mit linearen Randbedingungen

(1)
y
y/ = 1/2 s yg(})Q(()) = Wy, y§(})2(1) = Wi, (64)
f(z,y)

0) _

wobei zur Abkiirzung y10/2 = (Y1, YUn () =

)T = w und Yij2 = (Yns1s - - Yom) ' = W gesetzt

wurde.

Die Idee zur Losung des RWP ist folgendermaflen. Wenn an Stelle der Randbedingung
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yg%(l) = wj an der Stelle x = 1 eine Randbedingung der Form yS)Q(O) = W vorgegeben

wére, so wirde es sich bei dem RWP um ein AWP handeln, welches mit den bisher
behandelten Methoden numerisch gelost werden konnte. Man konnte also versuchen,

durch ”Versuch und Irrtum” die fehlende Information ySé(O) zu erraten.

Losen wir das System y' = (ygl/)g,f(x,y))T mit den Anfangswerten y§% = wo und

ygl/)Q =z fiir z € IR", so erhalten als Losung des AWP
Wo

y() =:y(ez) = 0| "

Der ergidnzte Anfangswert z ist dem RWP (5.4) angemessen gewéhlt, falls die Losung
die Randbedingung am rechten Rand yg%(l, z) = w; erfiillt, falls also z Nullstelle der

Funktion
F(z) = yh(1,2) — wy

ist. Um eine Nullstelle von F zu finden, konnte (zumindest bei hinreichend gutem
Startvektor z(®)) das Newton-Verfahren angewendet werden”. Eine Schwierigkeit hierbei
ist es, die Jacobi-Matrix DF(z) zu bestimmen. Dies kann jedoch numerisch durchgefiihrt
werden. Man iiberlegt sich leicht, dass die j-te Spalte DF(z)") fiir kleine h gegeben ist
durch

DF(2) % o (F(z + - ;) ~ F(2))

wobei e; der j-te kanonische Einheitsvektor ist.

[6.3] Beispiel: Gelost werden soll das skalare RWP zweiter Ordnung
w'=1+ww', w(0)=w(l)=0.
Dies wird zunéchst umgeformt in das dquivalente System fiir y = (y1,42)" = (w, w’)7,

/ Y2
L+ 4190

Tvgl. Abschnitt 3.2 der Vorlesung Numerische Mathematik fiir Informatiker, WS 99/00
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Wir installieren zunachst das klassische RKV mit Schrittweite Az = 0.01 fiir das AWP

/ Y2
L+ y1y2

Um die Abhéngigkeit der Losung vom Startwert zu demonstrieren, bezeichnen wir die
Losung mit y(.,£). Die Aufgabe ist es, £ so zu bestimmen, dass die zweite Randbe-
dingung F(§) = y1(1,£) = 0 erfiillt ist. Erste numerische Experimente zeigen, dass
F(0) = 0.5267 und F(—1) = —0.4417. Es ist daher zu erwarten, dass F'(.) im Intervall
(—1,0) eine Nullstelle besitzt. Indem wir das AWP nacheinander fiir £ und fiir £ + A&
(A& = 0.01) l6sen, erhalten wir eine Approximation der Ableitung von F'(.):

() ~ (e = TEF Afg - F()

Das folgende Iterationsschema liefert nach wenigen Iterationsschritten die Nullstelle &,

mit hoher Genauigkeit:

S1  Waihle Startwert ¢© = —1;

S2  Ist £*) gegeben, so 16se das AWP nacheinander fiir € und fiir £ + A€ und
berechne dF(§);

S3  Definiere £*+1) .= &) — F(£)/dF(€).

Mit zehnstelliger Genauigkeit erhalten wir nach 5 Schritten den Wert £, = —0.5041659279
sowie die zugehorige Losung des RWP.

Wir wenden uns nun der prinzipiellen Losbarkeit des skalaren RWP

w’ = flr,w,w') , w(0)=w(l)=0 (6.5)

V' = fz,u,0") , 0(0)=0 , (0)=¢ (6.6)

bezeichnen wir mit ve. Zudem definieren wir in Analogie zu oben F'(§) := vg(1). Defini-
tionsbereich D(F') von F ist die Menge aller &, fiir die v, fiir das gesamte Intervall [0, 1]
existiert. v ist Losung des RWP, falls F'(£) = 0.
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[6.4] Satz: Die Funktion f sei stetig differenzierbar beziiglich w und w’ mit den par-
tiellen Ableitungen f,, und f,s. Dann ist F differenzierbar mit F'(£) = ug(1), wobei ug
die Losung des AWP

U’ = fu(r,ve, ve)u + fur(z,ve, vy’ w(0)=0 , u'(0)=1 (6.7)
ist.®

Beweis: Fiir { # a seien v¢ und v, die Losungen des AWP (5.6) mit v¢(0) = § und
v (0) = a. Wir definieren

o

”a(mo)é — ? (@) (6.8)

Ue () :=

Dann ist offenbar

Fla) = F(§) _ va(1) — ve(1)

- = P = u(l) (6.9)
und durch Grenziibergang o — £ folgt
F'(¢) = Clyli]%ua(l) : (6.10)
u,, erfiillt offenbar die Randbedingungen
u(0) =1 , w (0)=1 . (6.11)
Auflerdem gilt fiir festes = € (0,1)
(o = &g = vy —v¢ = f(2,va,v5) — [z, 05, v¢) = (1) — ¢(0) (6.12)
mit
(t) = f (v + t(ve — ve), Vg + t(v,, — vp)) - (6.13)

Mit v := ve + t(vq — ve) folgt

¢/(t) = fw(ZL',U,’U,)(’Ua - UE) + fw’(xvvvvl)(vla - Ué)
= (a—&)fwlr,v,0 ) us + fu(z,v,v" ), (6.14)

8Man beachte, dass dies ein lineares AWP und damit eindeutig l6sbar ist.
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sowie oben eingesetzt

/A ¢(1)_¢(0)_ 1 ! /
o = : —a_f/o¢(t)dt

« a —

1 1
= </ fulx, v, v’)dt) Ug + (/ fw/(x,v,v')dt> T (6.15)
0 0
Fiir a — £ streben v und v’ gleichméBig gegen ve und vg, und fiir die Integrale gilt
1 1
/ fo(z,v,0")dt — fu(z,ve,00) / fuwr (2, 0,0 )dt — fur(x,ve,05) . (6.16)
0 0

Aus der Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen folgt, dass u, gegen die Losung
des AWP (5.7) konvergiert. O

Wir setzen unseres friithere Beispiel fort.

[5.3] Beispiel (Fortsetzung): Es ist f(w,w') = 1 + ww’ und damit f, = w' und
fuwr = w. Laut Satz ist das AWP

V=140 , vw(0)=0 , '(0)=¢ (6.17)
zu erganzen durch das AWP
v =7vu+ovd , uw(0)=0 , J0)=1 . (6.18)

Dann ist F(§) = v(1) und F'(§) = wu(l); das Newton-Verfahren liefert damit als

Verbesserung den neuen Wert

E=¢—o(1)/u(l) . (6.19)

Die Differentialgleichungen fiir v und w sind gekoppelt, da die rechte Seite fiir u” auch
von v abhangt. Sie sollten daher als ein einziges System behandelt werden. Hierzu

definieren wir
Y = W, y2,93,04)" = (0,0 u,u)" (6.20)

Zu losen ist das AWP

Y = (Y2, 1+ iv2, ys, vous + y1va)” , y(0) = (0,£,0,a)" . (6.21)
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3 v(1) u(1)
0 0.5266687 1.115790
-0.472014 0.03101425 1.0083094

-0.502772664 0.00133740045 1.004480724
-0.504104098 0.00005933825 1.00432274670

W N =R O

Tabelle 6: Newton-Verfahren fiir Beispiel [5.3]

Wir demonstrieren die Ergebnisse eines Iterationsverfahrens. Startwert ist £ = 0.
Formel (5.19) gibt an, wie £ nach dem Newton-Verfahren verbessert werden. Tabelle 6

gibt die relevanten Werte der Iterationen an.

Eine Schwierigkeit bei der Durchfiihrung des Schieverfahrens ist es, ein geeignetes
"Fenster” fiir die erginzenden Anfangswerte zu finden, fir die eine Losung des AWP
existiert und innerhalb dessen die Losung des RWP gefunden werden kann. Beispiel-
sweise kann leicht gezeigt werden, dass das AWP (5.17) fiir keinen Wert ¢ eine globale
Losung (d.h. eine Losung im gesamten Intervall IR, ) besitzt. Eine obere Schranke fiir
diejenigen Werte, bei denen das AWP eine Losung im Intervall [0,1] hat, ist etwa bei
Esup = 4.8 gegeben.

B — Ein lineares RWP zweiter Ordnung

Die Uberlegungen des vorherigen Abschnitts vereinfachen sich im Fall linearer SysgDGL.

Wir demonstrieren dies am folgenden skalaren linearen RWP zweiter Ordnung
w”’(x) = p(x) + q¢(x)w(z) + r(z)w'(x), w0)=a, w(l)=274, (6.22)
welches wie vorher umgewandelt werden kann in das System

01 0
q T p

fir y = (y1,92)" = (w,w’)T mit den Randbedingungen 3;(0) = « und y,(1) = 3.

Wegen der Linearitit der Gleichung (5.23) sind konvexe Linearkombinationen von Lo-
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sungen des SysgDGI wieder Losungen des Systems: Seien w;, ws Losungen von (5.22)
und A, Ay € IR mit Ay + Ay = 1. Man rechnet leicht nach, dass dann auch w =
Awy + Aqwg Losung von (5.23) ist. Erfiillen wy und wy die Anfangsbedingung w;(0) =
wy(0) = «, so gilt auch w(0) = a.

Wir konnen zwei Losungen dazu verwenden, eine Losung des Randwertproblems zu
konstruieren. Zunachst konstruieren wir die Losung y= (Zjl,?jg)T des Systems (5.23)
zu den Anfangswerten y (0) = (a,0)T. SchlieBlich berechnen wir noch eine weitere
Losung ¥ = (1, %2)” von (5.23) zum Anfangswert y(0) = (o, 1)”. Die konvexe Linear-
kombination y = A- ¥ +(1 — \) -y ist Losung von (5.23) und erfiillt die Randbedin-
gungen y1(0) = o und yi(1) = A i (1) + (1 = Nyi(1). Ist g1(1) A1), (1), so ist mit
A= (60— gl(l))/(ﬂl (1) — 71(1)) die Losung des RWP (5.22) gefunden. Wir fassen die

Schritte im folgenden Algorithmus zusammen.

[6.5] Algorithmus zur Losung des linearen RWP:

S1 Initialisierung: Wéhle ein ESV (z.B. klassisches RKV) und (mit einem
hinreichend grofien V) eine Schrittweite At = 1/N.

S2  Lose numerisch das AWP (5.6), y (0) = (a, 0)T; ist Uy (1) = 3, so ist y
eine Losung des RWP; andernfalls:

S3  Lése numerisch das AWP (5.6), y(0) = (a, 1)T.

S4 - Ist g1 (1) 7&331 (1), so berechne die Losung des RWP:

B-m() o B-n()
V(D) =m0 (1) - (1)

I

andernfalls Ausgabe: das RWP hat keine Losung.

Ein Nachteil des einfachen Schiefiverfahrens ergibt sich aus dem folgenden Beispiel.

[6.6] Beispiel: Gegeben sei das lineare RWP

—u" +Fu=c*r, u0)=0, u(l)=0 (6.24)
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mit einer Konstanten ¢ € IR.

Transformation w = u — x fithrt auf das das homogene Problem
—w" +Fw=0, w(0)=0, w(l)=-1
mit der Losung
w(z) = & exp(cx) + & exp(—cx)
mit geeigneten Koeffizienten &, &. Es folgt
u(z) =z + & exp(cx) + L exp(—cx).
Die Anwendung des einfachen Schiefverfahrens fithrt auf AWP’s der Form
—v! 4+ vy =Pz, v,(0) =0, v,(0) =«
mit Losungen der Form
Vo) = = 4+ my exp(cx) + ne exp(—cz).
Einsetzen der Anfangsbedingungen fithrt auf die Losung

—1
va(:c):x+a

(exp(cz) — exp(—cx)) .

Zur Losung des urspriinglichen RWP’s ist eine Nullstelle des Funktionals

Fla) = va(1) = & - L inh(c)

59

(6.25)

(6.26)

(6.27)

(6.28)

(6.29)

(6.30)

(6.31)

zu finden. Fiir ¢ >> 1 ist sinh(c) ~ 0.5-exp(c). Die numerische Berechnung kann leicht

auf Floating point-Fehlermeldungen fithren.

C — Mehrzielverfahren

Der bedeutendste Nachteil des einfachen Schiefiverfahrens besteht darin, dass — teil-

weise mit groffem Aufwand — ein ”"Fenster” gesucht werden muss, innerhalb dessen

Losungen des AWP im gesamten Intervall [0,1] existieren. Einen Ausweg bieten hier die

Mehrzielverfahren, bei denen das Gesamtintervall [0,1] in mehrere Teilintervalle zerlegt

wird. In jedem linken Randpunkt eines Teilintervalls wird das AWP neu gestartet. Zu
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losen ist dabei ein Nullstellenproblem, welches nicht nur dafiir sorgt, dass die Randbe-

dingung fiir x = 1 korrekt erfiillt ist, sondern auch, dass die Funktion in den inneren

Teilintervall-Randpunkten einmal stetig differenzierbar ist.

Wir betrachten wieder das RWP

w” = fx,w,w

)

, w0)=w(l)=0

und fithren auf dem Intervall [0,1] das folgende Gitter ein:

A= {330,.’171,..

., Tp}  mit

0=1x¢ < 11

< o< a, =1

Auf den Intervallen [z;_q,2;] (i =1,...,n) werden folgende AWP’s gelost.

Durch die Randbedingungen fiir w vorgeschrieben sind die Werte 7,

"
U;

:f('rvviavz/') 9

Ui(%’—l) =MNi-1

Un(2,,) = w(l) = 0. Wir definieren den Vektor

z = (CY0,7717041,~~-

T
s Mn—1, an—l)

sowie die Abbildung F : R* ! — R* !,

U;(«Ti—l) = Q-1

c IR2n—1

w(0) sowie
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Gesucht ist eine Nullstelle von F. Man erkennt leicht die Struktur der Jacobi-Matrix
.

W1« -1
H1,0 0 —1
WQT] W2, o -1
M2, K2« 0 -1
w3, w3, -1
F'(z) = 7 W
M3n M3 O -1
w”_lﬂl Wn—1,a -1
Hn—1,n HMHn—1,«a 0 -1
wn,n wn,a
mit
0 o)
Winp = —U;\T; Wi = —U;\T;
M ani—l z( 1)7 1,0 80./7;_1 z( z),
o g
i — v N\T; : = vilax:).
MZJ] ani—l 7,( 1)7 Mz,a 80./7;_1 z( z)

Ahnlich wie in Satz [5.4] kann gezeigt werden, dass die unbekannten partiellen Ableitun-

gen durch Losungen von AWP erhalten werden kénnen. Hierzu setzen wir

Win Uz‘(lfi); Wia = Uz($z),

~

U; (%L Hi oo = U;(%),

i

=

wobei u; und U; Losungen der folgenden AWP sind.

U;/ = fw(l‘a U%U;)ui + fw’(xa Um”;)u;; u(l‘i—l) = 07 u,(xi—l) - 17

U' = fuz,v;, V)U; + fur(x,0;,0)) U, Ulri) =1, U'(x;q) =0.

Der Hauptaufwand bei der Losung des Mehrzielverfahrens liegt in der Berechnung dieser
2n AWP’s. Man beachte jedoch, dass diese entkoppelt sind und daher in entsprechenden
Rechnerumgebungen parallel gelost werden konnen. Die Invertierung von F” zur Berech-
nung der Newton-Iterierten kann auf Grund der Bandstruktur sehr effizient durchgefiihrt

werden.

[6.7] Beispiel: Wir kehren zuriick zum Beispiel [5.3]. Zunéchst betrachten wir das
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AWP
w'=1+ww', w(xy)=mn w'(xy)=ac. (6.32)

Um die Abhéngigkeit von den Anfangswerten zu dokumentieren, schreiben wir w(x) =

w(z,n, ). AuBerdem definieren wir
U(z) == 0yw(z), wu(z):=dsw(z). (6.33)
Fiir diese Funktionen kénnen wir leicht die folgenden AWP’s herleiten.

U'=U-vw+w-U, U(zg) =1, U'(xg) =0, (6.34)
uW=u-w 4w u(xg) =0, u'(xg) = 1. (6.35)

Wir wollen nun auf das RWP
w"=1+ww', w(0)=w(l)=0 (6.36)

das Mehrzielverfahren anwenden, wobei das Intervall [0, 1] in zwei gleich grofie Teilin-
tervalle zerlegt wird: x¢o = 0, z1 = 0.5, x5 = 1. Definieren wir o := 0 und z; := 0.5, so

sind folgende AWP’s zu losen.
wl =1+ww, i=0,1 (6.37)
mit den Zusatzbedingungen
wo(0) =0, wi(l) =0, we(0.5) =wi(0.5) =:m, wy(0.5)=wi(0.5)=: ;. (6.38)

Unbekannt sind zunéchst die Groflen oy := w'(0) sowie n; und ay. Zur Losung des
Zweiziel-Verfahrens definieren wir die beiden AWP’s

!/

w1 wl
W / / 1 /
0 wy w + wiw
o | wh || trwet | oo || w 6.39
B = / o = : (6.39)
uy Wy + Wt U, Uyw) + w, Uy
/

/ /
uy Urwy + Wiy
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mit

(wO(O),wé(O),U@(O),’LL{](O)) = (0,&0,0,1), (64())
(w1(0.5), w}(0.5), U1(0.5),u1(0.5), U1 (0.5),u}(0.5)) = (n1,01,1,0,0,1). (6.41)

Zur Anwendung des Newton-Verfahrens definieren wir den Vektor z und die Abbildung

F(z) durch

Qo wp(0.5) — m
z:=| m |, F(z)=| w05 —a |- (6.42)
aq wl(l)

Die Jacobi-Matrix von F'ist gegeben durch

DF(z)=| u,(0.5) 0 -1 (6.43)

6.3 Differenzenverfahren

Im Folgenden untersuchen wir das RWP auf dem Intervall [0, 1],
—w"(z) + b(z)w'(x) + c(z)w(z) = f(z) ,w(0)=w(l)=0 |, (6.44)
wobei b, ¢ und f stetige Funktionen sind, und
Ve e [0,1] : e(x) > 1
Unter diesen Voraussetzungen besitzt das RWP (5.24) eine eindeutige Losung?.

Wir wollen nun die Differentialgleichung nicht wie friither in ein System erster Ordnung
umwandeln, sondern mit Hilfe geeigneter Differenzenquotienten diskretisieren. Hierzu
zerlegen wir zunédchst das Intervall [0, 1] in n gleiche Teilintervalle und definieren den
zugehorigen Diskretisierungsparameter h := 1/n. Zur Abkiirzung schreiben wir z; :=

J-h,w; = w(x;), w! :=w"(x;) (j =0,...,n) etc. Diskrete Approximationen der ersten

i

9vgl. H. Heuser: Gewdohnliche Differentialgleichungen, Kapitel VI, Teubner 1992, Stuttgart.
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und zweiten Ableitungen von w erhalten wir leicht aus der Taylorentwicklung. Fiir die

erste Ableitung definieren wir die Approximationen

w(x + h) —w(x)

Difulr) = YT ,
Difuj(r) = YOZWEZR)
Dulul(z) = w(m+h)2—hw(x—h) 7

welche wir auch als rechtsseitigen, linksseitigen bzw. zentralen Differenzenquotienten
bezeichnen. Eine Approximation fiir die zweite Ableitung erhalten wir durch den (zen-

tralen) Differenzenquotienten

Flwl(x) — D;, [w](x w(x — 2w(x w(xr —
Dijul(e) = 2HlD) ~ Dilulle) _ wloh) = 2u(e) +wie = 1)

Setzen wir die Approximationen

1o Wil — Wi

W N — =
(2 2h )
" W1 — 2wW; + Wi
w &~

2
in (5.24) ein, so fiihrt dies mit den Randbedingungen auf ein lineare Gleichungssystem

fir w = (wy, ..., w,)? mit der Inhomogenitit f = (fi,..., fu).

[6.8] Beispiel: Im einfachsten Fall b = ¢ = 0 lautet dies

2 -1 0
L -2
h w={f . (6.45)
o
0 -1 2
::Lh

Aus der Taylorformel folgen die folgenden Abschatzungen.
[6.9] Lemma: (a) Fiir u € C?[0, 1] gilt

|Djs [u)(x) — ' (z)] < ;Hu”llooh (6.46)



Prof. Dr. H. Babovsky, NumMath(Math) III, WS 2003/04 65

(b) Fiir u € C3[0, 1] gilt
/ 1 n
| Dalu)(w) =o' (@)] < Sllu”[lch® (6.47)
(c) Fiir u € C*[0,1] gilt

| Dilu)(2) — u"(2)] < 112||u(4)||ooh2 (6.48)

Die Diskretisierung des Randwertproblems (6.44) fithrt auf das Gleichungssystem L,w =

f mit einer Matrix der Form

d1 S1 0
dy .
L= (6.49)
" . s
0 Tn—1 dnfl

Die Koeffizienten d;, r; und s; hingen von der Wahl der Approximation der ersten

Ableitung ab. Beispielsweise gilt bei der Wahl des zentralen Differenzenquotienten
d; =2+ h*c(x;), ri=—1—"hb(x;)/2, s;=—1+hb(z;)/2. (6.50)

Ein Gutekriterium fur Differenzenverfahren lasst sich wie frither mit Hilfe der Konsis-

tenzordnung formulieren.

[6.10] Definition: Das Differenzenverfahren hat die Konsistenzordnung ¢, wenn fiir

jede hinreichend glatte Losung u des Randwertproblems gilt

|Lyu — £ < C - R (6.51)

Durch Vergleich mit der Taylor-Entwicklung ergibt sich unmittelbar

[6.11] Satz: Die Losung u des Randwertproblems sei viermal stetig differenzierbar.
Das Differenzenverfahren hat die Konvergenzordnung ¢ = 2 bei Verwendung des zen-

tralen, und ¢ = 1 bei Verwendung des links- oder rechtsseitigen Differenzenquotienten.
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Die oben hergeleiteten Matrizen Lj; haben (mit einer geeigneten positiven Diagonalma-

trix D) die Form
L, =—D(I - B), (6.52)

wobei die Stérung B nur nichtnegative Koeffizienten (fiir 4 hinreichend klein) und eine
Zeilensummennorm < 1 hat. Man kann zeigen, dass L, invertierbar ist und die Inverse

gegeben ist durch die Neumann-Reihe
Li'=-I+B+B*+.-.)-D!
Im allgemeineren Rahmen fiigt sich L;, in die wohlbekannten Theorie der M-Matrizen.

Die Matrix Lj; hat fiir hinreichend kleinen Diskretisierungsparameter h die folgenden

Kennzeichen:

— Ly, ist Tridiagonalmatrix;
— die Diagonalelemente sind strikt negativ, die Nebendiagonalelemente strikt
positiv;
~ L, = (f;;) ist schwach diagonaldominant, d.h. fiir alle Zeilen gilt |¢;]| >
> jzi|lij], und es gibt mindestens eine Zeile iy, fiir welche gilt [f;;| >
2o |lios-
Damit ist Ly ein Spezialfall von Matrizen, welche in der Literatur als M-Matrizen beze-
ichnet werden. Die Inversen solcher Matrizen sind durch Neumann-Reihen darstellbar.
Das Gleichungssystem (5.25) ist also eindeutig 1osbar, z.B. mit dem Jacobi-Iterations-
verfahren, aber auch mittels Gauf-Elimination (ohne Pivotisierung); fiir sehr kleine h
wird allerdings die Kondition von Lj sehr schlecht, weshalb in der Praxis geeignetere

Varianten verwendet werden.

Auf M-Matrizen stoit man auch bei der Diskretisierung sog. partieller Differentialgle-

ichungen vom elliptischen Typ.
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7 Differentiell-algebraische Systeme

7.1 Einfihrung

Wir betrachten AWP’s; welche kombiniert sind mit algebraischen Gleichungen.

[7.1] Definition: (a) Ein differentiell-algebraisches System (kurz: DA-System) fiir die
Funktionen y(t) € IR? und z(t) € R? ist ein Gleichungssystem der Form

y = f(y.2z), y(0)=yo, (7.1)
0 = g(y,z), z(0)==z (7.2)

mit f : R — R? und g : R4 — IR?. Die Anfangswerte heilen konsistent, falls gilt
g(yo, ZO) =0. (73)

(Dies sei in Folgenden immer vorausgesetzt!)

(b) Das System hat Index Eins, falls die Ableitungsmatrix

9 x
gg(YmZo) e RP*?P (7.4)

regular ist, andernfalls einen Index grofier als Fins.

[7.2] Beispiele: (a) Die Modellierung eines bestimmten Verstarkerschaltkreises'® mit

Hilfe der Kirchhoffschen Gesetze fiihrt auf ein Gleichungssystem der Form

0 = —ip+ (up—up)/r + (us —ug)'c;y —up/ro (7.5)
0 = (ur—uc)cs+ (ug —uc)/re —ic (7.6)
0 = —UIECE+iB+iC—UE/TE (77)
0 = —up/rp+ (uc —ur) co. (7.8)
Durch Zusammenfassung der unbekannten Groflen zu einem Vektor:
X = (up, uc, ug, ug)’ (7.9)

10ygl. M. Hanke-Boureois: Grundlagen der Numerischen Mathematik und des Wissenschaftlichen

Rechnens, Abschnitt 64.1
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erhalten wir ein System der Form

Mx' = ¢(x) (7.10)
mit der singularen Matrix
C1
M= €2 e (7.11)
CE
—C2 Ca
Multiplikation mit der Matrix
1
1 -1
P = (7.12)
1
-1 1
fithrt auf das DA-System
cuy = ¢ (7.13)
262 . (’LLC — UL)/ = gbg — @4 (714)
cpuy = 3 (7.15)
0 = ¢o+¢a=—uc/rc—ur/rp+¢ (7.16)

fiir die vektorwertige Funktion y = (up,uc — ur,ug)’ und die skalare Funktion z =
uc/re +ur/rr. Wegen 0.9(z) = —1 hat das System den Index 1.

(b) Ein Schlitten bewege sich unter der Kraft F'(¢,x,x’) (Gravitations-, Reibungskrafte
etc.) einen Berg hinab. Das Profil des Berges sei implizit als Niveauflache einer Funktion

g:R* — IR gegeben:
9(x) = g(z1, 2, 23) = 0. (7.17)
Die Bahn des Schlittens wird beschrieben durch die Newton-Gleichung

mx" = Gesamtkraft = F + Z. (7.18)
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Hierbei ist Z eine Zwangskraft, welche den Schlitten auf der Erdoberflache halt. Diese

Zwangskraft wirkt immer senkrecht auf die Oberflache:
Z = \-Vyyg, (7.19)

wobei A = A(t) unbekannt ist. Damit ergeben sich als DA-System fiir (x,\)? die sog.
FEuler-Lagrange-Gleichungen

mx" = F(t,x,x)+ X Vyg(x) (7.20)
0 = g(x). (7.21)

Da ¢(.) nicht explizit von A abhéngt, hat das System einen Index > 1.

[7.3] Bemerkung: Index-1-Probleme sind (bei konsistenten Anfangswerten) zumind-
est lokal (d.h. fiir kleine Zeitintervalle) l6sbar. Wegen der Regularitdt von d,g kann
namlich nach dem Satz tiber implizite Funktionen die Bedingung g(y,z) = 0 lokal um-
formuliert werden in z = ¢(y) mit einer geeigneten Funktion ¢. Fiir ¢ gilt in der Néhe

von yo die Approximation

o(y) = 20 — (V28(¥0,20)) " - (Vy&(¥o, 20)) - (¥ — ¥o)- (7.22)

(Wie lautet ¢ in Beispiel [7.2](a)?) Das DA-System ist damit lokal dquivalent zu

y = f(y,0()), y(0)=yo. (7.23)

7.2 Runge-Kutta-Verfahren fiir Index-1-Systeme

Wir betrachten zunachst eine Modifikation des DA-Systems, welche durch Einfithrung

einer kleinen Storung e auf das folgende Anfangswertproblem fiihrt.

y = fly.2), y(0)=yo (7.24)
ez = g(y,z), z(0)=z (7.25)
Die Losung dieses Systems fiir die vektorwertige Funktion (y,z)(¢) mit Hilfe von (im-

pliziten) Runge-Kutta-Verfahren soll nun untersucht werden. Beschrieben seien dies

Wie frither durch die Matrix A = (a;;) sowie den Vektor b. Der Vektor c spielt keine



Prof. Dr. H. Babovsky, NumMath(Math) III, WS 2003/04 70

Rolle, da es sich um ein autonomes System handelt. Bezeichnen wir mit (n;, ;)" die
numerische Naherung von (y,z)(¢;) und mit k, = (A, u¢)” die Steigungen, welche beim

Runge-Kutta-Verfahren berechnet werden miissen, so folgt

N = (m +h Zszl agiNj, G+ h i:l agjuj) (7.26)
= j=
€y = g (ni +h XS:I aeAj, G + hi:lagjuj) (7.27)
j= =
sowie fiir den nachsten Zeitschritt
N1 = i+ hg beAe (7.28)
€Gir1 = €G+ h; befte (7.29)

Wir wollen nun versuchen, in Gleichung (7.27) den Grenziibergang ¢ — 0 zu vollziehen.

Hierzu stellen wir zunéachst fest, dass fiir glatte g und kleine h

g(i, { + hit) ~ g(71,{) + h - Deg (i1, ) - fi. (7.30)
Setzen wir

po=(p1 ... ps) € RP, (7.31)

so fiihrt die Linearisierung von (7.29) fiir e — 0 auf das lineare Gleichungssystem

he A (Dg(iii, ¢) - 1) = —(8(71:. G), - - - 87, ¢))” (7.32)
mit
ni =n;+ hi: apjA;. (7.33)
j=1

Damit dieses System nach p auflosbar ist, miissen wir fordern, dass A invertierbar ist.
Dies schliefit insbesondere explizite Runge-Kutta-Verfahren aus. Andererseits folgt fiir
invertierbares A aus der Index-1-Eigenschaft und dem Satz tiber implizite Funktionen,

dass (lokal) das System (7.26), (7.27) auflosbar ist. Genauere Analysen ergeben!!

Hygl. Satz 82.1 in M. Hanke-Bourgeois
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[7.4] Satz: Voraussetzungen: (i) f und g seien hinreichend glatt; D.g sei iiberall in-
vertierbar und die Inverse (D¢g) ™' sei gleichmaflig beschrankt.

(ii) Das Runge-Kutta-Verfahren (A, b, ¢) habe die Ordnung ¢; A sei invertierbar. Wei-
terhin sei ay; = b; fiir j = 1,...,s. (RKV’s mit diesen Eigenschaften heien steifgenau.)

Dann gilt fir 7" > 0: Fiir hinreichend kleine A ist das Verfahren wohldefiniert; es ist

Iy (t:) — mill < O, |a(t:) — Gll < O(R9)  fiir alle t; = ih € [0,T].  (7.34)

[7.5] Bemerkung: Fiir nicht steifgenaue Runge-Kutta-Verfahren bleibt die Ordnung
q erhalten, wenn die Gleichung g(y;,z;) = 0 ersetzt wird durch g(y;.1,2;+1) = 0.

7.3 Systeme mit Index > 1

Wir beschrénken uns hier auf die Untersuchung des Systems (vgl. Beispiel (7.2)(b) ) fiir
z=(x,v,\) = (x,%x,\)

mv' = F+/(-V.g (7.35)
x = v (7.36)
0 = gx), (7.37)

wobei wir zur Vereinfachung anstelle des dreidimensionalen Raums nur zwei Dimensio-

nen annehmen, also
x=:(2,9)", w=(v,w)", (7.38)
und F' konstant sowie m = 1 gewahlt wird. Damit wird die rechte Seite

f(x,v) = ( vow F‘i‘g'8x9<x>y)7F+£'ayg($vy) )T‘ (7.39)

Zur Anwendung kommt das einfachste Runge-Kutta-Verfahren, welches die Vorausset-

zungen des Satzes erfiillt — das implizite Euler-Verfahren

0 = g(m+h- ko), (7.41)
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Wir konnen dies umformulieren zu

Nit1 = Mi+h-nip (7.43)
0 = g(nit1)- (7.44)

Ausfiihrlich lauten die Gleichungen

Xi+1 = Xj + h - Vit (745)
Virp = V; + h&_ﬂ . ng<Xi+1> (746)

Fithren wir die folgenden Linearisierungen ein:

g(xin1) =~ gxi)+h-Vigx) - (X — x;) (7.48)
Vg (%) +h-g" (%) - (%ig1 — x3) (7.49)

<
Il
=
™
=
%

sowie die Approximation

so erhalten wir fiir z;,1 = (Xi11, Vig1, liy1)? ein lineares Gleichungssystem der Form

J -z =1 (7.51)
mit der Funktionalmatrix
I —hi 0
J=| —hig"(xi) I —hVxg(xi) (7.52)
hVLg(x;) 0 0

Wir erkennen, dass J fiir kleine h fast singular ist, was eine numerische Losung prob-
lematisch macht. (Warum?) Daneben lasst sich auch zeigen, dass das Verfahren nicht
mehr die Konsistenzordnung 1 hat. Daher verwerfen wir diesen Ansatz und suchen eine

Alternative.

Ein halbexplizites Euler-Verfahren kann wie folgt konstruiert werden.
Schritt 1: Zunachst wird durch ein explizites Verfahren ein Pradiktor fiir x;, 1 bestimmt

gemaf

X, =% +h-v; (7.53)
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Schritt 2: Mit dem Ansatz
Xip1 = X +a- Vg(xiy) (7.54)
wird das (eindimensionale) Nullstellenproblem
9(Xi+1) =0 (7.55)

fiir a gelost.

Schritt 3: Eine Gleichung fiir v;,; erhalten wir aus dem impliziten Ansatz
Vit1 = V; + h- (F + >\i+1V9(Xz‘+1))~ (756)

Eine Gleichung fiir A\;;; erhalten wir aus der Forderung, dass v;.; im Tangentialraum,

also senkrecht dem Normalenvektor Vg(x;;1) steht.
ng(Xi+1) *Vipl = 0. (757)
Hieraus folgt das Gleichungssystem

I Y i i i+ hE
gin) | [ v ) [V . (7.58)
VQT(XiJrl) 0 hXiq1 0

Fiir dieses Verfahren kann fiir hinreichend glattes g die Konvergenzordnung 1 bewiesen

werden. 2

12ygl. Proposition 82.2 in M. Hanke-Bourgeois



