Mathematische Methoden der

Bildverarbeitung’

(Wavelets und Filterbénke)

Prof. Dr. Hans Babovsky
Institut fiir Mathematik

Technische Universitat Ilmenau

Wersion von WS 11/12; unvollstiindig!



Inhaltsverzeichnis

1 Einfithrung
1.1 Probleme der Signal- und Bildverarbeitung . . . . . . .. .. ... .. ..
1.2 Beispiel: Haar-Wavelets . . . . . . .. .. ... 0 L

1.3 Allgemeine Bemerkungen . . . . . . ... ..o

2 Grundlagen der Multiskalenanalyse
2.1 Hilbertraume und Orthonormalbasen . . . . . . . . ... ... ... ...

2.2 Multiskalenanalyse . . . . . . ... ... L

3 Fourierreihen und -integrale
3.1 Fourierrethen . . . . . . . . ..
3.2 Fourierintegrale . . . . . . . ...
3.3 Zusammenhang zwischen L?([0,27]) und L*(R) . . .. .. .. ... ...

4 Konstruktion der Multiskalenanalyse
4.1 Konstruktion einer ONS . . . . . . . . . . ..
4.2 Die Konstruktion von Wavelets . . . . . . . . . . . .. ... ...

4.3 Die schnelle Wavelet-Zerlegung . . . . . . . .. .. ... ...

5 Filterbinke und die FWT
5.1 Digitalfilter . . . . . . ..
5.2 PR-Filterbanke . . . . . . . . ..
5.3 Daubechie-Filter . . . . . . . . . ... . ...



Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Probleme der Signal- und Bildverarbeitung

1.2 Beispiel: Haar-Wavelets

Die Wavelet-Zerlegung eines Signals wollen wir uns zunéchst fiir das einfachste Wavelet

— das Haar-Wavelet — ansehen.

Gegeben sei ein Signal f : IR — IR. Zu einer vorgegebenen Folge von Schrittweiten
h, = 27", n € Z, wollen wir das Signal durch eine Hierarchie von Treppenfunktionen
approximieren. Dies bedeutet, dass wir zu einer gegebenen Schrittweite h > 0 f im
Intervall [kh, (k + 1)h) durch den Mittelwert ersetzen:
1 kDR
fn(x) = . f(x)dx =: agy fir = € [kh,(k+1)h) (1.1)

Formal kénnen wir f;, darstellen mit Hilfe der Haar-Skalierungsfunktion

1 fir ze€]|0,1
$(z) = { 0.1) (12)
0 sonst
bzw. der um k € Z verschobenen Variante
1 fir zelkk+1)
op(x) = p(x — k) = { (1.3)
0 sonst
und der um den Faktor A > 0 skalierten Variante
1 fir x€[kh,(k+1)h)
or(x/h) = { (1.4)
0 sonst
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Man iiberzeugt sich leicht, dass f;, die folgende Reihendarstellung besitzt:

oo

fu(z) = Z e nPr(/h) (1.5)

k=—00

Verschiebungen und Skalierungen sind wesentliche Hilfsmittel bei der Wavelet-Zerlegung.

Die vom praktischen Standpunkt entscheidende Frage zur effizienten Berechnung der
Hierarchie von Treppenfunktionen ist: Wie berechnen wir am besten fj, /2, wenn fj ge-

geben ist? Wir setzen zunéichst h =1 und k = 0. Fiir x € [0,1) ist fi(z) = ap mit

a1 = /Olf(a:)da: (1.6)

Die Verfeinerung fi /o ist auf [0,1) gegeben durch

apie fur z€[0,1/2)
fipp(x) =4 702 (1.7)
05171/2 fir =z € [1/2, 1)

mit
1/2 1
Qg2 = 2 f(z)dz, Qay12 =2 f(x)dx (1.8)
1 1/2

Die folgenden elementaren Beziehungen lassen sich leicht nachrechnen:

1
06071/2 + 06171/2 = 2‘/0 f(ZL')dZL’ = 2060’1 (19)
und
Qo2 = o1+ B, aiip=ap — (1.10)
mit
1 1/2 1
B=ap1 — 2/ fz)de = —/ f(z)dx — / f(z)dz (1.11)
1/2 0 1/2

Definieren wir das Haar-Wavelet 1)y durch

1 fir z€[0,1/2)
Yo(z):=1¢ —1 fir x€[1/2,1) (1.12)

0 sonst
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so lésst sich f1/, auf [0,1) ganz einfach darstellen in der Form

fi2(x) = anq + Bibo(x) (1.13)

Dieses Verfahren lésst sich leicht auf beliebige Intervalle verallgemeinern. Hierzu defi-

nieren wir fiir k € Z das verschobene Wavelet

1 fur r €k k+1/2)

Up(z) = —k)={ -1 fir z€k+1/2k+1) (1.14)
0 sonst
und
1 (k+Dh
Bk,h = E dx — — /
k+1/2)h
1 (k+1/2
= = - = 1.15

Dann ist im Intervall [kh, (k + 1)h) fi/2 gegeben durch

fujo(z) = fu(x) + Brntor(x/h) (1.16)

Das Paar Skalierungsfunktion / Wavelet stellt die zentralen Bausteine der Wavelet-
Konstruktionen dar. Dabei dienen die Skalierungsfunktionen als Basis zur Reihendar-
stellung des Signals und das Wavelet als Hilfsmittel zum Wechsel von einer Diskretisie-

rungsstufe zur nachsten.

Die Berechnung der gesamten Hierarchie von Treppenfunktionen eines Signals f : [0,1) —
IR — genannt Haar-Multiskalenanalyse — kann nun wie folgt durchgefiihrt werden

werden. Gegeben sei ein Signal f : [0, 1] — IR.
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—  0-te Stufe: Berechnet werden muss

Qo1 = /01 f(z)dx

Es ist fl(l’) = Qg1 - Qbo(l’)
— 1-te Stufe: Zu berechnen ist der Wavelet-Koeffizient

1/2 1
Boa :/o f(x)dx — /1/2 f(z)dx

f1/2 hat die Darstellung
fi2(x) = fi(x) + Boatbo(x) = ap1/200(22) + 0.1/201(22)
mit

@172 = 01— Po1, 1172 = o1+ Poa

—  (k+1)-te Stufe: Zu berechnen sind die Wavelet-Koeffizienten (k = 0,...,2F—1)
(i+1/2)-27F (i+1)2-k
Boe = [ f@de = [ fla)da
-2k (i+1/2)-2—k

sowie

Qlgj o—(k+1) = O o—k + ﬁi,Q—kv Q9it1,2-(k+1) = O o—k — 5i,2—k

1.3 Allgemeine Bemerkungen

Die Bedeutung der Wavelets in der Praxis resultiert aus der Erkenntnis, dass die Wavelet-
Koeffizienten einer Multiskalenanalyse auf unterschiedlichen Diskretisierungsstufen ganz
charakteristische Informationen enthalten, welche sich zur Signalbearbeitung auf unter-
schiedlichste Weise nutzen lassen. Hinzu kommt, dass mit der schnellen WaveletTrans-

formation ein effizientes numerisches Verfahren zur Berechnung zur Verfiigung steht.

Das englische Wort wavelet (franzosisch: ondelette) bedeutet kleine Welle. Die Wavelet-

Theorie stellt eine Verallgemeinerung der Fourier-Theorie dar, welche die Zerlegung eines
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Signals in Sinus- und Cosinus-Anteile beschreibt. Im Gegensatz hierzu haben die Basis-
funktionen der Wavelet-Theorie in der Regel kompakten Triger, so dass die Wavelet-
Koeffizienten etwas iiber lokale Eigenschaften des Signals aussagen.

[ ... historisch ... ]

Die Literatur zu Wavelets ist mittlerweile sehr reichhaltig; eine auch nur anndhernd
vollstandige Auflistung der niitzlichen Biicher ist ausgeschlossen. Stellvertretend fiir viele

andere sollen hier unter verschiedenen Aspekten nur wenige Werke aufgefiihrt werden:
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Grundlagen der Multiskalenanalyse

2.1 Hilbertraume und Orthonormalbasen

Wir zéhlen kurz wichtige mathematische Grundbegriffe auf, welche fiir die Vorlesung
von Bedeutung sind. Die meisten werden Ihnen aus der Linearen Algebra und der

(Funktional-) Analysis bekannt sein.

Im Folgenden sei V' ein C-Vektorraum. Besitzt V' ein Skalarprodukt, d.h. eine Abbil-
dung (.,.) : V x V — C mit den Eigenschaften

— Linearitét: Fiir beliebige a,b € C und ¢,v¢,( € V ist

(¢ + b, () = a(,¢) + b(¢, C)

—  (Hermitesche) Symmetrie: Fiir beliebige ¢, 1, € V ist

(¢,9) = (¥, 9)
— Positivitét: Fiir beliebige ¢ € V '\ {0} ist
(¢,¢) >0

so heifit V Pra-Hilbertraum. Durch

o]l := (¢, ¢)

ist eine Norm auf dem Pré-Hilbertraum V' definiert. Ist V' vollstéandig bzgl. ||.|| (d.h.
konvergiert jede Cauchyfolge), so heifit V' Hilbertraum.

9
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Auf Hilbertrdumen gelten die wohlbekannten Rechengesetze

—  Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |(¢, )| < |4 - |||
~  (Dreiecksungleichung: [|¢ + || < [[¢][ + [[¢]]
~ Satz von Pythagoras: (¢,¢) = 0= [|¢+¥[* = [6]* + [|[¢]

Wir stellen kurz die fiir die Vorlesung wichtigen Beispiele fiir Hilbertraume vor.

(2.1.1) Beispiele: (a) (*(Z) bezeichnet die Menge aller Folgen ¢ : Z — C mit
Sz [C(K)|* < oo. Auf ¢*(Z) sind das Skalarprodukt

(&) = > C(k)E(k)

ke,

IS = /> IC(k)I>
kEZ
definiert.

(b) Fiir a,b € R, a < b bezeichnet L*([a,b]) den Hilbertraum aller Lebesgue-messbaren,

und die zugehorige Norm

quadratisch integrierbaren Funktionen f : [a,b] — € mit dem Skalarprodukt

b

(£.9) = [ f@)g(a)da

(c) Entsprechend bezeichnet L*(IR) den Hilbertraum aller Lebesgue-messbaren, quadra-
tisch integrierbaren Funktionen f : IR — € mit dem Skalarprodukt

(1.9) = | F@)g(@)ds

Sei I eine nicht-leere endliche oder abzéhlbar unendliche Menge. Ein System {¢,, a €
It € V'\ {0} heifit Orthonormalsystem (ONS), wenn die Elemente ¢, normiert und

paarweise orthogonal sind, d.h. wenn fiir beliebige «, 8 € I gilt

1 falls a=p

0 sonst

(¢aa (bﬁ) = {
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Ist {¢a,a € I} ein ONS und

f = Z Coa¢a eV (21)

ael

so lassen sich die Koeffizienten ¢, und die Norm || f|| leicht berechnen. Es gilt namlich

ca=(f%a), IIfll= /D> lcal?
acl

Die Menge aller f € V, welche sich in der Form (2.1) darstellen lassen, wird mit
span (¢, a € 1)
bezeichnet. span(¢,, « € I) ist ein abgeschlossener Unterraum von V. Ist
span(g,,a € I) =V

so heifit {¢,,a € I} Orthonormalbasis (ONB) von V. Dies ist genau dann der Fall,
wenn beliebige f € V eine Darstellung der Form (2.1) haben, wobei die Folge (ca)aer

quadratisch summierbar ist, d.h.

Z |coé|2 < 00

acl

Ist A eine beliebige Teilmenge von V', so heif}t

A ={peV,(60)=0 Vye A}

das orthogonale Komplement von A. A ist ein abgeschlossener Unterraum von V.
Ist 0 € A, soist AN At = {0}, andernfalls AN A+ = .

Ist A ein abgeschlossener Unterraum von V, so ist
V=A®, At
Das bedeutet, dass sich jedes Element f € V eindeutig in der Form schreiben lasst
f=0¢+1, ¢e€ApeAt

wobei natiirlich gilt (¢,%) = 0. Sind Vp, V; abgeschlossene Unterrdume von V', so gibt

es einen abgeschlossenen Unterraum W, von V' mit

VoL Wo =Wy
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Wy ist gegeben durch

Wo =V nW

2.2 Multiskalenanalyse

(2.2.1) Definition: Eine Folge von abgeschlossenen Unterrdumen (V});cz des L*(IR)
heit Multiskalenanalyse (MSA), wenn gilt

5
~—

ViCVin Vjel

b) f(z)eV;, <« [f(2z)€ Vi
Njez Vi = {0}
d) Uyez V; ist dicht in L2(IR)

T~ N N /SN /N
o
N

@
~—

Es existiert ¢ € V; (Skalierungsfunktion) derart, dass {¢(-—k), k € Z}
eine ONB von Vj ist. Wir schreiben ¢g x(z) := ¢(z — k).

Héaufig bendtigen wir eine technische Bedingung der Skalierungsfunktion.

(2.2.2) Definition: Die MSA (V}),ez mit Skalierungsfunktion ¢ heifit lokalisiert, falls

/m(l + )™ é(x)Pdr < 0o ¥m € N (2.2)

(2.2.3) Bemerkungen: (a) Offenbar ist eine MSA eindeutig definiert durch eine zu-
gehorige Skalierungsfunktion ¢. Skalierungsfunktionen mit kompaktem Tréger fithren
immer auf lokalisierte MSA. Ein Beispiel fiir eine nicht-lokalisierte MSA ist gegeben
durch ¢(x) = exp(idx), A € R\ {0}.

(b) Ist W, das orthogonale Komplement von Vg in Vi, d.h. V; = V&, Wy, und existiert
ein ¢ € Wy derart, dass {¢(- — k), k € Z} eine ONB von W) ist, so heifit ) (Mutter-)

Wavelet zur Skalierungsfunktion ¢. Wir definieren
Yip(z) =27 p(2x — k) (2.3)

Nach Voraussetzung ist {1;x, k € Z} eine ONB von W;. (Beweis ?)

(c) Zu einer Skalierungsfunktion kann es mehrere verschiedene Wavelets geben.
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Ziel wird es sein, Funktionen f € L?(IR) in folgende Form zu zerlegen

f=>"cdor+ D D disthin (2.4)

kEZ jEIN keZ

Wir werden sehen, dass die Koeffizienten aus Skalarprodukten berechnet werden konnen:

cr = (fidox)s  djr = (f,Vjk) (2.5)

ci beschreibt Integrale von f auf der grobsten betrachteten Ebene, wéahrend d; ;, Details

von f der Stufe j liefert.

Eine wichtige Rolle bei der Konstruktion von Skalierungsfunktionen und Wavelets liefert

die folgende Beziehung.

(2.2.4) Satz: Sei ¢ Skalierungsfunktion einer MSA. Dann gibt es eine Folge (hx)rez €
2(R) derart, dass

o) =2 3 heo(2a — k) (2.6

keZ

Diese Gleichung heifit Skalierungsgleichung.

Beweis: Da {¢(- — k), k € Z} eine ONB von V} ist, sieht man wegen (2.2.1)(b) leicht,
dass auch {v2¢(2- —k),k € Z} eine ONB von V; ist. Wegen ¢ € V; C Vi C L*(IR) ist

$x) =2 huo(2x — k)

kEZ

und es ist

Igllz =2 lhl* <00 O

kEZ

Das geeignete Mittel zur Arbeit mit der Skalierungsgleichung sind Fourierreihen.
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Fourierreihen und -integrale

3.1 Fourierreihen

Ist ¢ € L'([0,27]) und a € IR, so ist

/027T |p(z) exp(iaz)|de = /027r |p(z)|dx < 0o (3.1)

(3.1.1) Definition: Ist ¢ € L'([0.27]), so ist fiir n € Z der n-te Fourierkoeffizient
von ¢ definiert durch

A o 1 2 )
¢ (n) = \/%/0 o(z) exp(—inz)dz (3.2)
Dagegen heif3t
v o 1 27 )
¢’ (n):= \/%/0 o(w) exp(inw)dw (3.3)

der n-te inverse Fourierkoeffizient von ¢.

Wir haben in der Definition verschiedene Integrationsvariablen benutzt um anzudeuten,
dass Fourierkoeffizienten iiblicherweise fiir Funktionen im Orts- (oder Zeit-) Bereich,
dagegen inverse Fourierkoeffizienten fiir Funktionen im Frequenzbereich definiert sind.
Beide Definitionen unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen im Exponenten. Insbe-

sondere ist

¢"(n) = ¢"(—n) (3.4)

15
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Wegen L2([0,27]) C L'(]0,2n]) sind (inverse) Fourierkoeffizienten auch in L?([0, 27])
definiert. Aus der Analysis ist bekannt:

(3.1.2) Satz: (a) Das System {exp(inz)/v/2m,n € Z} ist eine ONB von L*([0, 27]).
(b) Die Abbildung

¢ — (6" (n))nem (3.5)
ist eine Isometrie zwischen L?([0,27]) und ¢*(Z), d.h. fiir ¢,¢ € L*([0,27]) gilt
2m
(¢aw>L2([0,2n]) = 0 ¢ de = Z <Z5A (¢A w ) (3-6)
nEZ

Insbesondere gilt die Parsevalsche Gleichung

I9llz2 = (16"l (3.7)

(c) Des weiteren gilt fiir ¢ € L*([0, 27])

p(z) = > ¢"(n)- \/1_exp(mx) f.i. (3.8)

nexl

y 1
¢w) = T;Zsb (")'m

Die beiden Reihen auf den rechten Seiten von (3.8) und (3.9) heiflen Fourierreihe bzw.

exp(—inw) f.ii. (3.9)

inverse Fourierreihe von ¢.
Ableitungen in L?([0, 27]):

Mit C*_([0,27]), k& € IN, bezeichnen wir die Menge der k-mal stetig differenzierbaren

per
2m-periodischen Funktionen auf R. (“27-periodisch” bedeutet: fiir alle x € IR ist ¢(z) =

oz +2r).)

Ist ¢ € Cf,,, so ist ¢[jp2r) € L*([0,27]), und durch partielle Integration folgt wegen
¢(0) = ¢(2m)
NA 1 o / )
@) = 5= [ ¢(@)exp(—ina)de (3.10)
1

= ——a¢(x)e inx)|5T 4+ in - / )exp(—inx)dx = in - ¢"(n
\/%(b( ) exp(—in)[g” \/— xp(—inz) ¢"(n)
Entsprechend kann durch Induktion leicht gezeigt werden, dass fiir alle 1 <[ < k gilt

(¢")Nn) = (in)" - ¢"(n) (3.11)
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Es folgt

<Z5(l)(55) = Z (in)'¢™(n) - \/12_7Texp(z’m:) (3.12)

nEZ
Diese Beziehung erméglicht es uns, den Begriff der Ableitung auf Funktionen in L?([0, 27])

zu verallgemeinern.

(3.1.3) Definition: (a) Der Sobolev-Raum H*([0,27]) der Ordnung k € IN ist
definiert als die Menge der Funktionen ¢ € L?([0,27]) mit
1177 = > (1 +[n]*)* - [ ()] < o0 (3.13)
nez
Offenbar ist fiir beliebige k € INg H**1([0,27]) € H*([0, 27]).
(b) Fiir ¢ € H*([0,27]) ist die verallgemeinerte k-te Ableitung ¢*) ¢ L?([0,27])
definiert durch

gb(k)(x) = Z (m)kgb/\(n) . le_ﬂexp(inx) (3.14)

nEX

(3.1.4) Bemerkungen: (a) Offenbar ist C¥,.([0,27]) ¢ H*([0, 27]). Insbesondere ist
fiir ¢ € C’ger([(), 27])

> (L [nl")? oM ()] < oo

ne4

(b) Mit dem Skalarprodukt

(¢, ) =3 (6D, D) ooy = Y <Z n21> - ¢ (n)Y"(n) (3.15)

=0 n€Z \l=0

wird H*([0,27]) zu einem Hilbertraum.
Faltungen:

Ist ¢ € L'(]0,27]), so denken wir uns ¢ periodisch auf ganz IR fortgesetzt durch
dlx+k-2m):=¢(x) Vrel0,2n] Vkel (3.16)

(Vorsicht: Ist ¢ # 0, so ist ¢ ¢ L'(IR)!) Die Faltung zweier Funktionen ¢, v € L'([0, 27])

definieren wir nun durch

bxula)i= [ 0w —yulohdy Vo € [0,2x (3.17)
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Es gelten die beiden folgenden wichtigen Aussagen.

(3.1.5) Lemma: (a) Fiir ¢,¢ € L'([0,27]) ist ¢ * ¢ € L'([0,27]) und es gilt

10 * || L1 (o,24)) < 1Dl Lrqo.2n)) - 101 21 (f0,27))

(b) Die Fourierkoeffizienten von ¢ * 1) sind gegeben durch

(6% ¥)Nn) = V2rg" (n)y"(n)

(3.18)

(3.19)

Beweis: Zu (a): Wegen des Satzes von Fubini und der Periodizitdt von ¢ ist (mit

s=r—y)

[ Jotw — i (y)ldyds

/2 2
e

[ losvi@lin <

W)l - [ 16z = @l - 4]

Zu (b):
(6% )\ (n) = 127r /027r < 02“ o(x — y)¢(y)dy> exp(—inz)dx
N 1271' /y: W (y) exp(—iny)dy /m 2_7; o(x — y) exp(—in(z — y)) drdy

2m-periodisch

= o [ v expl-iny) [ o) exp(—inz)dzdy

—V2r6/ (n)

3.2 Fourierintegrale

Ist ¢ € LY(IR) und « € IR, so ist

/IR |p(x) exp(iax)|dr = /1R ¢(2)|dz < oo

(3.20)
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(3.2.1) Definition: Ist ¢ € L'(IR), so ist die Fouriertransformierte von ¢ definiert
als Funktion auf IR durch

PMNw) = \/ﬂ/ r) exp(—iwx)dz (3.21)
Die Funktion auf IR, definiert durch
@Y (x) = \/%/IR ) exp(iwx)dw (3.22)

heifit die inverse Fouriertransformierte von ¢.

¢"(w) und ¢"(x) werden gelegentlich auch mit F¢(w) bzw. mit F'¢(z) bezeichnet.
Nach dieser Definition miissten wir F als Abbildung von L'(IR) nach L*(IR) interpre-
tieren. Diese Ungleichheit zwischen Definitions- und Wertebereich ist ungiinstig. Besser

ist es, einen anderen Definitionsbereich zu wéahlen.

In der Analysis zeigt man:

(3.2.2) Satz: Ist ¢ € L'(IR) N L2(R), so ist ¢* € LX(R). F : LY(IR) N L2(R) — L2(R)
ist Isometrie, d.h. fiir ¢, € L'(IR) N L?(IR) ist

(&) r2ary = (979" 20wy (3.23)
Insbesondere ist
1ol z2ary = 16" 1] 220m) (3.24)
Des weiteren ist fiir ¢ € L'(IR) N L*(IR)

o= (") = (¢")" (3.25)

Wegen der Isometrieeigenschaft und der Dichtheit von L'(IR) N L*(IR) in L*(IR) kann F
stetig auf ganz L?*(IR) fortgesetzt werden. Die Aussagen des Satzes gelten auch fiir die

Erweiterung.

Ableitungen in L?(IR):



20 KAPITEL 3. FOURIERREIHEN UND -INTEGRALE

Mit C§(IR) (k € INg) bezeichnen wir die k-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf
R mit kompaktem Triger. Ist ¢ € C¥, so folgt mit partieller Integration

(¢")"(w) = (iw) - ¢"(w) (3.26)
und durch Induktion fir 1 <[ <k
(6N w) = (iw)" - ¢"(w) (3.27)

Wegen ¢ € CJ(R) C L*(IR) und der Isometrieeigenschaft von F ist auch (¢W)" €
L*(R) und es folgt

oV (z \/_/ iw) ™ (w) exp(iwz)dw (3.28)

Wieder gibt uns diese Beobachtung die Méglichkeit, den Ableitungsbegriff auf L?(IR) zu

verallgemeinern.

(3.2.3) Definition: (a) Der Sobolev-Raum H*(IR) der Ordnung k € IN ist defi-
niert als die Menge der ¢ € L*(IR) mit

9l i= [ (14 fwl*)? ¢ @) Pdw < o0 (329)

(b) Fiir ¢ € H*(R) ist die verallgemeinerte k-te Ableitung ¢(*) € L?(IR) definiert
durch
o (z) : \/%/m iw) o™ (w) exp(iwr)dw (3.30)

(3.2.4) Bemerkung: Mit dem Skalarprodukt

Z )0 (@ dx_/ (f: ) W) (@) dw (3.31)

0

wird H* wieder zu einem Hilbertraum.
Faltungen:

Sind ¢, € L*(IR), so sicht man leicht, dass auch fiir festes € IR die um x verschobene
und gespiegelte Funktion ¢(z — -) € L?(IR). Daher ist

(@, ¥ (x = DI < M@l 2ary 9] 2y < 00 (3.32)
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Die Faltung von ¢ und 1, definiert durch

o xu(e) = [ 6w —y)u(y)dy (3.3)
ist also als Funktion in L*°(IR) definiert. Genauer gilt (ohne Beweis)
(3.2.5) Lemma: (a) Fiir ¢,v € L*(IR) ist ¢ x ¢ € L*(IR).
(b) Ist ¢ x ¢ € L'(IR) N L*(IR), so gilt

(¢* ) (w) = Vor - g™ (W) (W) (3.34)

3.3 Zusammenhang zwischen L*([0,27]) und L*(IR)
(3.3.1) Lemma: Ist ¢ € L'(IR), so ist

s(z) == > ¢(z + 2mn) (3.35)

neZ

wohldefiniert f.ii. und 2m-periodisch. Die Einschrénkung s|j 2. liegt in L'([0, 2x]).

Beweis: Es ist

[Ts@lae < [ % o+ 2mlds = 5 [ oo+ 2mm)lda

neX nel

2m(n+1)
= > [ ewldy = 16l

neEx

Damit ist s(z) fiir fast alle € [0, 27] definiert und fir k € Z gilt

s(z+2mk) = > ¢z +2r(k+n)) = > ¢z +2mm) = s(z) O

neEZ MmEX

Wir kénnen nun leicht einen Zusammenhang zwischen der Fouriertransformierten von

¢ und der Fourierreihe von s|j 2x herstellen.

(3.3.2) Lemma: Seien ¢ und s wie oben. Seien ¢" die Fouriertransformierte von ¢ und

fiir k € Z s"(k) der k-te Fourierkoeffizient von s|(g 2,. Dann ist

(k) = 6" (k) (3.36)
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Die selbe Beziehung gilt auch fiir die inverse Fouriertransformierte ¢" und die inversen

Fourierkoeffizienten sV .

Beweis: Mit Substitution y := = + 27n folgt

sMNk) = \/12_7r /027T > ¢(z + 2mn) exp(—ikz)dz

ne
=s(z)
1 e k omikn) d
= T Db W eplciy) xp(2ribn) dy

=1

- \/12_7r /1R o(y) exp(—iky)dy = ¢" ()

Fiir die inversen Transformierten folgt die Beziehung aus

s'(k) = s"(=k) = ¢"(=k) =¢"(k) O

Eine duflerst wichtige Rolle in praktischen Anwendungen spielt das Shannonsche Ab-
tasttheorem, welches besagt, dass man gewisse Funktionen vollig rekonstruieren kann

aus der Kenntnis ihrer Funktionswerte an diskreten (dquidistanten) Abtastpunkten.

Der Tréger supp(¢) einer Funktion ¢ auf IR ist definiert durch den Abschluss der Menge

aller Punkte, auf denen die Funktion ungleich 0 ist:

supp(¢) = {z € R : ¢(x) # 0} (3.37)

Eine Funktion ¢ € L*(IR), deren Fouriertransformierte ¢" kompakten Triger hat, heifit

bandbegrenzt. Auf IR definieren wir die Funktion sinc durch
sin(mx)

sinc(x) = p— (3.38)

Nach den Regeln von Bernoulli-L’Hépital ist sinc(0) = 1.

(3.3.3) Satz (Shannonsches Abtasttheorem): Sei ¢ € L!'(IR) und supp(¢”") C
[—7f,wf], f > 0. Dann gilt mit At :=1/f

P(z) = Y ¢(nAt) - sinc((x — nAt)/At) (3.39)

neX
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Beweis: Sei ¢, ;(.) die 27 f-Periodisierung von ¢:

¢per F\w Z Qb/\ w + 27Tfn)

neX

Da ¢" durch [|¢| 11 ry beschrénkt ist und kompakten Tréger hat, ist ¢" € L'(IR)NL*(IR).
Damit ist die Einschrénkung ¢{., t[i—rsrs € L*([-nf,mf]). Es ist giinstig, auch die

reskalierte Version

,(0
ngeg,}(w) = ;\er,f(f ‘(x))

zu betrachten, welche 27-periodisch ist und deren Einschrankung auf eine Periode in
LY([—m,7]) N L*([—m, 7)) liegt. Es ist

\/%/ (bperf w) exp(ikw)dw = \/ﬁf/ Gpyer (W) exp(thw/ f)dw
1 @n+i)nf . 1
- /(an ¢ (w) exp(ikw/ f)dw = fgb(k:/f)

Damit ist ¢(k/f)/f der (—k)-te Fourierkoeffizient von qﬁper - Nach Satz (3.1.2)(c) ist

) = 0 SH(—k/f) ﬁexpukw ngbmt exp(—ikw)

keZ keZ

Fiir die 27 f-Periodisierung ¢, , gilt daher fiir w € [—7f, 7 f]

per, f
5) = Gpen s @) = SN/ £) = = 3 (kD) exp(—ikte)
kEZ.

Fiir die bandbegrenzte Funktion ¢ gilt dagegen
(@ # [ " @esplir)ts = —— [ (0 expliza)a
r) = —F— w)exp(irzw)dw = —= w) exp(irw)dw
P 2T —xf p

nf
= — Z o(kAL) - / exp(—itkAtw) - exp(izw)dw
2T (e mf

Die Behauptung des Satzes folgt aus

/_ 7:; exp(i(z — kAtw)dw = M  (cos((z — kAt)w) + i (sin((z — kAL)w))[™,
2 .
= A7 sin(mf(x — kAt)) O
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Kapitel 4

Konstruktion der

Multiskalenanalyse

4.1 Konstruktion einer ONS

Ausgangspunkt der folgenden Konstruktion ist die Fouriertransformierte Version der

Skalierungsgleichung. Ist ¢ Skalierungsfunktion einer MSA, so ist ¢ € L*(IR) und aus

den Rechenregeln fiir die Fouriertransformation folgt

(62 —8))" () = 5 exp(~iw/2)F) - B(w/2)

und wegen Satz (2.2.4)

d(w) = p(w/2) - (thexp i(w/2)k ))

ke,

Diese Zusammenhénge sehen wir uns jetzt genauer an.

(4.1.1) Lemma: Sei ¢ € L*(IR). Dann gilt

{¢(- — k), k € Z} ist ONS & 21 > |d(w +27k)> =1 Vw € [0, 27]

ke

Beweis: Offenbar ist ¢ € L*(IR) genau dann, wenn

[l =3 [ i@ = X [ 16+ 209l < o

JEZL JEXL

25

(4.1)

(4.3)
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Dies bedeutet aber gerade, dass

a(€) =21 Y |¢%(& +2¢4)| € L'([0,2n))

JEZ
Zu beweisen bleibt a(.) = 1 — oder dquivalent —
1 27
a(n) = \/%/0 a(€) exp(—iné)dr = V21 - dg

Nach der Definition von oo und der Parsevalformel ist dies dquivalent zu

S = X [ 18 (€ + 2mp) exp(—ing)de = [ |5€)|exp(~in€)de

je€n
= [ 8(8)- 9(¢) exp(ine)d
= [ F @) F (60 explin) (@)da = [ () 3z —n)d
Dies bedeutet aber gerade, dass {¢(- — k), k € Z} ONS ist. O

(4.1.2) Satz: Die Funktion ¢ € L*(IR) erfiille die Lokalisierungseigenschaft (2.1),
/ (1+ |2))"|p(z)2dz < 00 ¥m € N
R

{¢(- — k), k € Z} sei ONS und V; sei der von {29/2¢(2/ - —k),k € Z} aufgespannte
Unterraum. Dann gilt V; C Vj;; genau dann, wenn es eine 27m-periodische Funktion

mgy € C° gibt derart, dass

B(2w) = mo(w) - Pp(w) (4.4)

Beweis: “=" Schritt 1: Konstruktion von my.
Wegen V_; C Vp und ¢(-/2) € V_; ist

S0/ = 3 Il — k)

kEZ
mit
e = (300/2),00 = k) = 5 [ olw/2)50 — Ry
Wegen
(360/2) @ = o)
(6 = 1)) = exp(-ike) d(w)
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folgt

kEZ

P(2w) = (Z hy, exp(—ikw)) p(w) = mo(w) - p(w)

=mp(w)

Schritt 2: mg € C°.

Hinreichend hierfir ist, dass fiir alle m € IN die Folge hy, fiir & — oo schneller als |k|~™

abféllt. Sei m € IN. Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung |(u, v)| < [Jull2||v||2 ist
el = 5| [ éla/2) =Rz
IR
x/2)| - |p(x — k)|dx + 2/ - b — E)ldr
</./ 6/ D] -lola —Rlda+ [ 10(w/2)] |6~ ) )

</.m/2 |¢(x/2)|2dq;> vz ( [ e de) o

<V2 wg. [[4]l2=1

+; </m|>k/2 |¢(x/2)\2dx> - </93|>k/2 oo k’)Pd;c) 1/2

<1

1 ) 2y ; 1/2
= </|z|s|k|/2 9z = k)| d$> T3 </|x|>|k|/2 lo(z/2) dx)

Der zweite Term lédsst sich mit y = /2 umformen in

1 9 1/2 B 1 ) 1/2
2 </|:Jc>k/2 [9(/2)] da:) - ﬁ (/y|>|k|/4 [o(y)] dy)

und der erste mit y =z — k in

1/2 1/2
\}5 </|w§k|/2 9le - k)|2dx> - \}5 (/|y+k|2|kl/2 |¢(y)|2dx>
1/2
\}i (/|y|zk/2 |¢(y)|2dx)

IN

IN
N~ N~ N~

IA

Damit ist

1/2

bl < V3. ( [ |¢><x>|2dx)
1/2

= V2| [ (L ) (L ) P
[z[>]k] /4 ~————~—
<(1+|k|/4)—2m
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1/2
1+ |x|2>2mr¢<x>|2dx)

=:Cp <0

< v f

x| >|k|/4

- V2-4m . C
- (R

“<” Sei mo € C,([0,2x]). Dann ist mg € H([0,2x]) fiir alle £ € Ny und die Folge

(1o (k))rez ist in *(Z) und fillt schneller als jede Potenz k™. Aus

kEZ

P(2w) = (Z mo(k) exp zkw)) - p(w)
folgt durch Anwendung der inversen Fouriertransformation

P(x/2) = > ng(k)px+k)=> hd(x —k)

keZ keZ

mit by, = 1mo(—k) € (*(Z). Damit ist ¢(-/2) € Vi und daher V_; C V;. Dies iibertrigt
sich auf V; C Vj44, j € IN. a

(4.1.3) Satz: Unter den Voraussetzungen des Satzes (4.1.2) gilt

() Njez V; = {0}
(b) Ujez Vj ist dicht in L?*(IR) genau dann, wenn 16(0)] = 1/v/27.

Beweis: [spiter]
Die Beziehung
[6(0)] = 1/V2r (4.5)

wird im Folgenden immer vorausgesetzt.

4.2 Die Konstruktion von Wavelets

Die Argumente des Satzes (2.2.4) und zu Beginn von Abschnitt 4.1 kann auch auf das
Mutterwavelet ¢ angewendet werden. Da i) € Wy C V; und {¢(2- —k, k € Z} eine Basis
von V) ist, besitzt ¢ eine Darstellung der Form

r) =2 gud(2x — k) (4.1)

kEZ
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Durch Fouriertransformation erhalten wir eine Beziehung der Form

P(w) = P(w/2) - (ngexp i(w/2)k )) = $(w/2) - mu(w/2) (4.2)

kEeZ

Wir wollen den Zusammenhang zwischen den beiden Funktionen mg(w) und m4 (w) nidher

untersuchen. Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden zentralen Ergebnisses.

(4.2.1) Satz: Sei ¢ die Skalierungsfunktion einer lokalisierten MSA (V}) ez, fiir welche
die Beziehung (4.4)

gilt. Definiere
(@) = exp(—iw) - mo(w + ) (4.3)
Dann wird durch
D) = mi(w) - Hw) (4.4)

ein Wavelet fiir die MSA definiert. Definieren wir fiir j € Z

W, := span(2//2¢(27 - —k), k € Z) (4.5)
so gilt also insbesondere gilt

Vi@ W;=Vin (4.6)

Wir unterteilen den Beweis in mehrere Zwischenschritte. Zunéchst bemerken wir, dass
wegen Satz (4.1.2) m; eine 2m-periodische C'*°-Funktion ist und daher wie in Satz (4.1.2)

folgt W; C V1. Des weiteren leiten wir leicht aus der Darstellung

= Y hyexp(—ikw) (4.7)
keZ
fiir mg die folgende Darstellung fiir my her

mi(w) = > (1) hy_y exp(—ikw) (4.8)

kEZ
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(4.2.2) Lemma: Es gelten die Identitdten

Imo(wW)? + [mo(w +m)> = 1 Vw€0,7] (4.9)
mo(0) = 1 (4.10)

Beweis: {¢(- — k),k € Z} ist ONS. Aus Lemma (4.1.1) folgt mit der 27-Periodizitét

von my
= Y B 2P = X gl + TR - B + TR
m k€% kCZ
= Z |mo(w + 27k)|? - \q@(w + 27k)|? + Z Imo(w + 7(2k + 1))]? - ]qﬁ(w + 72k + 1))
keZ keZ
= Jmo(W))* 3. |d(w + 27k) 2 + [mo(w + 1) Y | d(w + 7 + 2mk)|?
keZ keZ

= o (Imo@)P + lmofw + m)P)
AuBlerdem ist wegen (4.4)
mo(0)6(0) = 6(20) = 6(0) = —— | o)z #0

(warum “# 0”7) und daher mo(0) = 1. O
(4.2.3) Lemma: {¢(- — k), k € Z} ist ONB von W,.

Beweis: Nach Definition von Wy muss nur gezeigt werden, dass {¢(- — k,k € Z} ein
ONS ist. Hinreichend hierfiir ist nach Lemma (4.1.1), dass Yyez [¢(w + 27k)|2 = 1/27.

Dies folgt aus der Definitionsgleichung fiir ¢ und der Definition von m; aus

ke%lzﬁ(wwwkﬂ? = %%ml(w/?wk)lz-Icz?(w/2+7rkr)|2
= keZ;Z [mo(w/2 +m(k + 1)) - |$(w/2 + k)|
= ke% [mo(w/2 +m(2k + 1) - |d(w/2 + 2mk)
+ 37 Imo(w/2 4+ 7(2k + 2))* - |p(w/2 + 7(2k + 1))

kEZ

= |mo(w/2+m)*+ Y |p(w/2 + 2k) |

kEZ
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o+ mo(w/2)? - 3 |o(w/2 + 7 + 27k))?
1

— 5r (w24 @F +Imaw/2)F) = 5= O

=1 nach Lemma (4.2.5)

(4.2.4) Lemma: W, L Vj.
Beweis: Zu zeigen ist, dass fiir k,1 € Z gilt: ¢(- — k) L (- — 1). Aus der Beziehung
F($(- = k) (w) = exp(—ikw) - p(w)

und der Parsevalgleichung folgt mit r :=1—k

/IR oz —k)p(r —Ddx = /IR q@(w) exp(—z'k:w)lﬂ(w) exp(ilw)dw

= Z% /02” d(w + 2ﬂn)m exp(i (I — k) w)dw =: a(r)

a(r) ist der r-te inverse Fourierkoeffizient der 2m-periodischen Funktion
G(w) = > d(w + 2mn)id(w + 2mn)
nEZ

Damit ist a(r) = 0 fir alle r € Z genau dann, wenn &(w) = 0 f.ii. Wegen (4.4) und
(4.9) sowie der 27m-Periodizitédt von my ist (durch Aufteilung von Y°,c5 in gerade und

ungerade n)

Gw) = > molw/2 +mn)d(w/2 + mn) - my(w/2 + Tn)p(w/2 + mn)

neZ

= 3 mg(w/2+ ) mo(w/2 + (n + 1)) - expli(w/2 + ™))

neEX

=mi (w/2+mn)
‘G(w/2+ mn) - $(w/2 + mn)
= > exp(i(w/2 + mn))mo(w/2 + mn)me(w/2 + 7(n + 1)) - |p(w/2 + mn)|?

= exp(iw/2)- Y mo(w/2+ 2mn)mo(w/2 + m(2n + 1)) - |p(w/2 + 2mn)|?
—exp(iw/2) - %mo(wﬂ + (20 + 1))mo(w/2 + (20 + 2)) - |p(w/2 + 7(2n 4 1))

= mo(w/2)mo(w/2+ ) -
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exp(iw/2) - |b(w/2 + 2mn)|? — exp(iw/2) > |6(w/2 + 7 + 27n)?

nexl neZ

=1/27 nach Lemma (4.1.1) =1/27 nach Lemma (4.1.1)

= o/ 2mo(w/2+m) - o (explin/2) — expliv/2) =0 O

(4.2.5) Lemma: W, C V.

Proof: Zu zeigen ist, dass ¢(- — k) € V; fiir alle k € Z. Da Vj invariant ist gegeniiber
ganzzahligen Verschiebungen, geniigt es, k = 0 zu untersuchen. Die inverse Fouriertrans-

formation ergibt mit der Darstellung (4.13) fiir m;

P(r) = 217r leZA)(w)eXp(mw Ydw = \/_/ mi(w/2)d(w/2)dw

— \/12_7r ,gﬂ(_l)klhlk /IR exp(—ikw/2)d(w/2) exp(izw)dw

1 k—17
= 5 DU [ /2 exlie — ky2)e)d
NR: =2-v/27¢(2z—k)
1

= S(=DFh 2022 — k) €Wy
k€Z

wobei wir durch Nebenrechnung mit der Substitution 7 := w/2 erhalten haben

\/% /IR (w/2) exp(i(z — k/2)w) \/_/ n)exp(in(2x — k))dn = 2¢(2x — k)

Mit den Lemmata (4.2.7) und (4.2.8) haben wir gezeigt, dass Vp ® L Wy C V;. Es fehlt

noch die umgekehrte Mengeninklusion. Die zentrale Beobachtung hierfiir ist

(4.2.6) Lemma: Ist m eine 2m-periodische C*°-Funktion, so sind
iw) = m(W)pw), Bw) =m(w)(w) (4.11)
die Fouriertransformierten von Funktionen

o € span(¢(- — k), k € Z) N L*(R) (4.12)
B € span(y(- — k), k € Z) N L*(IR) (4.13)
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Beweis: Nach Voraussetzung besitzt m eine Darstellung der Form

m(w) =Y m(k)exp(—ikw)

kEZ

mit (7(k))kez € (*(Z). Da {¢(- — k), k € Z} ONS ist, hat die Funktion

a(z) =Y mk)(z — k)

keZ

die L?-Norm

lalla = > [rin(k)[?

kEZ.

Nach den Rechenregeln fiir Fouriertransformierte ist

G(w) = Y m(k)F(O(- — k) (w) = > (k) exp(~ikw)d(w) = m(w)d(w)

kEZ keZ

Da auch {¢(- — k),k € Z} ONS ist, liisst sich das gleiche Argument auch auf j

anwenden. O
(4.2.7) Lemma: V; C Vy ®, W,.

Beweis: Schritt 1, ¢(2z) € Vy @ Wy: Wegen

dw) = d(w/2) - mo(w/2)
dw) = dw/2)-mi(w/2)

ist

(mo(w/2) + mo(w/2+ 7)) - d(w) = (Imo(w/2)* + mo(w/2) - mo(w/2 + 7)) - $w/2)

und (wegen der Definition von m;)

(m1<w/2> +mu(w/2+m)) - dw)
= (Imi(w/2) + mi(w/2) - m (/2 + 7)) - $(w/2)

= [ |mo(w/2+ )]+ exp(—iw/2) - mo(w/2 + ) - exp(i(w/2 + 7)) - mo(w/2) | P(w/2)
=|m1(w/2)|? =m1(w/2) :W

— (Imolewo/2+ M = molw/Dmal@/2+ ) dleo/2
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Durch Summation der beiden Gleichungen erhalten wir

(mo(@/2) + mo(w/2+ 7)) - blw) + (ma(w/2) + mi(w/2+ 7)) - d(w)
= (Imo(w/2)]” + [mo(w/2 + m)|?) -d(w/2) = d(w/2)

=1 nach Lemma (4.2.5)

Da mg(w/2) +mo(w/2 4+ m) und my (w/2) +my(w/2 4+ ) 2m-periodische C'*°-Funktionen

sind, gibt es nach Lemma (4.2.9) zwei Funktionen
o, € span(¢(- — k), k € Z) N L*(R)

mit

G(w) = mo(w/2) +mo(w/2 + m)d(w)
Blw) = mi(w/2) + mi(w/2+7)(w)d(w)

Damit ist auch
6(2.) = F! (;é(./z)) _ ;m + B) € span(é(- — k), k € Z) N L*(R) = Vi @, Wy

Schritt 2, p(2x—1) € Vo®, Wy: Die Fouriertransformierte von 2¢(2-—1) ist exp(—iw/2)-
qg(w /2). Ahnliche Rechnungen wie in Schritt 1 zeigen dass

exp(—iw/2) - p(w/2) = (exp(—iw/2)mo(w/2) — exp(—iw/2)mo(w/2 + 7)) d(w)
+ (exp(—iw/2)mi (w/2) — exp(—iw/2)mi(w/2 + 7)) Y(w)

27 —periodische C'>° —Funktion

und damit

¢(2$ - 1) € % ®J_ WO
Schritt 3, p(2x —2k) = ¢(2(x —k)) € Vo, Wy und 920 — (2k+1)) = ¢(2(x—k)—1) €
Vo @1 Wy, da Vi und Wy invariant bzgl. ganzzahligen Verschiebungen sind. O

Damit ist der Beweis von Satz (4.2.4) beendet.

(4.2.8) Beispiel: Wir berechnen mit dem beschriebenen Verfahren das Wavelet fiir die

Haar-Skalierungsfunktion. Sei also
1 fir z€][0,1)
o]

0 sonst
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Es ist
n 1 1 1 1
p(w) = \/%/0 exp(—iwx)dx = o E(l — exp(—iw))
A 1 1
$(2w) = Nora %(1 — exp(—2iw))
1 1—exp(—2iw) 1 1 ,
T2 1—exp(—iw) 21 @(1 — exp(=iw))
=¢(w)
und damit
mo(w) = q;fij)) = ;(1 + exp(—iw))
Hieraus erhalten wir
Mot m) = 51— exp(iw))

mi(w) = exp(—iw) - mo(w+7m) = ;(exp(—iw) - 1)

und mit einer kleinen Nebenrechnung
1 1

h(w) = ma(w/2)d(w/2) = . (1 — exp(—iw/2))?
Man iiberzeugt sich leicht, dass dies die Fouriertransformierte der folgenden Funktion
ist.
-1 in [0,1/2)
U(x) = 1 in  [1/2,1)
0 sonst

Damit erhalten wir bis auf den Faktor —1 das selbe Haar-Wavelet wie im Einfithrungs-

kapitel.

(4.2.9) Bemerkungen: (a) Die Matrix
U(w) = mo(w) my (w)
mo(w +7m) mi(w + )
ist unitér, d.h. es gilt U*(w)U(w) = I.

Beweis: Es ist

U (w)U(w) = (

mi(w) my(w+7) mo(w+7m) my(w+ )

mo(w) mo(w+7r))( mo(w) my(w) )

_ ( |mo(w)]? + |mo(w + m)|? mo(w)ms(w) + mo(w + m)mq(w + ) )
mo(w)mi(w) +mo(w + m)my(w + ) [ma (W) [? + [ma (w + 7)[?
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und
Imo(w)[? + [mo(w + m)[° = [my(w)]? + [ma(w +m) > =1

sowie wegen der 27-Periodizitdt von m = 0

mo(w)my(w) + mo(w + m)my (w + )

= mp(w) exp(iw)mo(w + ) + mo(w + ) exp(i(w + 7))mo(w)

= mo(w)mo(w + ) exp(iw)(1 + exp(ir)) =0 O
(2m-periodische Funktionen mg mit
[mo(w)|? + [mo(w +m)|* = 1 (4.14)

heiflen auch konjugierte Spiegelfilter.)
(b) Ist mg gegeben, so kann die zugehorige Skalierungsfunktion ¢ und damit auch ¥

hergeleitet werden. Es ist ndmlich wegen (4.4)

~

Bw) = mo(w/2)$(w/2) = mo(w/2mo(w/d(w/4) = - = $(2"w) - T mo(2Hw)
Ist

lim ¢(27"w) = $(0) = 1/v2x

(vgl. (4.5)), so folgt
- 1
P(w) = N

(c) Nicht jede glatte 2m-periodische Funktion mg erzeugt nach dem Verfahren in (a) eine

IR0 mg(27Fw)

Skalierungsfunktion (also insbesondere eine normierte Funktion).
Gegenbeispiel: Sei ¢ Skalierungsfunktion mit zugehoriger 27-periodischer Funktion my.

Insbesondere ist dann

A 1
P(w) = e
und |||y = [|¢]l2 = 1. Zu p € {1,2,3,...} definiere mq,(w) := mo((2p + 1)w) und
R 1 N
Pp(w) = Nl 112 mop (27 w) = ¢((2p + 1)w)

Man rechnet leicht nach, dass mg, 27-periodisch ist und die Eigenschaft (4.14) erfiillt.
Allerdings ist

. Hz‘;lmo(2_kw)

6515 = 1955 = (20 +1) 7" # 1

und damit ¢, keine Skalierungsfunktion.
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4.3 Die schnelle Wavelet-Zerlegung

¢ und v seien eine Skalierungsfunktion und eine zugehorige Waveletfunktion. Wir erin-

nern an die Schreibweise des Abschnitts 2.2,

pin(z) = 22022 — k), ju(x) =272z — k)
Ist J€{1,2,3,...},s0ist V_; C V und
VWo=V,eW_ ;W 1, B---dW_4
—_————
=V_j11
Dem entsprechend gibt es fiir f € Vj die beiden Darstellungen
—1
f(@) =2 Soxdor(x) =D S_grd-su(x) + D D Djsthju(2)

kEZ kEZ j=—J k€%
Die schnelle Wavelet-Transformation (FWT) ist ein effizienter Algorithmus zum
Umrechnen der entsprechenden Datensétze

{S()Ji» (/{3 € Z)} — {S_JJ{; (k’ € Z), Dj,k (k’ < %,j =—J, ... , —1)}

Wir demonstrieren die Beziehungen beim Wechsel zwischen der (J — 1)-ten und der

J-ten Stufe.

(4.3.1) Satz: Sei J € Z.
(a) Ist (Syx)kez € (X(Z), so gilt

Z SikPur(x) = Z Sr_1kPa—1k(z) + Z Dy 1 ptbyj-1p(x)

keZ keZ keZ
mit
Sy1k=vV2Y haxSye und Dyip=v2> (1) hyar S
LeX LEX

(b) Sind (Sy-1x)kez: (Dy-1,)rem € (*(Z), so ist

Sik = V2 Z hi—20S7-10+ V2 Z(—l)lﬁkkhuzukl)ku

LeX LeX

Beweis: Es gilt
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(1) @jn(x) = 272¢(2x — k) (nach Definition)

(i Vjx() = 27/%)(22 — k) (nach Definition)

(ili) @(z/2) = 2% ez hno(z — n) (Skalierungsgleichung)

(iv) (x/2) =23 ,en(=1)"thi_,¢(z —n) (vgl. Beweis von Lemma (4.2.5))

11

~—

Hieraus folgen die Beziehungen

Grap(z) = 2UV2¢27 gy — k) = 22N, (275 — 2k — n)

net :27J/2¢J,2k+n
= \/5 Z hn¢J,2k+n
nEZ
Yooaw(e) = 2V — k) = V2 30 (=) 270 (27w — 2k — n)
neEX
= V2 S (=) i@ okin(T)
nexl

Seinun f; € V; =V, 1 & W;_q,

fr(x) = Suntun(@) =D Si1ebs-10(x) + > Dy_riby_1(z)
kEZ ez (eZ
Zu (a): Wegen der Orthonormalitét der beteiligten Basisfunktionen ist
Sicie = (Fr,0-1k) =D Sse(bae, dyoip) = V2 > S50 b (Ges aonin)
—_———

LEX LEX neZ

=0¢,2k+n
= V2 Syhe o
(e
Ebenso folgt durch das Skalarprodukt mit ¢ ;_
Dy = (Frotbo—ip) = D Si—1e (g1, V1)
= 7
n—1 {—2k—1
= V23 (=" hien D Sui(bass brorin) = V2D (1) hiyor—eSse
neZ LEXL LEXL

Zu (b): Es ist
Sie=(fr.001) =D Ss1,0(bs—1.0,5k) + > Dy16(¥s—1.0, b))
ez ez
und

(P10, 00k) = V2 > halbgoein, b)) = V2hy, o

neZ

W1 0k) = V23 (=1 hi(buzern, dur) = V2(=1) 2 0y O

nel
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(4.3.2) Beispiel: Fiir die Haar-Skalierungsfunktion ist hg = hy = 1 und h,, = 0 fur
n ¢ {0,1}. Es folgt

Sk = V2(Syon+ Siori1)
Dyax = V2(=Sjok+ Ssoni1)
Sie = V2(Ss—ig avey — (=1 D1 aiv o)

mit

_ k/2 fir & gerade
k div 2 =
(k—1)/2 fir k ungerade

(4.3.3) Bemerkungen: (a) Im Folgenden gehen wir davon aus, dass eine zu untersu-
chende Funktion f(.) auf einem feinsten Level .J vorgegeben ist durch die Koeffizienten-
menge {Sy, k € Z}.

(b) Aus praktischen Griinden miissen die Daten auf eine endliche Datenmenge {S, k =
—N ... N} beschrankt werden. Der Umrechnungsalgorithmus aus dem obigen Satz hat
dann den linearen Rechenaufwand O(N).

(¢) Muss aus formalen Griinden die Datenmenge {S;x, k= —N ... N} auf ganz Z fort-

gesetzt werden, so kann dies z.B. geschehen durch

(i) Fortsetzung mit 0, (ii) Periodisierung, (iii)symmetrische Fortsetzung.
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Kapitel 5

Filterbanke und die FWT

5.1 Digitalfilter

Wir beschéftigen uns jetzt mit Signalen, welche durch eine diskrete Folge von (Abtast-)
Werten beschrieben werden. Hierzu gehéren nach dem Abtasttheorem die bandbegrenz-

ten Funktionen.

Im Folgenden sei ein diskretes Eingangssignal in Form einer Folge x = (z,)nez gege-
ben. Ein Digitalfilter H ist zunéchst allgemein eine Vorschrift, welche dem Signal x ein

Ausgangssignal H(x) =y = (yn)nez zuordnet.

(5.1.1) Definition: Ein linearer Filter ist gegeben durch eine Folge h = (h,,)pez von
Filterkoeffizienten und durch die Vorschrift

Yn = H<X)n = Z Py,

ke

Diese Operation heiit (diskrete) Faltung und wird auch durch die symbolische Schreib-
weise y = h x x beschrieben.

Das spezielle Eingangssignal 6 = (8, )nez = (0on )nez heifit Einheitsimpuls. Das zugehori-
ge Ausgangssignal y = H(4) = h heifit Impulsantwort.

(5.1.2) Definition: Die Z-Transformierte eines Signals s = (s, )nez ist definiert als

die formale Potenzreihe

S(z) =Y spz"

kEZ

41
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Ist y = h % x, so ist wegen

Z Yz = Z (Z hkxn_k) 27" = Z hpz"F Z Ty g2t = Z hpz"F Z zpz™t

neZ neZ \keZ keZ neZ ke e

die Z-Transformierte gegeben durch das Produkt Y (z) = H(z) - X(z). Eine diskrete
Faltung geht also durch die Z-Transformation iiber in ein Produkt, wie wir das bereits fiir
die kontinuierliche Faltung unter der Fouriertransformation kennengelernt haben. H(z)
heiBt Ubertragungsfunktion des Systems. Einen Zusammenhang mit der Fouriertheorie

der vorherigen Kapitel erhalten wir wie folgt. Definieren wir

hE) = \/12_7TH(exp i)) Z hy exp(—ik¢)

T kem

so ist fz({') die 2m-periodische Funktion mit den inversen Fourierkoeffizienten hj. Die
Funktion |iz(§)| heifit Amplitudengang. Der Winkel Arg(ﬁ(f)) heilt Phasengang.

Betrachten wir nun Eingangssignale der Form x = (exp(inf))nez mit festem £ € (—m, 7).
x représentiert also die Abtastreihe der durch [—m, 7] bandbegrenzten Funktion z —
exp(i€x). Dann ist
Yn = 3 huwn = 3 hexp(i(n — k)€) = exp(ing) - V2rh(€) = V2rh(€)z,
kEZ kEZ

Ist limg_o |R(£)| > 0 und limjg »» h(§) = 0, so werden Signale mit kleinen Frequenzen
mit einer positiven Mindeststarke durchgelassen, wahrend Frequenzen in der Ndhe von m
absorbiert werden. In diesem Fall wird der Filter als Tiefpass bezeichnet. Entsprechend
heifit ein Filter mit limy¢ »~ |R(£)] > 0 und lime_o h(§) = 0 Hochpass.

(5.1.3) Beispiele: (a) Ein Haarfilter ist definiert durch

( )
y \/§

also durch

0 sonst

{1/\/5 fir ke {0,1}
hy =

Die Z-Transformierte ist H(z) = (1 +2z7')/v/2, und

) = 5 - =1+ exp(—i6)) = = exp(—i€/2) - cos(€/2)



5.1. DIGITALFILTER 43

Damit ist der Haarfilter ein Tiefpass.

(b) Es sei
1/vV2 fir k=0
hiy =< —1/v/2 fir k=1
0 sonst

Jetzt ist H(z) = (1 — 271)/v/2 und

l

h() 7 xp(i6/2) - sin(€/2)

Hier handelt es sich um einen Hochpass.
(¢) Ein Daubechies-(Tiefpass-) Filter ist definiert durch

(1++3)/(4v2) fiir k=0
(3+V3)/(4v2) fin
hy=q 3—=V3)/(4v2) fir k=2
(1—-+3)/(4v2) fir k=3
0 sonst
mit
hE) = 8% ((1+V3) + 3+ V3) exp(—i€) + (3 = V3) exp(—2i€) + (1 — V3) exp(-3i¢))
— 8\1/5[“ + 3exp(—i€) + 3exp(—2i§) + exp(—3if))
+/3(1 + exp(—i€) — exp(—2i€) — exp(—3i€))]

B sjﬂu + exp(—i€))* + VB exp(—3i€/2) (exp(3i2) — exp(—3i/2))

+V/3 exp(—3i€/2) (exp(if /2) — exp(—i€/2))]

= 8\1/% exp(—3i¢/2)[(exp(i&/2) + exp(—i£/2))? + 2iv/3(sin(3£/2) + sin(£/2))]
= 8\1/% exp(—3i¢/2)[8 cos® (£/2) + 2iv/3(sin(3¢/2) + sin(£/2))]

Die sin- und cos-Reihenentwicklungen um & = 0 und ¢ = 47 ergeben

hO) = = ep(=3ig/2[(5 - 36+ O(E") +2V5i(26 + O(¢Y)
h(£r +2a) = 8\1/% exp(—3i€/2)[F8(a + O(a?))® + V3i(8a2 + O(a))] = O(a?)
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Insbesondere hat der Amplitudengang bei +7 eine doppelte Nullstelle und fiir kleine £
ist
1

2 _ 1
T

(&)

(8|h(€)| hat sogar eine dreifache Nullstelle bei 0.) Der Daubechies-Filter ist also ein
Tiefpassfilter.

(1+0(&h)

5.2 PR-Filterbanke

[width=0.048] WaveletPR.jpg

FIGURE 1. Maxwellian on finite grid, (a), (b) 7" low; (c), (d) 7 high.

Eine Filterbank ist eine Anordnung von Filtern, die dazu dient, ein Signal in verschie-
dene Teilsignale zu zerlegen oder aus verschiedenen Teilsignalen zu rekonstruieren. Wir
beschrinken uns hier auf sog. 2-Kanal-Filterbénke, deren Prinzip in obiger Abbildung
dargestellt ist. Hierbei wird der linke Teil als Analyse- und der rechte als Synthesebank
bezeichnet. Die Komponenten | 2 und T 2 werden als Downsampling- bzw. Upsampling-

Operatoren bezeichnet und sind definiert durch

[\

(...I_2x_1x0x1x2...) J': (...x_4x_21‘0$2x4...)

I3

(. c X 9T _1X9X1X2 - - ) ( .. x_IOxOOxIO(L‘Q .. )

(5.2.1) Beispiel: Es seien A der Haar-Tiefpassfilter und D der Hochpassfilter aus den
Beispielen (5.1.3)(a),(b), also

A( X 9T _1X9X1X2 - - ) =

D( X 9T _1XoX1Xo - - ) =

S

(rx 3tz o o+ q;m g+ To; o+ T1; T + Toy T + T3

(‘- Ty — T} T_g — T_13 Ty — To; To — T1; Ly — T3 Ty — Ty -+ -
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Beschreibt
SJ = (SJ’]C,/C - %)

die Haar-Wavelet-Koeffizienten eines Signals auf der J-ten Stufe, so sind durch

1

A(l2)S; = ﬁ< Sy +Ss-3:S5-0+S5-1;550+ Ss1;S52+ Sy3- )
1

D(12)S; = ﬁ( - Sy_a—Sy_3:55-2—55-1:550— Ss1; 552 —Ss3--+)

gerade die zugehorigen Koeffizienten der Stufe J — 1 gegeben (vgl. Beispiel (4.3.2)).

Die Hintereinanderausfithrung der Downsampling- und Upsampling-Operatoren ist ge-

geben durch

(Vorsicht: Dies ist kein linearer Filter im Sinne der Definition (5.1.1)!) Die Z-Transformation
ist gegeben durch
1

Y(z) = kzpzzyk[k = kz;}m%[% =35 lfz;ﬂxk(fsz +(=2)7")
= S(X() + X(—2)

Ohne Einsatz eines weiteren Bearbeitungsfilters (also fiir u = @, v = 0) setzt sich das

Ausgangssignal & zusammen aus den beiden Komponenten

1) &M = A(1 2)(| 2)Az mit der Z-Transformierten

XO(2) = SAEAR)X(2) + A(=2)X (=2)] = S[AR)AE)X () + A=) A=) X (~2)

2

N | —

(i) #® = D(1 2)(] 2)Dx mit der Z-Transformierten

X (z) = ;D(Z)[D(Z)X(Z) +D(=2)X(=2)] = ;[D(Z)D(Z)X(z) + D(—2)D(2)X (~2)]
Es folgt
X(z) = 1[A(Z)fl(Z) +D(2)D(2)]X () + 1[A(—Z)A(Z) + D(=2)D(2)]X (~=2)
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(5.2.2) Definition: Die Filterbank heift PR-Filterbank (PR=perfect reconstructi-

on), wenn X (z) = X(z). Hinreichend hierfiir sind die zwei Bedingungen

(i) A(—z}fl(z) + D(—~2)D(z) =0
(i) A(2)A(z) + D(z)D(z

Konstruktion eines PR-Filters

Zur Erfiillung von (5.2.2)(i) machen wir folgenden Ansatz. Fiir ein ¢ € Z gelte
D(—z) = 2'A(2), D(z)=—2"*A(-2)

Zur Erfiillung von (5.2.2)(ii) miissen dann A und A die Eigenschaft

(5.2.2)(it)  A(2)A(z) — (—1)!A(=2)A(=2) =2
erfiillen.
(5.2.3) Lemma: Definiere M = (my,)rez := A(2)A(2). Die Bedingung (5.2.2)(ii’)
M(2) = (=1)*M(=2) =2
ist genau dann erfiillt, wenn ¢ ungerade ist und

mo =1, mg, =0 firkeZ)\ {0}

Beweis: Fall 1: Ist { € Z gerade, so lautet die Bedingung
M(z)— M(—z) =2
Diese Bedingung kann nicht erfiillt werden, da

M(z) = M(=2) = > m2® = > my(—2)"

MmEX MEX
— Z m%(z% o (_Z)Qk) + Z m2k+1(22k+1 . (_Z>2k+1>
meX meX

— 2k+1
= 2 Z mok+1<
mEZ



5.3. DAUBECHIE-FILTER 47

ungerade in z und daher ungleich 2 ist.

Fall 2: Ist ¢ ungerade, so lautet die Bedingung

M(2) +M(—2) =2 mgyz™ =2 O

ke

5.3 Daubechie-Filter

Eine MSA ist charakterisiert durch die Skalierungsgleichung (...) mit den Koeffizienten
H = (h)rez. Wir stellen die Konstruktion einer orthogonalen PR-Filterbank (A, D, A, D)
mit A = H nach I. Daubechie vor. Ist H bekannt, so folgen die anderen Komponenten

nach
A(z) = Az, D(—z2)=2"A(2), D(z) = —2""A(=2)

Das Ziel ist, H als Tiefpassfilter zu konstruieren, wobei z = —1 eine Nullstelle moglichst

hoher Ordnung p von H(z) = Sz bz " ist. In diesem Fall ist H von der Form
H(z) = (1+ 2)°G(2)
und daher
H(exp(i€)) = (1 + exp(i€)) - G(exp(i€)) = [2exp(—ig/2)]" - cos(§/2)" - G(exp(if))

Damit ist £ = 7 Nullstelle von H (exp(i§)) von (mindestens) der Ordnung p. Zur Kon-
struktion von H(z) benutzen wir wieder die Hilfsfunktion M (z) = H(z) - H(z7'). Die
zentrale Bedingung an M(z) ist die Gleichung aus Lemma (5.2.3), M (z) + M(—z) = 2.

Schritt 1: Konstruktion von M (z).

Offenbar ist M(z) symmetrisch, d.h. M(z) = M(z!). Um die p-fache Nullstelle bei

z = —1 zu erzwingen, machen wir den Ansatz

() =2 (

1+z>P 1+ 271
2 2

)" e

mit symmetrischem My mit moglichst kleiner Filterlinge. Zur Abkiirzung setzen wir

1+z 1+ 271
2 2

u(z) :
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Die von Mj(2) zu erfiillende Bedingung lautet

u(z)P Mo(2) +u(—2)PMy(—2) =1

(5.3.1) Beispiel: Die Wahl p = 1 fiihrt auf
1
M(z) =5 (2+2+27") Mo(2)

Man sieht leicht, dass fir My(z) = 1 die Bedingung M (z) + M (—z) = 2 erfiillt ist. Dies

fiihrt auf den bereits bekannten Haarfilter

R

V2

H(z)

Fiir die Konstruktion héherer Ordnung hilft uns die Beobachtung, dass

u(z) +u(—z) = 1(2 +z+27 )+ 1(2 —z—z1)=1

i
und daher
U= ) - ata = 3 (T ey
k=0

_ (-1 2p—1—k, (K (21 2p—1—k, ( Nk

= 5 (7 et £ (L Jate )

_ pz: <2pk— 1>u(z)2p_1_ku(—z)k+pz: <2pk— 1>U(z)ku(—z)2p_l_k
k=0

wobei in der zweiten Summe der letzten Zeile k durch 2p — 1 — k ersetzt wurde.

(5.3.2) Satz: Der Filter
p—1 .
Moy(z) == <2pk; 1>u(z)p1ku(—z)k
k=0

hat die Lange 2p — 1 und die Eigenschaften

(i) My ist symmetrisch
(ii) Es gilt u(2)?Mo(z) + u(—2)PMy(—2) =1
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Beweis: Die nicht verschwindenden Koeffizienten von u(z) = (2+ 2z + z7!) /4 bilden die
Indexmenge {—1,0,1}. Da My(2) ein Polynom in u(z) und u(—z) des Grades p — 1 ist,
liegen die nicht verschwindenden Koeffizienten in {—(p —1),...,0,...,(p — 1)}. Damit
hat My (hochstens) die Lénge 2p — 1.

Die Symmetrie von M, folgt leicht aus der Symmetrie von wu.

AuBlerdem ist

u(z)PMo(z) + u(—2)P Mo(—=)
2p—1

- Z( ) )u(z)?p” Z@“) (Pl =1 O

k=0

Es gilt die folgende Eindeutigkeitsaussage.

(5.3.3) Satz: Ist M, ein Filter der Lénge < 2p — 1 und erfiillt M, die Eigenschaften
(i), (ii) des Satzes (5.3.2), so ist My = M.

Beweis: Die Potenzreihe
V(z) = 2" (Mo(2) — Mo(2))
ist ein Polynom hochstens (2p — 2)-ten Grades. Auflerdem ist

u(2)"V(2) + (1) u(=2)"V(=2) = 2" u(2)"Mo(2) +u(—2)"Mo(—2)]

—zpfl[u(z)p]\;lo(z) ;— u(—z)p]\7[0(—z)] =0

=1

Da u(1) = 1 und 1 2p-fache Nullstelle von u(—1) ist, muss 1 auch 2p-fache Nullstelle
von V sein. Damit gilt aber V' =0, also My = M. O

Schritt 2: Zerlegung von M,.

Gesucht ist Hy mit My(z) = Ho(z)Ho(z71). Ist Hy gefunden, so erhalten wir die gesuchte
Darstellung fiir H,

H(z) = V2 (1 +22_1>p - Ho(2)

Fiir die gewiinschte Zerlegung betrachten wir die Nullstellen von M. Ist ¢ € € Null-
stelle, so ist (cz7! — 1) = z7!(c — 2) Linearfaktor von My. AuBerdem gilt, da M reelle
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Koeffizienten hat: Ist ¢ € € Nullstelle, so sind dies auch ¢, ¢ und ¢ 1.

Die Zerlegung geschieht, indem wir mit Hy = 1 starten und nacheinander Linearfakto-

ren von My abspalten und zu Hy(2) bzw. zu Hy(z~!) multiplizieren.
Zu unterscheiden sind die folgenden Fille.

Fall 1: Ist ¢ e C\IR und |¢| # 1, so besitzt M, die vier paarweise verschiedenen Nullstellen
¢, ¢, ¢~ und ¢7'. Damit kénnen wir von My den Faktor (c27'—1)(cz—1)(ez"t—1)(cz—1)
abspalten. Wir wihlen ein ¢ € {c,c™'} und fiigen (¢2~' — 1)(¢z~! — 1) als Faktor zu
Hy(z) hinzu. Wir haben hier die Freiheit der Wahl von é. (Die beiden anderen Faktoren
kommen zu Hy(27').) Beispielsweise kann ¢ so gewiihlt werden, dass |¢| < 1. (Dies fiihrt

zu Filtern mit minimalem Phasengang, s.u.)

Fall 2: Tst ¢ € R und |¢| # 1, so fiigen wir den Faktor (cz™' — 1) zu Hy(z) und damit

(cz — 1) zu Hy(2™') hinzu. Fiir minimalen Phasengang wihlen wir wieder |c| < 1.

Fall 3, c €C, |¢| = 1. In diesem Fall ist ¢ = ¢! und damit

1+c¢
2

und  u(—c) =

‘1—0

u(c) = ’ 5

Damit kann aber ¢ keine Nullstelle von M, in der Darstellung von Satz (5.2.3) sein. Fall

3 kann also nicht eintreten.

Nach Abspalten aller Linearfaktoren stellt sich My(z) in der Form C?*Hy(z)Ho(z7")
dar. Wegen My(1) = 2 muss C' > 0 sein, sodass wir schlieBlich den Faktor v/C zu H,

hinzufiigen konnen. Damit erhalten wir die gewiinschte Darstellung.

(5.3.4) Beispiele: (a) Die Wahl p=1 fiihrt auf den oben besprochenen Haarfilter.
(b) p=2:



