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1 EINFUHRUNG 2

1 Einfiihrung

1.1 Einfiihrende Definitionen und Beispiele

A — Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension

Im Folgenden sei t die Zeitvariable, = die Ortsvariable und f : IR — IR eine geeigne-
te Funktion, genannt Flussfunktion. Eine Erhaltungsgleichung fiir u = w(t, z) ist eine

Funktion der Form
Ouu(t,z) + 0 f(u(t,z)) =0 . (1.1)

Warum heiflen Gleichungen diese Typs Erhaltungsgleichungen? Wir nehmen an, dass
u(t, x) eine fiir alle ¢ bzgl. x integrierbare Losung von (1.1) ist mit der Anfangsverteilung
w(0,2) = ug(x) , wobei lim =0

|z|—o0

Integrieren wir (1.1) bzgl. z, so erhalten wir

o / u(t,w)dz + Flult, )| =0
S —_—
=f(0)-f(0)=0

d.h. das Integral [ wu(t,x)dx ist eine ErhaltungsgroSe.

Das Anfangswertproblem

Owu(t,x) + 0 f(u(t,x)) = 0
u(0,2) = wup(x)

wird gewohnlich als Cauchy-Problem bezeichnet. Wir konstruieren nun Loésungen.

Losungen entlang Charakteristiken: f(u) sei stetig differenzierbar bzgl. u. Man

beachte, dass nach der Kettenregel gilt
O f(u(t,z)) = Ouf(ult,z)) - Opu(t,x) . (1.2)
Zu zo € IR definieren wir die Charakteristik

t — x(t,xg) := xo + t - Ouf(uo(zp))
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Setzen wir die Anfangsbedingung konstant entlang den Charakteristiken fort, so erhalten

wir die Funktion

u(t, z(t, zo)) := ug(xo)

Solange die Funktion wohldefiniert ist (vgl. Ubung (1.1.2)), ist sie Losung des Cauchy-

Problems, denn
U(Oa ZE(O, ZL'())) = U(O, ZE'()) = Uo
und nach der Kettenregel gilt (mit x = z(t, z))

0= %u(t, x) = Owu(t, z) + dpu(t, x) - Opr = Qyu(t, x) + Opu - O, f (u(t, x))

Damit ist wegen (1.2) die Erhaltungsgleichung erfiillt.

(1.1.1) Beispiele: (a) Die lineare Advektionsgleichung:
o+ ad,u =0

Die Flussfunktion ist f(u) = a-u, und die Charakteristiken sind z(t) = xo+a-t. Damit
ist die Losung gegeben durch

u(t, ) = up(zo) = uo(z — at)

[vgl. Folie 1.] Die Gleichung beschreibt z.B. die Bewegung von gelésten Teilchen in einer

Stromung mit Stromungsgeschwindigkeit a.
(b) Die Burgers-Gleichung:

ou+u-0,u=0 ;

die Flussfunktion ist f(u) = w?/2. Man stellt leicht fest, dass sich Charakteristiken
x(t,zo) und x(,z,) sich fiir ein ¢ > 0 schneiden, wenn zy < x; und ug(xg) > ug(z1).
Die oben konstruierten Losungen existieren nur bis zur Zeit ¢, des ersten Schnitts zweier
Charakteristiken (vgl. Ubung (1.1.2)) [vgl. Folie 2].

Man kann versuchen, eine Losung durch Grenzwertbildung aus Losungen einer gestorten

Gleichung zu konstruieren. Die gestorte Gleichung

1
Oyu + Eaxzf = €0, U
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ist fiir € > 0 eine parabolische Gleichung und besitzt eine eindeutige klassische Losung
ue(t, x). Auf Folie 3 sind Losungen fiir € N\ 0 dargestellt. Wir erkennen, dass in Grenzfall
eine Unstetigkeit im Bereich der sich iiberschneidenden Charakteristiken entsteht. Solche
Unstetigkeiten werden wir als Schocks bezeichnen. Thre numerische Behandlung wird

besondere Sorgfalt benotigen, wie die Folie 3b andeutet.

(1.1.2) Ubung: Die Anfangsbedingung fiir die Burgers-Gleichung sei gegeben durch
ug(r) = Uo(z) + ¢ mit 4 € C3(R), g Z 0 und ¢ € IR. Zeigen Sie: Die Charakteristiken

schneiden sich erstmals zur Zeit

Abhingigkeitsbereich von Lésungen: Der Abhiingigkeitsbereich fiir den Punkt (¢, )
beschreibt den Bereich derjenigen z-Werte, deren Anfangswerte den Wert u(t, Z) beein-

flussen;
D(t,z) = {x € R : u(t, ) hingt von ug(z) ab}

Fiir die lineare Advektionsgleichung ist D(t,z) = {Z — ta}. Allgemein gilt: Ist

maxyer |Ouf (4)] < gz, SO ist
D(t,z) C [T — tamaz, T + tamaz)

Wir werden beim Entwurf numerischer Verfahren zu beriicksichtigen haben, dass der
numerische Abhéangigkeitsbereich den theoretischen Abhéngigkeitsbereich umfasst. Dies
wird uns auf die sog. Courant-Friedrich-Levi- (CFL-) Bedingungen fiihren.

(1.1.3) Ubung: Approximieren Sie die partielle Ableitung d,u durch eine Vorwiirts-
und 0,u durch eine zentrale Differenz. Bestimmen Sie den numerischen Abhéngigkeits-
bereich der Daten fiir die lineare Advektions- und fiir die Burgers-Gleichung. Fiir welche
Verhiltnisse At/Ax ist keine Konvergenz der Verfahren im Limes At, Ax — 0 zu er-

warten?
B — Systeme von Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension

In diesem Fall ist u(t,z) € R™ vektorwertig und die Flussfunktion f : IR™ — IR™. Die
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Erhaltungsgleichung hat wieder die Darstellung (1.1).

(1.1.4) Beispiel: Euler-Gleichungen: Diese beschreiben die Stromung von nicht-viskosen
(Newtonschen) Fluiden. Es seien p(t, x) die Dichte, v(t, ) die Stromungsgeschwindigkeit
und E(t,z) die Energiedichte. Der Zustantsvektor ist

p(t, x) U
u(t,z) = | pt,x)v(t,z) | = | ue
E(t,x) us

Die Flussfunktion fiir die Euler-Gleichungen lautet

pY Ug
fwy=1 p?+p |[= u3/uy +p
v(E +p) ug(us + p)/uy

p = p(u) ist der Druck.

Die Folien 3a und 3b zeigen das sog. "shock tube”-Problem. Hierbei ist ein Gas in der
linken Seite einer Rohre von einem Vakuum durch eine Membran getrennt. Zur Zeit
t = 0 wird die Membran entfernt und das Gas bewegt sich von links nach rechts. Die
beschreibenden Gleichungen sind die Euler-Gleichungen. Folie 3a zeigt komplexe Profile,
welche auch Unstetigkeiten enthalten. Schwierigkeiten bei der numerischen Approxima-

tion dieser Schocks sind in Folie 3b zu erkennen.
C — Systeme von Erhaltungsgleichungen in mehreren Raumdimensionen

Die allgemeinste Form der hier betrachteten Gleichungen stellen Systeme in mehreren
Raumdimensionen dar. Wir beschranken uns hier auf zwei Dimensionen; bei drei Di-

mensionen kommt nichts Neues hinzu.

Das m-dimensionale System werde beschrieben durch eine Funktion u : R, x R* — R™

und die Flussfunktionen f, g : IR™ — IR™. Das System der Erhaltungsgleichungen lautet

atu(t7 x, y) + 8xf<u(t7 z, y)) + ayg(u(t7 z, y)) = 0
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1.2 Schwache Losungen

Funktionen u(¢,z) mit Unstetigkeiten kénnen sicher nicht als klassische Losungen von
Erhaltungsgleichungen interpretiert werden. Wir miissen daher den Losungsbegriff ab-
schwéchen.

1.2.1 Der verallgemeinerte Losungsbegriff

Nehmen wir zunéichst an, dass u(t, z) eine klassische Losung von (1.1) ist (insbesondere
ist u(.,.) stetig differenzierbar). Des Weiteren sei ® : R x IR — IR eine stetig differen-
zierbare ” Testfunktion” mit kompaktem Triger (d.h. ® € C}(IR x IR). Wir integrieren

(1.1) mit ® integrieren iiber [0, 00) x IR und erhalten nach partieller Integration auf der

/ / By + 0, f (u))dadlt
_ /Oo </O B 8tudt) dx+/ooo (/Z@-@If(u)dx) dt
_ /Z <c1>(t,g;)u(t,x)|j;j0 - /OOO 0 - udt) do

+ [T (stnsatonz - [~ ow- sir) i

linken Seite

[e.9]

= — /Oo ®(0, z)u(0, z)dr — /OO /OO 0P - u+ 0, f(u)dzdt
— 0 —00

(e e}

Dies fiihrt auf folgenden verallgemeinerten Losungsbegriff.

(1.2.1) Definition: Eine (lokal) integrierbare Funktion u(¢, ) heifit schwache Lisung
von (1.1), wenn fiir alle ® € C}(R x R) gilt

/ / 0D -+ 0,D - f(u)] dudt — / (0, 2)u(0, 2)dz

(1.2.2) Bemerkung: Eine dquivalente Definition erhélt man, wenn man (1.1) (formal)
iiber beliebige Rechtecke [tg, 1] X [zg,z1] C [0, 00) X IR integriert. Die Definition lautet:
u(t, x) heifit schwache Losung, wenn fiir beliebige Rechtecke 0 > ¢y < t; und z¢ < x4
gilt

/%1 [u(ty, ) — u(to, x)|dx + /t 1 [f(u(t,z1)) — f(u(t,xo))]dt =0

=x0 =t
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Fiir schwache Losungen erhélt man hiufig zwar (lokale) Existenz, abere leider keine
Eindeutigkeit. Diese muss durch eine Zusatzbedingung (Entropiebedingung) erzwungen

werden, s. Abschnitt 1.2.3.

1.2.2 Das Riemann-Problem

Das Riemann-Problem betrifft schwache Losungen der Erhaltungsgleichung (1.1) zur
Anfangsbedingung

fii <0
w(x)=2 " T (1.3)
u, fir x>0

A — Gleichmifliges Fortschreiten der Unstetigkeit

Wir leiten zunéchst eine schwache Losung der Form

(t.2) w, fir z < st (1.4)
u(t,x) = .
w, fir x > st

mit s > 0 her. Hierzu bemerken wir dass

o) o] 0 o)
/ / 0,® - udxdt = / 0, ® - udtdx
0 —00 r=—00 Jt=0

00 x/s () ()
+/ 0P - udtdx + / / 0P - udtdx
=0 Jt=0 =0 Jt=s/z

0 00
= —ul-/ @(O,x)das—ur-/ ®(0,x)dx

=0

+/Oo O(x/s, ) (u, —w)dz

=0

_ _/:o @(O,x)uo(x)dx—/oo B(x/s,x) - (0 — w.)dz

=—00 x=0

Entsprechend finden wir

/OOO /_28x®~f(u)d:cdt = /toz (/_i(?zcb~f(u)dx+/S:oaxq%f(u)dx) dt

o0

_ /t Bt st) - (f(ur) — flu))dt
- —/ O(z/s,x) - (f(w) — f(u,))dz
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Insgesamt ergibt sich also

/OOO /_ Z[@tq>.u+axq>-f(u)]dxdt - /:O PO olde

=—0Q

+/OOOCI>(3:/5,3:)~ {M—(ul—ur) dx

S

-~

()
Damit ist u genau dann Losung des Riemann-Problems, wenn der Term (*) verschwin-

det. Man iiberzeugt sich leicht, dass die entsprechende Aussage auch fiir s < 0 gilt. Wir

fassen zusammen.

(1.2.3) Satz: Die Funktion (1.4) ist genau dann Losung des Riemann-Problems, wenn

g S = flw) (1.5)

s heifit Schockgeschwindigkeit. Die Bedingung (1.5) an s heifit auch Rankine-Hugoniot-
Bedingung.

(1.2.4) Ubung: Auf einer einspurigen Fahrbahn treffe flieBender Verkehr auf stehenden
Verkehr. Dabei gelte

(i)  Der Abstand zwischen den Spitzen zweier aufeinanderfolgender Autos betrage
5m im ruhenden und 50m im flieBenden Verkehr.

(i) Die Geschwindigkeit der fahrenden Autos betrage 100km /h.

(iii) Das Abbremsen der Autos erfolge abrupt.

Wie schnell bewegt sich das Stauende nach hinten?

(1.2.5) Ubung: (a) Skizzieren Sie die Charakteristiken dieser Losung im Fall der
Burgers-Gleichung, und zwar fiir v; > wu, und fir u; < u,. Welche dieser Losungen
scheinen ”unphysikalisch” zu sein? [vgl. Folie 5]

(b) Berechnen Sie fiir u; > u, eine schwache Losung der Burgers-Gleichung zur Anfangs-

bedingung

u; fir <0
up(z) = ¢ w+a-(u,—) fir 0<z<1

Uy fir z>1
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B — Verdiinnungswellen ("rarefaction waves”)

Wir wollen zeigen, dass es noch mindestens eine weitere Losung des Riemann-Problems

gibt.

(1.2.6) Beispiel: Fiir die Burgers-Gleichung sei die Anfangsbedingung (1.4) gegeben

mit 0 < u; < u,. Dann ist

w  fir o<t
u(t,z) =< z/t fir wt <x<ut

w, fir z > u,t

schwache Losung des Riemann-Problems.

Beweis:

/ / 0 ® - udtdx / ul/ 8t<I>dtd:L’+/ / 0y Pudtdx
—o0 J0
z/ur
= —ul/ O(0,z dx—i—/ uT/ 8t<I>dtdx

)

x/uy
/ / x/t - 0, Pdtdr + / Uy / 0, ®dtdx
/ur /ul

J

(I17)

Es ist
I = ur/ q)(x/ur,x)dx—ur/ O(0, z)dx
0 0
Ir = —ul/ O(x/wy, x)dz
0

Durch partielle Integration erhalten wir

0 z/u
I = / (:zc/t ®(t, ), + / m/tQ-@(t,x)dt> dx
0 /U'r

) z/u
- /0 (ulq)(:p/ul,a:) —u,P(z /Uy, ) + // z /- cI)(t,:p)d?f) dx
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AuBlerdem ist

[e§) o0 o) 0 o0 e8]
/ / 0,0 - f(u)dtde — / Fu) / 0, Dddt + / / 0, - f(u)dwdt
—00 J0 0 —00 0 0
(o) 00 ut
= u?/2/ CID(t,O)dt—l—ulz/Z/ / 0, Pdxdt
0 0 0

~~
]/

[e%e) Upt [ee) o]
+/ / (z/t)?/2 - 0, ®dxdt +u?/2 - / 0, Pdxdt
0 ut N 0 w

rt

-~

-~
11 IIr

mit
I = uf/z-/OOO@(t,ult)dt—uf/z-/Ooocp(t,())dt
= ul/2-/000<1>(x/ul,w)dx—ul2/2-/Om@(t,())dt
Ir = —uf/?-/ooq)(t,u,,t)dt:—ur/2-/Ooq)(x/ul,x)dx
0 0

und (partielle Integration)

o= /OOO ((x/t) /2 Bt 2)|"" ut—/jrtz/t?-@(t,x)dx) dt

1t

_ /OOO(UT/Q-@(:L‘/’LLT,) w2 Bz, z) // M t:c)dx)d

Addieren wir alle Terme, so sehen wir, dass u Losung der Burgers-Gleichung ist O

Dieses Ergebnis lasst sich wie folgt verallgemeinern.

(1.2.7) Satz: Gegeben sei eine glatte konvexe Flussfunktion f(u) (d.h. es gelte f”(u) >

0 fiir alle u). Es sei w; < u,. Dann ist

w fir x < f'(w)t
u(t,z) =< w(z/t) fir fl(u)t <z < f'(u)t (1.6)
Uy fir x> f'(u.)t

eine Losung des Riemann-Problems, wenn v : [f' (), f'(u,)] — IR Losung der Gleichung

f'(0(§)) = € ist.

(1.2.8) Ubungen: (a) Beweisen Sie den Satz (1.2.7). Diskutieren Sie die eindeutige
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Losbarkeit der Gleichung f/(v(§)) = &.

(b) Zeigen Sie: Fiir u; < u, hat das Riemann-Problem fiir die Burgers-Gleichung unend-
lich viele Losungen.

(c) Bestimmen Sie fiir € > 0 die Losung u. der Burgers-Gleichung ”entlang Charakte-

ristiken” zur Anfangsbedingung

1 fir x <0
up(x) =9 1+az/e fir 0<z<e
2 fir z>e

Bestimmen lime\ o ue.

(1.2.9) Bemerkung: Setzen wir die Funktion v aus Satz (1.2.7) auf ganz IR fort durch

) ) g &< f(w)
) {f’<ur> fir &> f'(u,)

so kann die Losung (1.6) kompakt geschrieben werden als

u(t,z) =v(x/t) fir t>0 (1.7)

Vorsicht ist angebracht bei der Manipulation von Erhaltungsgleichungen. Manche Re-

chenoperationen sind bei Losungen mit Schocks nicht erlaubt.

(1.2.10) Beispiel: Multiplizieren wir die Burgers-Gleichung mit 2u und wenden wir die
bekannten Rechengesetze fiir Ableitungen an, so erhalten wir eine Erhaltungsgleichung

fiir v = u?,
ow+ f(v) =0

mit der Flussfunktion f(v) = 20%2/3. Wihrend die Schockgeschwindigkeit bei der
Burgers-Gleichung gleich s, = (u; + u,)/2 ist, ist sie fiir die modifizierte Gleichung
gleich s, = 2(u? — u?)/(3 - (u? — u})). (Rechnen Sie dies nach!)

1.2.3 Entropiebedingungen

Das Ziel ist es nun, aus mehrfachen Losungen die physikalisch sinnvolle Losung her-

auszufinden. Eine Moglichkeit ist es, die Erhaltungsgleichung durch Einfiihrung einer
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kiinstlichen Viskositét zu modifizieren,
Ou~+ 0, f(u) = €0ppu (1.8)

und bei den eindeutigen Losungen dieser Modifikation den Grenzwert e \, 0 durch-
zufithren. Dieser Zugang ist allerdings recht unhandlich. Eine Alternative ist die An-
wendung des Entropiekonzepts, welches auf das gleiche Ergebnis fithrt. Entropie ist eine
physikalische Grofle, welche bei glatten Losungen der Erhaltungsgleichung ebenfalls ei-
ne Erhaltungsgrofe ist und sich beim Durchqueren von Unstetigkeiten nicht verkleinern
kann. Wir wollen dieses Konzept kurz (heuristisch) herleiten. Wir beginnen mit der
modifizierten Erhaltungsgleichung (1.8). Gegeben seien eine konvexe glatte Funktion 7

(Entropie) sowie eine weitere Funktion ¢ (Entropiefluss) mit

U (u) = n'(u) f'(u) (1.9)
Dann folgt aus der modifizierten Erhaltungsgleichung

om(u(t,z)) + 0 (u(t,x)) = n'(u)- O+ (u) - Ouu
= ') - (Ou+ f(u)0su) =1'(u) - (Opu+ 0 f(u))
—_—

=€OzzU

also die sog. viskose Entropiegleichung

Im(u(t,x)) + 0 (u(t, z)) = en (u)Oppus

Aus

0s (17 (u(t, )) - Opult, x)) = 0" (u) - (Opu)* + 17 (u) - Duot
folgt

0 (1) - uott = B (1 (ult, 2)) - Bpu(t, x)) — 1" (u) - (Bpur)”
und damit

0 (u) + Oxtb(u) = €y (n'(w)Ozu) — en'" (u)ug

Was passiert im Grenziibergang € ™\, 0, wenn die Losung der nicht modifizierten Glei-

chung eine Schocklosung ist? Wir integrieren die Gleichung tiber das Intervall [t;, t5] X
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[x1, 2] wobel 1 und x5 so gewéhlt ist, dass u entlang der Grenzen x = z; und x = 9

glatt ist, und erhalten

/tz/ff2 8t77(u)+8m1/)<u)dl‘dt = 6/2[ ,( (1'2, ))a u<$2,t) U'(U($1,t))3zu(x1,t)]dt

/ / "(u) (Opu) dxdt

<0, dan konvex ist

Fiir € \, 0 verschwindet der erste Term auf der rechten Seite. Der zweite Term ist fiir
e > 0 nichtpositiv; da er das Quadrat der ersten Ableitung von u enthélt, verschwin-
det er i.A. fiir € \, 0 nicht, wenn u eine Unstetigkeit enthélt. Damit erhalten wir die

Differentialungleichung

/ 2 / " o) + Outb(u)dzdt <0 . (1.10)

Dies fithrt auf den folgenden Begriff.

(1.2.11) Entropiebedingung: Die Funktion u heifit Entropielésung der Erhaltungs-
gleichung, wenn fiir beliebige konvexe Entropiefunktionen und zugehorige Entropiefliisse

die Ungleichung

Om(u) + 0(u) <0 (1.11)

schwach (d.h. im Sinn von (1.10)) erfiillt ist. Eine alternative schwache Formulierung

lautet

[e.9]

/OOO /_OO O @(t, x)n(u(t, x)) + 0, @(t, z)h(u(t, x))dxdt S/_ ®(0, 2)n(u(0, z))dx

[e.e]

fiir beliebige Testfunktionen ® € Cj(IR x R, IR,).

(1.2.12) Beispiel: Fiir die Burgers-Gleichung wihlen wir die Entropiefunktion n(u) =

u?. Der Entropiefluss muss Losung der Differentialgleichung (1.9) sein, also
W (u) = 2u?

Wir withlen v (u) = 2/3 - 3 und erhalten die Entropieungleichung

Oy (u2) + Oy (§u3> <0
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Fiir glatte u folgt aus
o+ u-0yu =0
durch Multiplikation mit 2u die Gleichung
O (u?) + 0, (§u3) = 2udu + 2u?0,u = 0

Fiir einen stiickweise konstanten Schock, welcher durch die Punkte (¢1,21) und (¢, z2)

verlauft, folgt

T2
/ u?(t, r)
z1

(Beweis: Ubung!)

Damit die Entropieungleichung gilt, muss also die Bedingung u; > wu,. erfiillt sein.

to x2

to
dx + / §u3(z&,x)dt = —%(ul —u,)* At + O(At?)

t1 t1

1

1.3 Lineare hyperbolische Systeme
1.3.1 Charakteristische Variable
Gegeben sei das lineare System
Ou+ Ad,u =0 (1.12)

fiir die Funktion u : Ry x IR — R™; A ist eine m x m-Matrix. Dies ist ein Erhaltungs-
system mit der Flufunktion f(u) = Au.

(1.3.1) Definition: Das System heifit hyperbolisch, falls A diagonalisierbar ist mit rel-
len Eigenwerten. Sind die Eigenwerte paarweise verschieden, so heifit das System strikt

hyperbolisch.

Fiir hyperbolische Systeme gibt es immer eine Diagonalmatrix A und eine reguléire Ma-

trix R mit
A=RAR' |

wobei die Diagonaleintrige von A die Eigenwerte von A sind. Sind 4, ..., r, die Spalten

von R, so gilt

Arp =X, , p=1,....m
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Durch Multplikation des Systems mit R~! und Durchfithrung der Transformation v :=

R~'u erhalten wir das System von v
ov+AN-0,v=0 |,
welches entkoppelt in die m unabhéngigen Gleichungen
vy + Ay -0y, =0 , p=1,...,m

Dies sind m lineare Advektionsgleichungen, deren Lésungen im Fall des Cauchy-Problems

gegeben sind durch
vp(t, ) = v,(0, 2 — \pt)

Hierbei sind fiir gegebene Anfangsbedingungen (0, x) = ug(x) fir u die Anfangsbedin-

gungen fiir v gegeben durch
v(0,7) = R ()

Wir erhalten damit als Losung des urspriinglichen Anfangswertproblems

u(t,z) = Z vp(t, x)rp = Z vp(0, 7 — At)ry,

p=1 p=1
Der Abhéngigkeitsbereich ist damit

D(t,z)={x=T—M\t,p=1,...,m}

Die Losungen x(t) = xo + Ayt der Gleichung 2'(¢) = A, heilen p-Charakteristiken. Wie
im eindimensionalen Fall werden die Losungen u(t,x) als konstante Fortsetzung der
Anfangsbedingung entlang Charakteristiken definiert. In diesen Lésungen bewegen sich
die m Profile v,(0, z) mit konstanter Geschwindigkeit A, fort. Sind alle Profile bis auf

eines konstant,

v,(0,2) =¢, ped{l,...,m}\{i}

so erhalten wir die Losung

u(t,z) = Z cprp + 0i(0, 2 — Nt)r; = ug(x — A\it)
p#i

Diese Losungen heiflen einfache Wellen.
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(1.3.2) Beispiel: Die Wellengleichung ist eine hyperbolische Gleichung zweiter Ord-
nung. Das Cauchy-Problem lautet

Otu = *0%u,
u(0,2) = wuo(x),
Ou(0,x) = wui(x).

Durch folgenden Ansatz kann die Gleichung in ein System erster Ordnung umgewandelt

werden.
v(t,x) = Opu(t,x) , w(t,x):= dul(t,x)

Der Vektor (v, w)? ist Losung des Systems

at<:)+A.ax(§)_o
=(20)

Die Eigenwerte von A sind 4-¢ mit den Eigenvektoren r, = (1, —c)T und r_(1, ¢)”; damit
ist das System fiir ¢ € IR\ {0} strikt hyperbolisch fiir ¢ # 0. Es gilt

LG

Die Anfangsbedingungen sind

mit

v(0,2) = Oyup(z), w(0,z) = uy(x).

(1.3.3) Ubung: (a) Bestimmen Sie die Losungen v(t, x), w(t, z) sowie u(t, ).
(b) Schreiben Sie die 2D-Wellengleichung fiir u(t, z, y)

Ot = (gt + Oyytt)

um in ein hyperbolisches System erster Ordnung.
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1.3.2 Linearisierung nichtlinearer Systeme
Wir betrachten das nichtlineare System
Oyu~+ 0 f(u) =0 (1.13)

mit v : R Xx R — IR™ und f : R™ — IR™. Durch Anwendung der Kettenregel kann das

System umgewandelt werden in die Form
Oyu + A(u)0,u = 0,

wobei A(u) = f'(u) die Funktionalmatrix von f ist. Das System heifit wieder hyperbo-
lisch, falls fiir alle v € IR™ die Matrix A(u) diagonalisierbar ist mit reellen Eigenwerten,
sowie strikt hyperbolisch, falls die Eigenwerte paarweise verschieden sind. Ist f hinrei-
chend glatt, so konnen die Eigenwerte A\,(u), p = 1,...,m, als glatte Funktionen von
u dargestellt werden. Ist u(t,x) eine Losung des nichtlinearen Systems, so werden die

p-Charakteristiken definiert als Losungen von

2 (8) = Ap(ult, (1))

Diese Losungen hingen zwar von der Losung u(t,z) ab. Lokal kénnen sie aber durch
geeignete Linearisierungen hergeleitet werden. Um diese herzuleiten, nehmen wir an,
dass u(t) “fast” konstant ist und beziiglich eines kleinen Parameters e wie folgt entwickelt

werden kann.
u(t,z) =u+ euM(t,z) + Eu@(t,z) + - -
Hieraus folgt

flu(t,x)) = f(u) + € ~@~u(1)(t, z) + O(e?)
—A(T)

Einsetzen in das nichtlineare System (1.13) und Vernachlissigen der O(e?)-Terme fiihrt

auf das linearisierte hyperbolische System fiir u(")

M (t,z) + A(@)0,uM (t,z) = 0.

(1.3.4) Ubung: Die Flachwassergleichungen sind gegeben durch das System

at<v)+ax<y2/2+¢>. (1.14)
¢ v
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(a) Ist das System (strikt) hyperbolisch?

(b) Bestimmen Sie die Linearisierung um einen konstanten Zustand (@, ¢)7.

Die Schockgeschwindigkeiten nichtlinearer Systeme sind gegeben durch die Rankine-

Hugoniot-Bedingungen

fur) = flur) = s+ (w —uy)

Im Fall ||u; — u,|| < e < 1 kénnen wir f(u;) um w, entwickeln und erhalten
Flu) = fur) + f'(ur) - (u = ) + O(€?)
Eingesetzt erhalten wir
s= f'(u,) + O(e)

Damit entspricht die Schockgeschwindigkeit asymptotisch derjenigen der Linearisierung.

(1.3.5) Beispiel: Wir betrachten wieder die Euler-Gleichungen fiir

U1 p
u= U2 = pv )
us FE

welche gegeben sind durch 0, (u) + 0,f(u) = 0 mit

flu)= 1 u3/us +p(u)
ugfusz + p(u)]/u1

(vgl. Beispiel (1.1.4)). Ergénzen wir diese durch die Zustandsgleichung

p Ly
E=-2 -
so ist die Funktionalmatrix im Punkt u = (5, pv, E)” gegeben durch
0 1 0
, df _2 B
Pl = (90) = 050+~ 3)7 (3- ) (1)

0.5(y =18 ~0(E+p)/p (E+p)/p—(v—1)7 v
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Die Eigenwerte von f'(u) sind © und v + ¢, wobei die Schallgeschwindigkeit ¢ gegeben

ist durch ¢ = \/vp/p.

Wir betrachten den Spezialfall 7 = 0. In diesem Fall lésst sich f'(u) wie folgt diagonali-

sieren.
00 O
ffluy=R| 0 ¢ 0 |R
0 0 —c
mit
1 1 1
R =[r|,ry,rs] = 0 % (y—=1) _% (y=1)
0 e -1

Die linearisierte Losung zur Anfangsbedingung
uM(0,2) = ay(2)ry + ag(x)ry + as(z)rs
ist daher
uV(t,2) =1,(0,2) + 12(0,2 — ct) + r3(0, 2 + ct)
Insbesondere ist p(t,x) = p(0, x).

(1.3.6) Ubung: Zeigen Sie: Zu den Konstanten 7 und 7 ist durch p(t, z) = p(0, z — ot),

v(t,z) =7 und p(t,x) = P eine Losung der nichtlinearen Euler-Gleichungen gegeben.
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2 Finite Differenzenverfahren

2.1 Diskretisierungen linearer Gleichungen

Wir betrachten das Cauchy-Problem fiir ein m-dimensionales hyperbolisches System,
O+ Adyu =0, u(0,x) = up(x) (2.1)

Zur Diskretisierung verwenden wir eine Ortsschrittweite h = Ax und eine Zeitschritt-

weite k = At und definieren als Gitterpunkte
x; = jh, jEZ, t,=nk, nelN
Intervallmittelpunkte im Ortsraum werden bezeichnet als
Tip12 =x; +h/2=(j4+1/2)h

Wir werden im Folgenden annehmen, dass das Verhiltnis k/h fest vorgegeben ist; damit

ist z.B. insbesondere h vorgegeben, wenn der Limes A — 0 untersucht wird.

Der intuitivste Zugang zu Diskretisierungen sind sog. Finite Differenzen-Methoden, bei
denen die Werte U7 als Approximationen von u := u(t,,z;) konstruiert werden mit
Hilfe geeigneter Differenzenquotienten als Naherungen fiir die Differentialoperatoren 0,

und 0. Alternativ kénnen wir U}" auch als Approximationen der Mittelwerte

1 Tjt1/2
uy = E/ u(ty, r)dx (2.2)

Tj—1/2

interpretieren. (Dies ist von Vorteil, wenn wir numerische Verfahren auf der Grundla-
ge der schwachen Formulierung von Erhaltungsgleichungen entwickeln.) Entsprechend

konnen wir die Anfangsbedingung ug diskretisieren durch

Uj' = u? = up(z;) oder die Mittelwerte Uj' = ﬂ?

SchlieBlich kénnen wir U auch interpretieren als stiickweise konstante Funktion, defi-

niert durch
Uk(l’,t) = U]n fiir (t,l‘) € [tn7tn+1) X [l’j,l/g,l']qu/g) (23)

Hierbei ist k& der Diskretisierungsparameter fiir die Zeit; der Ortsparameter h ist hier-

durch festgelegt.
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Bei der numerischen Berechnung miissen wir uns notgedrungen auf einen beschrankten
Ortsraum [a, b] C IR festlegen. Wir konnen hierbei z.B. die Randwerte u(t, a), u(t, b) vor-
schreiben. Damit wechseln wir vom Anfangswert- zu einem Anfangs-Randwertproblem.
Wir kénnen aber auch fordern, dass sich die Losung von [a, b] periodisch auf R fortge-

setzt werden kann. Dies erreichen wir durch die Wahl periodischer Randbedingungen

u(t,a) = u(t,b) firalle ¢t>0

Wir wollen nun einfache Beispiele fiir Finite Differenzen-Verfahren beschreiben. Hier-
zu definieren wir fiir n € IN die Folge U™ := {U}'|j € Z}. Die Folge U ist durch
die Anfangsbedingungen gegeben. Analog zu den Einschritt- bzw. Mehrschrittverfahren
bezeichnet eine 2-Level-Methode die Berechnung von U™ aus U™ und eine (r + 2)-
Level-Methode die Berechnung aus U",..., U™ ". Entsprechend konnen wir explizite
Methoden dadurch charakterisieren, dass U™ unmittelbar aus den Vorgingerwerten
berechnet werden kann, und implizite Methoden dadurch, dass hierzu die Losung eines
linearen Gleichungssystems notig ist. Implizite Methoden werden nur selten benutzt und

werden hier nur am Rande behandelt.

(2.1.1) Beispiele: [vgl. Folie 7]
(a) explizites Euler-Verfahren: Hierbei wird die Zeitableitung durch eine Vorwértsdifferenz
und die Ortsableitung durch eine zentrale Differenz approximiert.

grtt _pyn ur,., —Un
J J Jt+1 j-1) _
i ( - ) 0

oder umgeformt:

n n k n n
Uptt = Uf = 5 AU} = Upy)

Die Datenabhéngigkeiten kénnen durch den Vier-Punkt-Stern graphisch dargestellt wer-

]

hierbei entspricht die untere Zeile dem Zeitpunkt ¢, und die obere ¢, 1.

den:

Diese Methode griindet zwar auf giiltigen Differenzenapproximationen, ist aber aus Sta-

bilitatsgriinden nicht brauchbar, wie wir spéter sehen werden.
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(b) implizites Euler-Verfahren:

n+1 n n+1 n+1
Uit = uj A Uin — U35\ _
k 2h

mit dem Stern

ko ok ok
*
Die umgeformte Gleichung
k
n+1 __ n n+1 n+1
Uit =0 - ﬁA(Ujfl - U

kann nicht unmittelbar ausgewertet werden. Das Verfahren ist allerdings stabiler als die
Methode (a).
(c) Lax-Friedrichs-Verfahren:

N i koo n *
U] +1 = §<U]71 + Uj+1) - %A(U]‘i’l o Ujfl) ’ [ * * ]

(d) Leapfrog-Verfahren:

k
n n— k n n
Uj+1:Uj 1—EA<U]-+1—UJ‘_1) ) * *
k
(e) Lax-Wendroff-Verfahren:
n+1 n k n n k2 2 n n n
Uyt = Up = - AUy = Uy) + 5 AUy = 207 + Uy)

mit dem Stern

L

Dieses Verfahren wird aus der Taylor-Entwicklung wie folgt hergeleitet. Fiir die Losung

der Erhaltungsgleichung gilt die Entwicklung

1
u(t +k, ) = u(t,z) + kou(t, z) + §k2ﬁfu(t, x) 4 -
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Aus Oyu = —Ad,u folgt
O*u = — A0, 0pu = — A0, (Oyu) = —AD,(—AD,) = A*0%u
und damit
u(t + k,x) = u(t,z) — kA u(t, x) + %k%‘ﬁ@iu(t, T) 4 -

Die Ableitungen bzgl. © werden nun approximiert durch

u(t,z+h) —u(t,z — h)
2h ’
u(t,z + h) — 2u(t,z) + u(t,x — h)
2h? .

Q

O,u(t, )

Q

Oyult, )

(f) Beam-Warming-Verfahren: Dies ist eine Variante des Lax-Wendroff-Verfahrens:

2

n n n k n n n k
Urtt = (U} + U y) — - AQRUY — AU + UL ,) +

2 n n n
o oAU} — 207, + U)

wobei die Ableitungen 9, und 9? durch einseitige Differenzen approximiert werden. Der

L

Alle hier vorgestellten Verfahren sind lineare Verfahren. Soweit es sich um 2-Level-

zugehorige Stern ist

Methoden handelt, konnen wir die Verfahren mit Hilfe eines linearen Operators
H;, : R%Z — R%
in der Form schreiben
U™ = H (U™
oder — zur punktweisen Darstellung
U;Hrl =Hi(U";))
Beispielsweise kann das explizite Eulerverfahren beschrieben werden durch

k
S AUj1 — Uja)
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Die selbe Schreibweise benutzen wir auch bei Anwendung auf kontinuierliche Funktionen;
ist also v € C(IR) gegeben, so ergibt die Anwendung des expliziten Euler-Verfahrens
k
Hi(v;z) = [Hi(v)](z) = v(x) — %A(v(x +h) —v(x—h))

Fiir eine messbare Funktion v : IR — IR definieren wir wie gewohnt die 1-Norm durch

Joll = /m o() |

Die dazu passende Norm fiir Funktionen U = (U;)jez : Z — R erhalten wir, indem
wir U als stiickweise konstante Funktion auf IR interpretieren, U(z) = U; fiir © €
[#;_1/2,%j4+1/2), und darauf die 1-Norm anwenden. Wir erhalten
ol =n->_ U,
JEZ
Die entsprechende Operatornorm fiir Operatoren H : L'(IR) — L!(IR) ist gegeben durch

[Hv]]
M| = SupveLl\{o}W

Sind u} die Gitterwerte der exakten Losung der Erhaltungsgleichung und U7 die Werte

eines numerischen Verfahrens, so definieren wir als globalen Fehler die Differenz

m __ no__ ,n
LB = Uj —uj

Wir interpretieren den Fehler als Funktion auf IRy X IR, indem wir £ wie in (2.3) als
stiickweise konstante Funktion definieren, also E(t,x) := FJ fiir alle (t,z) € [tn, tai1) ¥
[%;-1/2,%j41/2). Ein numerisches Verfahren heifit konvergent in [0, 7], falls fiir alle
t e [0,7] gilt

IEu(t, )| — 0 fir k—0

2.2 Konsistenz und Stabilitit

Setzen wir eine exakte Losung der Erhaltungsgleichung in ein numerisches Verfahren ein,
so erhalten wir den lokalen Abschneidefehler. Wir wollen dies am Lax-Friedrichs-

Verfahren demonstrieren. Dieses Verfahren ist gegeben durch

7|7 - §(Uj71 + Ul | + 57 AU — U

- n =0 (2.4)
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Einsetzen einer glatten Funktion u(¢, x) in die linke Seite von (2.4) ergibt mit Hilfe der
Taylorformel

% {u(t +k,x) — %(u(t, r—h)+u(tx+ h))} + %A[u(t, z+h)—u(t,x — h)]

1 2

Den lokalen Abschneidefehler erhalten wir durch Einsetzen einer glatten Losung u der
Erhaltungsgleichung d,u + Ad,u = 0 unter Ausnutzung der Beziehung Oyu = A%0,,u
als

1 h?

Li(t,z) = §k <A2 — ﬁj) Opru(t, x) + O(K?)

(2.2.1) Definition: Eine 2-Level-Methode werde beschrieben durch einen linearen Ope-
rator Hjy,.
(a) Der lokale Diskretisierungsfehler ist definiert durch
1
Li(t,z) = E[u(t +k,x) — Hi(u(t,.); x)]
wobei u eine glatte Losung der Erhaltungsgleichung ist.
(b) Die Methode heifit konsistent, falls

ILi(t, )|l — 0 fir & — 0.

(c) Die Methode hat die (Konsistenz-) Ordnung p, falls es fiir alle hinreichend glatten
Anfangsbedingungen uy mit kompaktem Tréger und zu 7" > 0 Konstanten Cp, ks > 0
gibt mit

ILi(t, )| < CLk?  fiir alle & < ko,t < T.

Nach der Konsistenz kommen wir nun zum néchsten wichtigen Kriterium fiir numeri-
sche Verfahren, der Stabilitat. Stabilitdt bedeutet im Wesentlichen eine Wachstumsbe-
schréankung fiir die numerischen Losungen. Diese leiten wir jetzt her. Nach der Definition
des lokalen Diskretisierungsfehlers erfiillt die exakte Losung der Erhaltungsgleichung die

Gleichung

u(t + k,x) = Hi(u(t,.);x) + kLg(t, x)



2 FINITE DIFFERENZENVERFAHREN 26

Wegen der Linearitét der beschriebenen Methoden gilt fiir den Fehler E? = U — uf

eine Gleichung der Form
Ey(t +k,.) = Hi(Ex(t,.);x) — kLg(t, ).

Hierbei beschreibt der zweite Term den aktuellen lokalen Diskretisierungsfehler, wahrend
im ersten Term die sich akkumulierenden Fehler beriicksichtigt sind. Durch Induktion

finden wir schnell die folgende Darstellung

Ep(tn,.) = HpER(0,.) =k Y Hp ' Ly(ti, )
=1

(2.2.2) Definition: Die Methode heifit stabil, wenn es fiir alle 77 > 0 Konstanten
Cs > 0 und kg > 0 gibt derart, dass

IHY| < Cs  fiir alle nk < T,k < k.

Wegen |HE|| < ||Hx||™ ist H sicher stabil, wenn ||Hy|| bzgl. k beschrankt ist; wir konnen

aber auch ein gewisses Wachstum zulassen. Ist z.B.
|Hill < 14 ak  fir alle k< ko,
so folgt

|HEII < (14 ak)" < exp(akn) < exp(aT) fir nk <T.

Die Aquivalenz der Konvergenz von Verfahren mit der Konsistenz und Stabilitéit stellt

das folgende wichtige Ergebnis von P. Lax fest.

(2.2.3) Satz (Aquivalenzsatz von Lax): Fiir ein konsistentes 2-Level-Verfahren fiir eine
lineare Erhaltungsgleichung ist die Stabilitdt notwendig und hinreichend fiir die Kon-

vergenz.

Beweis: Wir zeigen hier nur, dass Stabilitdt hinreichend fiir Konvergenz ist. Hierzu
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stellen wir fest, dass aus
Ey(tn,.) = HyEx(0 kZH” "Li(ti-1, )
und der Dreiecksungleichung folgt
1B (b, )| < [[HE I £ (0, ) +k‘z I~ I Lt )

Aus der Stabilitatsforderung erhalten wir fiir Methoden der Ordnung p

[Ex(tn, )] < Cs (HEk( )l +kz I Li( “-)H) < Cs (|1Ex (0, )| + TCLEP) .

=1

Ist
10, ) =0 (baw. [|EL0,.)] = O(k))
so folgt die Konvergenz, d.h.
1Bk (tn, )| = 0 fiir 8, <T

(Genauer folgt, dass der globale Fehler eines Verfahrens der Ordnung p ebenfalls von
der Ordnung p ist, wenn dies auch fiir den Anfangsfehler gilt.) U

(2.2.4) Beispiel: (a) Wir wenden das Lax-Friedrichs-Verfahren auf die skalare Advek-
tionsgleichung dyu + ad,u = 0 an. Wir erhalten

1 ak 1 ak
[rnJrl lfn lfn

Ist

so stellen wir fest, dass U;LH eine Konvexkombination von Ul ; und U}, ist. Damit

muss gelten
lom=H < oy,

d.h. das Verfahren ist stabil.

(b) Ein entsprechendes Ergebnis erhalten wir, wenn wir das Lax-Friedrichs-Verfahren
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auf ein strikt hyperbolisches System 0,u+ Ad,u = 0 anwenden. Ist A d&hnlich zur Diago-
nalmatrix A = diag(\1,...,\,), so entkoppelt das System in n unabhingige Gleichun-
gen, und die Stabilitdtsbedingungen lauten

Aok

<1 =1,...
h ) p ) ,Tl

(c) Wir wenden die einseitige Methode

n n k n n
Uptt = Uf — AU} ~ Ufy)

auf die lineare Advektionsgleichung aus Beispiel (a) an:

UnJrl Un o ak

h (Uj - anfl)

Dies fiihrt auf folgende Abschéitzung.
CEDICEFIATID>
J

Ist 0 < ak/h <1, soist U™ erneut eine Konvexkombination aus Werten von U"; falls

ak

nicht, ist das Stabilitatskriterium verletzt.
Ist a < 0, so ist das Stabilitédtskriterium nie erfiillt. In diesem Fall muss obige Differen-

zengleichung ersetzt werden durch

n+1 __ n ak
U™ =U; .

(d) Upwind-Methode fiir das System d,u + Ad,u = 0 mit u = (uy, us)” und

0
A=T| ™ TV ay,ay> 0.
0 —a9

—_——
=:A

U — U,

J

Durch die Transformation

entkoppelt das System in

ov+ a0,y = 0,

ow — a0, w = 0.
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Numerische Losungen fiir v und w erhdlt man gemé$ (c¢) durch

n+1 n alk n n
i = v SR )
CLQk

Wit = Wi+ —= (W}, —W})

J h
( [V[jn ) B ( [V[jnl )]
Jn jn—l

Zum Vektor zusammengefasst folgt

‘/;nJrl B ‘/;n k aq 0
I/V]T‘“ wr h\ 0 0
~———

Durch Riicktransformation

folgt
grtt = yr K At(ur —un kA‘ ur ur
J - j_ﬁ ( Jj j—l)_ﬁ ( j+1 j)
mit
AT = TATT !,

Dies ist das Upwind-Verfahren, welches leicht verallgemeinert werden kann auf beliebige

Dimensionen und beliebige diagonalisierbare Matrizen.

(2.2.5) Ubung: Stellen Sie das Upwind-Verfahren auf fiir

00 1 00
A=T|1 0 -1 0 |TY T=|110
0 2 111

Geben Sie Bedingungen an fiir die Wahl von A und k.
(b) Bestimmen Sie das Upwind-Verfahren fiir die linearisierten Flachwasser-Gleichungen
aus Ubung (1.4.19).
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2.3 Unstetigkeiten und modifizierte Gleichungen

Wie wir gesehen haben, sind Unstetigkeiten bei Losungen von Erhaltungsgleichungen
héufig. Andererseits sind Entwicklungen in Taylorreihen abhéngig von der Glattheit von
Losungen. Es ist daher wichtig, auf die Behandlung von Unstetigkeiten néher einzuge-

hen. Zu diesem Zweck betrachten wir Losungen mit unstetigen Anfangsbedingungen.

(2.3.1) Beispiel: Gegeben sei das Riemann-Problem

1 <0
Ou~+ adyu =0, wug(x) = o .
0 >0

Die exakte Losung ist u(t, x) = ug(z — at). Wenden wir auf u(t,z) das zentrale Diffe-
renzenschema fiir d,u im Bereich der Unstetigkeit an, so finden wir z.B.

u(t,at +h) —u(t,at —h) —1
2h - 2h

— —o0 fir h—0.

Damit konvergiert der lokale Diskretisierungsfehler nicht gegen 0, und das Konvergenz-
ergebnis des vorherigen Abschnitts ist nicht anwendbar.

(Typische numerische Ergebnisse sind auf der Folie dargestellt.)

Um das Verhalten numerischer Verfahren im Bereich von Unstetigkeiten genauer zu
verstehen, leiten wir nun Modellgleichungen her. Dies sind Gleichungen, welche dem
numerischen Verfahren nédher sind als die gegebene Advektionsgleichung. Wir demon-

strieren dies an folgendem Beispiel.

(2.3.2) Beispiel: Setzen wir eine glatte (skalare) Funktion u(¢, z) in das Lax-Friedrichs-
Verfahren fiir die lineare Advektionsgleichung ein:
1

n+1
.

1 1
§(U]ﬂ_1 + Ugﬂ+1)] + ﬁa[UfH - U;‘l—l] =0,

so erhalten wir geméss den Berechnungen des vorigen Abschnitts den lokalen Abschnei-
defehler

2

Li(t,x) = Opu + adyu + % (k@ttu — %&mu) + O(h?).

Ist u Losung der Advektionsgleichung

oyu + adyu = 0,
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so ist der Abschneidefehler gleich

1 2
Lk(t, I) = 5 (k@ttu — %&mu) + O(hQ)’

also von der Ordnung O(h). Lost u dagegen die Gleichung

1 h?
8tu + Claxu + 5 k@ttu — ?(%IU = O,

so ist der Fehler von der Ordnung O(h?). In diesem Sinn kénnen wir sagen, dass letztere
Gleichung durch das Verfahren genauer gelost wird als die Advektionsgleichung. Wir
nennen sie daher modifizierte Gleichung fiir das Lax-Friedrichs-Verfahren. Um das
Verhalten der numerischen Losung des Lax-Friedrichs-Verfahrens zu verstehen, ist es

angebracht, die modifizierte Gleichung genauer zu untersuchen.

Wir untersuchen im Folgenden obige modifizierte Gleichung. Zunéchst stellen wir fest,

dass fiir Losungen der Gleichung gilt

1 h?

5’ttu = —a(?txu — 5 (k@tttu — ?&tmu) = —aamu + O(l{i),
1 h?

Ozt = —a0paUl — ) kOpuu — ?&mu = —adgu + O(k).

Setzen wir dies ein, so folgt

h? kK
atu—i-a@xu:%- (1—ﬁ-a)-8mu.

Dies ist eine Advektionsgleichung mit Diffusion. Die Diffusionskonstante ist

h? Ko,

Wie aus der Theorie der Differentialgleichungen bekannt ist, besitzt diese Gleichung
stabile Losungen nur so lange, wie D > 0. In diesem Fall fithrt der zusétzliche Term zur
Verschmierung der Losung in der Néhe des Schocks. Die Bedingung D > 0 liefert ein
Kriterium zur Wahl von k/h.

(2.3.3) Ubungen: (a) Bestimmen Sie die modifizierte Gleichung fiir Beispiel (2.2.4)(c).
(b) Berechnen Sie die modifizierte Gleichung fiir das Verfahren

n n k: n n
Ui = U} = 5ra(Uf = UjLy).
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Gibt es Indizien, dass dieses Verfahren fiir beliebige k/h unstetig ist?

Wir schlieflen ein Beispiel an, bei dem die modifizierte Gleichung von anderem Typ als

die oben vorgestellte ist.

(2.3.4) Beispiel: Das Lax-Wendroff-Verfahren ist ein Verfahren zweiter Ordnung; fiir
skalare Probleme lautet es

k2 n n n

k
U'n 1 lrn U'n lfn
j+ _ i —CL( J+1 j 2h

J 2h j*l) +

Einsetzen einer glatten Funktion und Ausnutzen der Beziehungen

h? h3
u((n + 1)h, jk) — u(nh, jk) = hou(nh, jk) + ?&gtu(nh,jk) + Eatttu(nh,jk) +O(hY)
3
w(nh, (j + 1)k) —u(nh, (j — 1)k) = 2k0,u(nh, jk) + %&rmu(nh,jk) + O(h®)

u(nh, (j + 1D)k) — 2u(nh, jk) + u(nh, (j — 1)k) = k*0,,u(nh, jk) + O(h*)
fithrt auf die modifizierte Gleichung

2 2
Oyu + al,u = %a (k—a2 — 1) Opazll.

Dies ist eine Dispersionsgleichung, welche mit geeigneten Methoden der partiellen Dif-

ferentialgleichungen behandelt werden kann.
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3 Konservative Verfahren

3.1 Das Konzept konservativer Methoden

Fiir die Berechnung nichtlinearer Losungen mit Schocks ist der Konsistenzbegriff des
vorigen Abschnitts nicht ausreichend. Es sei z.B. daran erinnert (vgl. Beispiel (1.2.10)),
dass das Riemann-Problem fiir die Burgers-Gleichung unterschiedliche Losungen hat
— je nachdem, welche Erhaltungsgleichung wir berechnen. Welche Losung sucht sich
das numerische Verfahren aus? Fiihren numerische Verfahren iiberhaupt auf schwache

Losungen?
(3.1.1) Beispiel: Auf die Burgers-Gleichung in der Form
Oy + ud,u =0

zu den Anfangsbedingungen

(2) 1 fir <0
ug(z) =
0 0 fir z>0

wenden wir folgendes numerische Verfahren an:

k
n+1 __ n n n n
(In Ubung (3.1.2) wird gezeigt, dass das Verfahren konsistent ist. Fiir U > 0 sollte
auch die Stabilitdtsbedingung erfiillt sein, da dann U }Hl eine Konvexkombination von
U und U | ist.)
Wihlen wir als Anfangsbedingung fiir U
- { 1 fir j<0

7 0 fir j>0

so erhalten wir als Losung U} = U]Q fiir alle 7, und im Limes k,h — 0 die Funktion

u(t, z) = up(z). Dies ist keine schwache Losung des Anfangswertproblems.

(3.1.2) Ubung: Zeigen Sie: Das numerische Verfahren in Beispiel (3.1.1) ist konsistent

zu den beiden Erhaltungsgleichungen

Oy + Oy (%uz) =0 , Ou*)+0, (§u3> =0
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Der Ausweg aus diesem Dilemma besteht darin, numerische Verfahren nicht fiir die
Gleichung 9; + f'(u)0,u = 0, sondern fiir die Erhaltungsgleichung dyu + 0, f(u) = 0 zu

konzipieren.

(3.1.3) Definition: Ein Verfahren der Form

n n k n n n n
Uj = Uj — E[F(Uj ) j+1) - F(Uj—l’Uj >]

heifit numerisches Verfahren in Erhaltungsform. Die Funktion F' heiflt numerische Fluss-

funktion.

(Eine Erweiterung auf mehr als das Tripel (j — 1,7,j + 1) ist leicht moglich. Dies soll

aber hier nicht weiter verfolgt werden.)

Geklart werden muss nun, in welchem Zusammenhang die numerische Flussfunktion F
zur Flussfunktion f haben soll. Hierzu betrachten wir die folgende schwache Formulie-

rung der Erhaltungsgleichung

Tjr1/2 Tjt1/2
/ U(tpyr, x)de = / u(ty, r)dx

Tj_1/2 Tj—1/2

— {/t nt f(ult, zjq1/2)dt — /t it f(u(t,mj_m)dt} _

Bezeichnet u; den Mittelwert im Intervall [x;_1 /2, 2;41/2], so folgt

I N e A
upt = {/t fult, zj1p2)dt —/t f(u(t,le/z)dt} -

Vergleichen wir dies mit dem numerischen Verfahren, so folgern wir, dass F(U}',UT, )

eine Approximation von

1 tn+1
7 / f(u(t, xj+1/2)dt
tn

sein sollte. Approximieren wir z.B. f(u(t,2j11/2)) durch f(u(t,,z;)), so fithrt dies im

Fall der Burgers-Gleichung auf

1 1
Uy = 5(U)?]

k
n+1l __ n
Uj+—U‘_E{ i 5 \Yj-

J 5(
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Dies ist eine Upwind-Variante in Erhaltungsform fiir die Burgers-Gleichung mit F'(v, w) =
v?/2.

Allgemein sind mogliche Verfahren in Erhaltungsform gegeben durch die einseitigen

Varianten
F(v,w) = f(v) oder F(v,w)= f(w).

Welche dieser Varianten gewéhlt werden soll hidngt aus Stabilitétsgriinden vom Vorzei-

chen von f’(u) ab (vgl. vorigen Abschnitt).
Fiir weitere Verfahren konnen ebenfalls Varianten in Erhaltungsform gefunden werden.

(3.1.4) Beispiel: Die Verallgemeinerung des Lax-Friedrichs-Verfahrens auf nichtlineare

Gleichungen lautet

k
Ut = S+ Uf) = 55 (FUR) = FU7)).

2
Durch Definition der numerischen Flussfunktion
h 1
F(U;,Uj) = ﬁ(Ua‘ = Upna) + 5(f(U)) + f(Uj1))-

kann das Verfahren in Erhaltungsform geschrieben werden.

Wir benoétigen einen verallgemeinerten Konsistenzbegriff, welcher sich aber sehr einfach

formulieren lasst.

(3.1.5) Definition: Das Verfahren in Erhaltungsform heifit konsistent, falls gilt

(i) fur alle w € R ist

(ii) F ist Lipschitz-stetig in folgendem Sinn: Fiir alle w € IR gibt es ein K > 0 so,

dass
|F(v,w) — f(@)] < K max(|v —al, [w — 1)

fir alle v, w, fur die |v — @] und |w — | hinreichend klein sind.
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(3.1.6) Beispiel: Das einseitige Verfahren F'(v, w) = f(v) ist konsistent, falls f Lipschitz-
stetig ist.

(3.1.7) Ubung: Uberpriifen Sie das Lax-Friedrichs-Verfahren

1 k
Ut = SU + U) = o (FU) = FUF)

auf Konsistenz.

Wir wollen nun untersuchen, ob numerische Losungen im Limes &, h — 0 wirklich schwa-

che Losungen der Erhaltungsgleichung sind. Wir benétigen hierzu einige Vorbereitungen.
Wir nennen endliche Folgen (&, ...,&y) der Form

—00=§ <& << Ey =00
Zerlegungen von IR. Die Menge aller Zerlegungen bezeichnen wir mit Z.

(3.1.8) Definition: (a) Die totale Variation einer Funktion v : R — IR ist definiert
durch

TV(v) = sup Z|v &) —v(&-1)]

(b) Gegeben seien zu ¢ = 1,2,... die Gitterparameter k, und hy; es gelte kg, hy — 0 fiir
¢ — o0. Uy sei eine numerische Approximation von u(t, z) auf dem (ky, hy)-Gitter. Wir

interpretieren U, als stiickweise konstante Funktion:
Ue(t,z) = Uy, fir (t,z) € [nk,(n+1)k) < [(j — 1/2)h,(j +1/2)h).

Wir sagen: U, konvergiert gegen u fiir { — oo, wenn U, in folgendem Sinn beschrénkte

totale Variation hat:
V(T'>0)3(R>0): TV(Ul(,t) <R firalle te]l0,T],

und wenn fiir beliebige beschrinkte Mengen Q = [0, 7] x [a, b] gilt

//]Ugtx u(t,z)| dedt — 0 fiir ¢ — oo.
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Wir schreiben hierfiir kurz

WUe—ull1o — 0 fir ¢— oo.

(3.1.9) Bemerkung: Ist v : R — IR differenzierbar, so ist — wie man sich leicht

iiberlegt — die totale Variation gegeben durch

TV (v) = /00 |V (x)|dx.

[e.o]

Das folgende Ergebnis wollen wir ohne Beweis angeben.?

(3.1.10) Satz (Lax-Wendroff): Gegeben seien Gitterparameter kg, hy — 0 fir £ —
oo. Uy sei die numerische Approximation einer Erhaltungsgleichung auf dem (ky, hy)-
Gitter, berechnet durch ein konsistentes und konservatives Verfahren. Konvergiert U,

gegen u, so ist u eine schwache Losung der Erhaltungsgleichung.

Als Néchstes miissen wir fordern, dass die numerische Losung die physikalisch sinnvolle

Losung approximiert, also eine Entropiebedingung erfiillt.

(3.1.11) Beispiel: Das Riemann-Problem fiir die Burgers-Gleichung

1 —1 fi <0
o + 0, <—u2) =0, wuo(x)= o
2 1 fir >0

Hat als korrekte Losung eine Verdiinnungswelle. Eine weitere schwache Losung ist

u(t, z) = uo(z).
(Beweis?) Wenden wir auf das Problem das Upwind-Verfahren an:

Flow) { flo) falls (f(0) = f(w))/(0—w) =0
> f(w) falls (f(U) — f(w))/(v — w) <0

{—1 fir j <0

UY =
1 fir 7>0

J

2Vgl. Theorem 12.1 in R. J. LeVeque: Numerical Methods for Conservation Laws.



3 KONSERVATIVE VERFAHREN 38

so erhalten wir als Ergebnis

n+l _ 7710 . .
UjJr =U} firalle n,j.

Die Entropiebedingung fiir schwache Losungen lautet
Om(u(t,z)) + 0, (u(t,x)) < 0.

Um zu zeigen, dass numerische Losungen im Limes ¢ — oo diese Bedingung erfiillen,
geniigt es zu zeigen, dass gilt

W) < n(U) — 3 (W ) — (5~ 1), (3.1)

wobei ¥ in geeigneter Weise kompatibel zu 1 gewéhlt sein muss.

(3.1.12) Ubung: Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten fiir das Upwind-Verfahren

und das Riemann-Problem aus Beispiel (3.1.11), wenn als Anfangswerte (U} die Zell-

1 Tjtr1/2
) = E/ uo(z)dz

Tj-1/2

mittelwerte

gewahlt werden.

Wir fassen die Anforderungen an ein numerisches Verfahren zusammen, welche sich aus

diesen Uberlegungen ergeben.

(3.1.13) Zusammenfassung: Anforderungen an das Verfahren:

(i) Das Verfahren muss konsistent sein

(ii) Die numerischen Losungen miissen beschrinkte Variation haben

(i)  Die numerischen Losungen miissen konvergieren (dies erfordert z.B. eine ge-
eignete Stabilitdtsbedingung)

(ii)) Eine geeignete Entropiebedingung muss erfiillt sein.

3.2 Die Methode von Godunov

Bei den bisherigen Zugéngen zur numerischen Losung von Erhaltungsgleichungen spiel-
ten Konsistenzbedingungen eine wichtige Rolle, welche sich aus dem Taylorreihenan-

satz rechtfertigen lielen. Nun soll ein weiterer Ansatz verfolgt werden, der sich stérker
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an dem Merkmal “konstant entlang Charakteristiken” orientiert. Wir stellen zunéchst
das Verfahren von Courant-Isaacson-Ries als ein Beispiel vor, welches Charakteristiken
durch einen Punkt zuriick verfolgt; einen alternativen Ansatz, der auf die Losung von
Riemann-Problemen zu stiickweise stetigen Anfangswerten fiihrt, stellt anschlieend die

Methode von Godunov vor. In beiden Fillen spielt die Upwind-Idee eine grofie Rolle.

(3.2.1) Beispiel (Courant-Isaacson-Rees): Um den numerischen Wert U als
Néherung von u(t,41, ;) zu bestimmen, wird die Charakteristik auf den Zeitpunkt ¢,
zuriick verfolgt. Die Charakteristik wird als stiickweise linear angenommen. In der Re-
gel wird sie zur Zeit t,, nicht in einem Gitterpunkt “landen”. Den entsprechenden Wert
miissen wir durch Interpolation gewinnen. Ist die Zeitschrittweite hinreichend klein, so
erhalten wir diesen Wert aus dem Paar (U}, U}') oder aus (U}, U}, ). Beispielsweise

gehort zur skalaren Erhaltungsgleichung
Ou~+ 0 (f(u) =0
die stiickweise lineare Charakteristik — ausgehend vom Punkt (¢,41, z;)

t =z = (b — ) f'(U}) fiir T € [tn,tnin)

Nehmen wir an, dass f'(U}') > 0, so treffen wir zur Zeit ¢,, auf den Punkt x; — kf'(U}").
Fiir £ hinreichend klein, so liegt dieser Punkt in [z;_;,z;]. Lineare Interpolation der

Paare (z;_1,U" ;) und (z;, U}') in diesem Punkt fiihrt auf das Verfahren

Ut = (= PR+ UDRUL

SRS

n k / n n n
= Uj _Ef (Uj)[Uj _Ujfl]'

Fiir glatte Losungen liefert dieses Verfahren gute Ergebnisse, nicht aber fiir Schocks, da

das Verfahren nicht in Erhaltungsform formuliert werden kann.

Das Godunov-Verfahren gehort in die Reihe der Riemann-Léser, da es auf der stiick-
weisen Losung von Riemann-Problemen beruht. Es ist motiviert durch folgenden Itera-

tionsschritt:
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(i)  Approximiere die Losung u(t,, j) durch die stiickweise konstante Funktion

1 Tjr1/2
ﬂ;L = ﬂ(tn,x) = E/ u(tn,ﬁ)dﬁ fir x € [I'j_l/g,xj+1/2).

Tj—1/2

(ii) Lose im Zeitintervall [t,,, t,,1] die Riemann-Probleme

u_ fir <y
atu(j) + 8:c(f<u(j)) = O, U(j)(tn,QT) = { J—1 J

U fir T > Tj-1/2 ‘

Hierzu muss der Zeitschritt so klein gewéhlt werden, dass sich die einzelnen Schocklo-

sungen und die Verdiinnungswellen nicht iiberschneiden.

Das Umsetzen dieser Idee fiithrt auf das folgende numerische Verfahren. Gegeben sei
die numerische Losung U™ zur Zeit t, auf Z. Wir interpretieren diese als stiickweise
konstante Funktion auf R: U™(z) := U7 fiir x € (12, Tj41/2). Anschlieend 16sen wir

exakt die Erhaltungsgleichung in [t,, ¢, 1]

Ou"(t, x) + 0. (f(u"(t, x)) = 0
zum Anfangswert u(t,,x) = U". AnschlieBend wandeln wir die Losung zur Zeit ¢,41
durch Mittelwertbildung wieder in eine stiickweise konstante Funktion um:

n+1 1 RANE ~n
Uit = E/ " (tpy1, x)d.
Tj-1/2

Die Losung u" besteht stiickweise aus einer Schockwelle oder einer Verdiinnungswelle
wie in den Abschnitten 1.2.2 A und B beschrieben. Zur Berechnung von U ;“Ll bemerken

wir zunéchst, dass 4™ Losung in der folgenden schwachen Formulierung ist.

Tjy1/2 Tj+1/2 tnt1
[t = [T e [

Tj_1/2 Tj_1/2 tn

tn+1
— / f(ﬂ"(t,xj+1/2)dt.
tn

Die beiden ersten Integrale ergeben bei Division durch h gerade U }Hl und U7, Auferdem
ergibt ein Vergleich mit Abschnitt 1.2.2, dass 4" konstant entlang der Linie (¢, 2;41/2)

ist, wobei diese Konstante lediglich von U} und U}, abhéngt:

ﬁ,n(t,l'jJrl/Q) = U*(an, U;l+1).
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Damit ldsst sich das Godunov-Verfahren in Erhaltungsform umformulieren:

k
n+1 n
Uj+ :Uj——

. [F(U” Ul) — F(U,, U]

J J

mit der numerischen Flussfunktion

n n 1 tn+1 ~Nn n n
POR UL =3 [ 1@ it = F (U7 U,
tn

Alle diese Uberlegungen sind richtig, wenn der Zeitschritt so klein ist, dass sich be-
nachbarte Schock- oder Verdiinnungswellen nicht iiberschneiden. Da die Ausbreitungs-
geschwindigkeiten gegeben sind durch die Eigenwerte A, (U') von f'(UT), fithrt dies auf
die Bedingung

fiir alle UF und alle p € {1,...,m}. Die grofite dieser Zahlen heifit Courantzahl.

(3.2.2) Beispiele: (a) Bei der linearen Advektionsgleichung ist

Up falls a>0
Uy, falls a<0

WU UL = {

Je nach Vorzeichen von a lésst sich das auch in der etwas umsténdlicheren Form U7, ; —
(Ufy, = UF) (fir @ > 0) bzw. U? + (U}, — UZ) (fiir @ < 0) schreiben.
(b) Lineare Systeme: Es seien r,, p = 1,...,m, die Eigenvektoren von A zu den Eigen-

werten A,.

n
]H—U E Ty

sei die Entwicklung von U, — U; beziiglich dieser Eigenvektoren. In diesem Fall ist

u (U}, Ury) = Ul + Z apry, = Ul — Z QpTp.

Ap<0 Ap>0

Benutzen wir wie frither die Schreibweise A* = TA*T !, so folgt

FUUL) = Au (U, Ufy) (3.2)
= AU} + Z apApry = AU | — Z QapApTyp
Ap<0 Ap>0

= AUP + A~(UF,, — UM = AUT

J Jj+1

— AU, - UD).
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Wihlen wir die folgenden Darstellungen fiir F(U}, U}, ) und F(U? ,, U}):

J
F(UUY,) = AUS+ AT (U, = UF),
F(UP, UY) = AU — A*(U? — UT ),

so folgt als Godunov-Methode fiir lineare Systeme
k

Uit = Uf = [P U = FUL, U]
n k — n n n n
= U} - h [A (Uj+1 —Uj ) +A+(Uj o Uj—l)} :

Dies ist die Upwind-Methode, wie wir sie in Abschnitt 2.2 kennen gelernt haben.
Eine weitere Moglichkeit der Darstellung dieser Methode erhalten wir, wenn wir die

beiden Formeln in (3.2) mitteln:
FUNUL,) = §A(Uj +Ul) + §<A - A+)<Uj+1 - U})
1 1
= §A(an + U;l-s-l) - §|A|(U]ﬂ+1 - U]n)v
wobei
Al = AT — A= =TIA|T™" mit |A] = diag(|M], ..., [Am])-
Damit erhalten wir als Darstellung der Godunov-Methode
urtt =ur - ﬁA(Uj+1 - Uy + ﬁ|A|(Uj+1 —2UP + U y).
Die ersten beiden Terme der rechten Seite bilden ein instabiles numerisches Verfahren
(explizites Euler-Verfahren, vgl. Beispiel (2.1.1)(a) und Ubung (2.3.3)(b) ). Dagegen

wirkt der dissipative dritte Term, welcher einer zweiten Ableitung entspricht, stabilisie-

rend.

Im Folgenden wollen wir iiberpriifen, wie Entropiebedingungen in konservativen nume-

rischen Verfahren verankert werden konnen.

Wir kehren zuriick zur schwachen Losung 4" (¢, z) der nichtlinearen Erhaltungsgleichung.
Erfiillt u die Entropie-Ungleichung fiir eine Entropiefunktion n und einen Entropiefluss
1, so folgt durch Integration tiber [t,, tni1] X [2j_1/2, Tj41/2]

1 [%+2 1 [Fi+2

a [ @< g [T n@ o)
Tj_1/2 Tj—1/2

1 bt

- { @ (@1 1)) (T (@510, )t |
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Erfiillt @ die Anfangsbedingung a"(t,,) = U™, so folgt

1 EARE ~n n

a [ @ < o) (3.3

Tj—1/2
k * n n * n n
7 [w(u (Uj ) Uj+1)) —Y(u (Uj—h Uj ))] .
Eine konsistente Wahl fiir den Entropiefluss ist damit
qj(ana U]Z-l) - ¢(U*<U]n> Uf—;—l)'

In diesem Fall stimmt die rechte Seite von (3.3) {iberein mit der rechten Seite der nume-
rischen Entropieungleichung (3.1). Die vollstédndige Ungleichung erhalten wir aus (3.3)

mit der Jensenschen Ungleichung, welche wegen der Konvexitédt von n besagt, dass

ntl 1 Tj+1/2 o 1 Tj+1/2 n
U(Uj )= E/ " (tny1, x)de | < 5/ (" (tpe1, x))dx.]

Tj-1/2 Tj—1/2
Die diskrete Variante der Entropieungleichung lautet daher

n(UH) < n(U7) - %[‘I’(Uf> Ufy) = W(Uy, U] (3.4)

(3.2.3) Bemerkung: Godunov’s Methode angewandt auf eine skalare nichtlineare Glei-
chung fiihrt auf ein verallgemeinerte Upwind-Verfahren. Zu jedem Riemann-Problem
gehort genau eine Schocklosung, bei der sich die Unstetigkeit mit der Geschwindigkeit
s = (f(ur) = f(w))/(u, — w;) fortbewegt. (Diese Losung muss aber nicht die Entro-
piebedingung erfiillen!) Benutzen wir diese Losung im Godunov-Verfahren, so erhalten
wir

“ ) w fir s>0
w* (ug, u,) =
: u, fur s<0

und

fly) fir s>0

F(ul,ur) = f(u*(ul,ur)) = { f(ur) fir s< 0

(Im Fall s = 0 ist f(w) = f(u,).) Dies ist aber nicht die physikalisch korrekte Losung.

Um die Entropielésung zu erhalten, miissen wir die folgende Fallunterscheidung treffen
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(Beweis: Ubung!)

(a)  f'(w), f'(ur)
(b)  f(w), f'(uy)

(c) fl(w)>02>f(u,) : u*:{

(@) flu)<0<flu) @ o =u,

0 : u" =1y
0

IN IV

w fir s>0

u, fur s<0

Der Fall (d) heifit auch transsonische Verdiinnung. Hierbei ist der sonische Punkt

definiert als Zwischenwert mit der Eigenschaft

f'(us) = 0.

3.3 Naherungsweise Riemann-Loser

A — Vorbemerkungen

Die numerische Flussfunktion beim Godunov-Loser ist gegeben durch
F(UPULL) = fu (U} Uf)

mit u*(ug, u,) € {up, u,, w(0)}. Hierbei ist w(z/t) die Losung des Riemann-Problems

zum Anfangswert

u, fur <0
up(z) =

u, fir x>0

im Zwischenbereich = € [f'(ue)t, f'(u,)t] und w(.) ist die Losung von f'(w(§)) = & (vgl.
Satz (1.2.7)). Die genaue Berechnung von u* kann (z.B. bei Systemen) sehr kompliziert

sein. Folgende Vereinfachungen sind denkbar.

Modifikation 1: Ersetze u*(ug, u,) durch einen Néherungswert ¢*(uy, u,) (beispielsweise

mit Hilfe einer Nédherungsfunktion w(x/t) von w(x/t)). Das so modifizierte Verfahren

k
Uptt = U — 5 @ (U7 U) = @ (U7, U7)]

ist wieder in konservativer Form und konsistent, wenn nur gilt

o (u, ) = .
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Modifikation 2: Ersetze die Losung u"(t, z) des Riemann-Problems
ou" 4+ 0, f(u") =0

", ) up fir <0
u"(t,,x) =
u, fur >0

durch eine Naherungslosung " (¢, x) = w(z/t) und leite U ;‘H durch Mittelung her:
1 (2
Ut =1 / W (b, 2)de
—h/2

u"(t, z) kann beispielsweise die Losung einer einfacheren Erhaltungsgleichung
A" + 8, f(a") = 0

sein (vgl. Roe-Loser im néichsten Abschnitt). Dies fiihrt allerdings nicht notwendig auf

ein Verfahren in Erhaltungsform.
B — Eine allgemeine Theorie

Wir betrachten die Modifikation 2 genauer. Fiir die exakte Losung des Riemann-Problems
Ou+ O0pf(u) =0

(0. 2) up fir <0
w(0, ) =
u, fur x>0

gilt fiir £ > 0 und fiir hinreichend grofie M

/tM u(t,z)dx = /tM u(0, z)dx — /Ot f(u(s, tM))ds + /Otf(u(s, —tM))ds

—tM —tM
(vgl. Abschnitt 3.1). Es ist

tM
/ w(0, z)dz = t M (up + u,)

—tM

und mit u(t,z) = w(x/t) und £ = =/t gilt

/tM u(t,z)dr = /tM w(z/t)de =t - /M w(&)dE

—tM —tM -M

Auflerdem ist

/Of(u(s,tM)ds — ot fu)
/Of(u(s,—tM)ds = t- f(uy)



3 KONSERVATIVE VERFAHREN 46

Zusammengefasst folgt
M
[ i€t = MG+ w) + ) - sa)
-M
Hieraus leiten wir als Forderung an die Naherungslosung aus Modifikation 2 ab: @ muss
so gewahlt sein, dass
M
[ e = MG+ w) + w0 - sar)
-M
Herleitung einer numerischen Flussfunktion: Wir versuchen nun, diesen Ansatz in kon-
servative Form umzuformulieren. Zunéchst bemerken wir, dass sich das Integral
1 1 Tjt+1/2 o
Uit = ﬁ/ W (tpy1, x)dx
Tj—1/2
aus Anteilen zweier verschiedener Riemann-Probleme zusammensetzt. Entsprechend zer-

legen wir das Integral fiVIM w(&)d€ in zwei Anteile und suchen eine Flussfunktion F(.,.)

mit dem Ansatz
M
/ w(&)de = Mu, — f(u,) + F(ug, u,)
0

Dies ist nach unserer obigen Forderung dquivalent zu
0
[ (e = Muc+ f(u) - Flunsu)
-M

Damit gilt fiir die Flussfunktion

M
Flupu) = f(ur)— Mu, + / @(€)de

= flug) + Mug — / (€)de

-M

Zur Konstruktion von w: Ist u(t,z) = w(z/t) die Losung einer (einfacheren) Gleichung
Ayt + 0, f(0) =0

so erfiillt w die Gleichung
M ~ A
[ e = MG+ ) + ) - Fu)
-M
Bei der Formulierung des einfacheren Problems miissen wir also beachten, dass gilt

~

fue) = flur) = flue) = f(uy)
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(3.3.1) Ubung: Zeigen Sie: Fiir die numerische Flussfunktion gilt in diesem Fall

Flugu) = f@(0) + f(ur) = f(ur)

Ist beispielsweise f(u) = A(u — 1) + f() die Linearisierung von f um eine konstante

Funktion w, so lautet obige Bedingung

A(uﬁ —u,) = f(ue — f(u))

3.4 Der Roe-Loser

Die Idee von Roe bestand nun darin, die nichtlineare Erhaltungsgleichung
Oyu~+ O f(u) =0

lokal durch lineare Systeme
Oyt + Ad, i = 0

zu ersetzen mit Matrizen A = A(u, u,). Man iiberlegt sich nun schnell, dass die Matrizen

die folgenden Eigenschaften haben sollten.

(3.4.1) Anforderungen an A (nach Roe) :

(i) Alw,u) - (up —w) = flur) = flw)
(i)  A(uy,u,) ist diagonalisierbar mit reellen Eigenwerten

(iii)  A(ug, uy) — f'(@) fiir w, u, — a.

Wir wollen dies kurz begriinden und kommentieren.
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zu (i):  Diese Bedingung garantiert zum Einen, dass das Verfahren in Erhaltungs-
form geschrieben werden kann (s. vorigen Abschnitt); zum Anderen gilt: Die
Schocklosung der exakten Gleichung zu den Zustédnden w; und w, erfiillt mit
der Schockgeschwindigkeit s € IR die Beziehung f(u,)— f(u;) = s- (u, — ;).
Ist (i) erfiillt, so folgt, dass u, — u; ein Eigenvektor von A zum Eigenwert s
ist. Damit fithrt auch das modifizierte Modell zur selben Schocklosung wie
das vorgegebene Erhaltungssystem.

zu (ii):  Diese Bedingung ist nach Definition bei hyperbolischen Systemen gegeben.

zu (iii): Bei glatten Losungen ist ||U; — U;_1|| = O(h). Damit entspricht unter der
Bedingung (iii) das System in etwa dem linearisierten System
Owu~+ f'(u)0,u = 0.

(3.4.2) Bemerkungen: (a) Fiir ein nichtlineares skalares Problem fiihrt die Bedingung
(i) auf die lineare Advektionsgleichung 0;u 4 ad,u = 0 mit

L f) = flw)
Uy — Uy

Die Schockgeschwindigkeit a ist auch die richtige Geschwindigkeit fiir das urspriingliche
System. Das Verfahren liefert gerade wieder die frither beschriebene Godunov-Methode.
(b) Ein erster Versuch, ein lineares Ersatzmodell fiir Systeme zu finden, fiithrt auf die
Wahl

A(ul,ur) = f'(um)
mit einem geeigneten Zwischenvektor w,,. Z. B. bietet sich der Mittelwert w,, := 0.5 -
(u; + u,) an. Die Bedingungen (ii) und (iii) sind erfiillt, aber i.A. nicht die Bedingung
(i). Die Bestimmung eines geeigneten u,, ist theoretisch moglich, praktisch aber zu

kompliziert und nicht durchfithrbar. Dennoch kann dieser Weg fiir spezielle Probleme

begangen werden (vgl. das folgende Beispiel).

Lineare Systeme in Erhaltungsform haben wir bereits untersucht. Nach Ubung (3.3.1)
1st

Flugu) = f(@(0) + f(ur) = f(ur) = Ad(0) + f(u,) = Au,
Seien 7, die Eigenvektoren von A, A, die Eigenwerte und 5\; = max{),,0} und 5\; =
min{)\,, 0}. Tst

Up — Ug = E apTp
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so ist
0) =ue+ g apry = Uy + E Qapryp
ap<0 ap>0
und

A(0) = Auy+ Z aphyry = Auy + A(ug — u,) Z QpApTy

ap<0 ap<0

= flur + Z QapApTyp

ap>0

Hieraus folgt fiir die numerische Flussfunktion

Flu,u) = flu,)—A Z a,ry = fu,) — Z j\gozprp

Ap>0 p=l1
= flu)+A Z a,ry, = f(u,) + Z S\;Ozprp
Ap<0 p=1

1

- 5(f(ul) + flu,)) — % z; |5\p|04p7“p

1 1, 4
= () + f) = 514l = w)

Dies dhnelt dem Godunov-Fluss fiir lineare Systeme.

Roe hat eine Variante seines Verfahrens fiir die Fuler-Gleichungen entwickelt und be-

schrieben. Wir wollen hier kurz auf eine abgespeckte Variante eingehen.

(3.4.3) Beispiel (Isothermischer Fluss): Die Zustandsvariablen sind die Dichte p und
der Impuls m = pv. Das Erhaltungssystem dyu + 0,(f(u)) = 0 wird damit beschrieben

durch
[ o m
(m), i) (m/)

mit der Jacobi-Matrix

. 0 AN Y
fw <a2—m2/p2 2m/,0> <a2—02 21})

Cesucht ist eine geeignete Matrix A, welche den Anforderungen (2.6.1) geniigt. Wir

fithren zunsichst neue Variablen z = 5'/2u ein, d.h.

a) ! /2 _ ! /2
% m/ p* /2 P2y
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2
21 R1%2
u=zz= . flu) = N
21722 a“zy + 23

Diese Darstellung ist deshalb besonders gut geeignet zur Konstruktion von fl, da sich

Damit ist

sowohl (u; —w,.) als auch (f(u;) — f(u,)) gut ausdriicken lassen als Produkt einer Matrix

mit dem Vektor (z; — z,.). Definieren wir den Zwischenvektor

12 | 1/2
=z ! “1 1 P Pr
zZ:==(zn+2)= ==
2 ( 2 ) 2 ( mifp)* e,

so findet man leicht

p—pr = ()i = (2)1 =221 [(2)1 = (2)1]
mi—my = (2)1(21)2 — (2r)1(2r)2
— % [((z1)1 + (20)1) + ()1 — (20)1)] (21)2
+% ()1 = (2)1) = ((20)1 + (20)1)] (20)2
= Zi1((21)2 — (2)2) + Z2((21)1 — (27)1)

— oder in Matrix-Vektor-Schreibweise

] = (1 — ) = (2__ ! )(zz—mzé[z}
2_‘A 1
] = fw) — flu) = (m 2§2><zl—zr>=cm
~

Es folgt

A A

[f]=Cle] = CB'[ul.

Damit ist die Anforderung (2.6.1)(i) erfiillt, wenn wir wihlen

. . 0 1 0 1
A(uy,u,) = CB™ = = :
a’ —7Z/72 27,7 a’?—v* 20

wobei als mittlere Geschwindigkeit v definiert wurde

T = 2 _ pll/QUl + ;071“/2UT
= 1/2 1/2
“1 pl/ Pr/

N
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Ein Vergleich ergibt, dass A(u;, u,) gleich der Jacobi-Matrix f'(u) ist, ausgewertet im
Punkt (p, pv)T. Konvergieren p;, p, — p und my,m, — m, so folgt ¥ — m/p, und
A(uy, u,) konvergiert gegen f'(p, 7). Daher ist auch die Anforderung (2.6.1)(iii) erfiillt.
A hat die Eigenwerte A1/, = 7 F a mit den Eigenvektoren ry = (1,7 — a)l und ry =
(1,7 + a)T. Insbesondere ist das System fiir @ > 0 hyperbolisch. Die niiherungsweise

Losung des urspriinglichen Riemann-Problems mit Daten u;, u, ist

w,  fiir r/t<v—a
uw(t,x) =< 4, fir v—a<z/t<v+a
w, fir z/t>T+a

wobei der Zwischenvektor 4, aus der Zerlegung
Up — U = Q17T + QT2
berechnet wird durch

W, = U + 177

(3.4.4) Ubung: Finden Sie eine Roe-Matrix fiir die Flachwassergleichungen.



