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1 Kondition linearer Gleichungssysteme

Ein wichtiger Aspekt bei der numerischen Losung eines Problems ist die Kondition des
Problems, welche Auskunft dariiber gibt, welchen Einfluss Rundungsfehler auf das Er-
gebnis haben. Dies wollen wir zunéchst fiir lineare Gleichungssysteme untersuchen. Zur
Losung des Gleichungssystems Az = B miissen die Koeffizienten a;; und b; als Eingabe-
parameter vorgegeben sein. Diese Parameter sind in haufig nicht genau darstellbar — sei
es, dass sie nur ungenau bekannt sind, oder dass sie als reelle Zahlen einem Rundungs-

fehler unterliegen. Den Einfluss dieser Fehler auf die Losung wollen wir untersuchen.

(1.1) Beispiel: Die exakte Losung des Gleichungssystems Az = b mit

e 2.09 11.32 ) 2.96
8.84 47.83 | 12.47

ist x = (—4,1)T. Wir definieren die gerundeten Matrizen

~ 2.1 11.3 - 3.0
A — s b =
8.8 47.8 12.5

Die Losung von Az = bist z = (—19.116, 3.794)T, die von Az = bist = (0.614,0.148)"
und die von Az = b gleich z = (2.287,—0.16)". Ahnliche Abhiingigkeiten von Rundungs-
fehlern treten z.B. bei der Matrix

- 2.1 11.3
A—
—8.8 47.8
nicht auf. Versuchen Sie eine geometrische Begriindung!

1.1 Matrix- und Vektornormen

(1.1) Definition: (a) Eine Vektornorm auf R" ist eine Abbildung ||.|| : R" — Ry,

welche die Vektor-Normeigenschaften erfiillt:

i) |lz|lv >0, falls = # 0,
(i)  |JAz| = [M||z]| fur alle A € R, z € R",
(iii) |z +yl < |lz|| + ||y fur alle z,y € R™ (Dreiecksungleichung).

(b) Eine Matrixnorm auf IR" x IR" ist eine Abbildung ||.|[5; : R"*" — IR, welche die

Matrix-Normeigenschaften erfiillt:
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1) || Allm >0, falls A #0,

(i) [AA|lar = [A|[|A] s fiir alle A € R, A € R™™,

(iii) |JA+ B| < ||A|l + || B]| fir alle A, B € IR"*" (Dreiecksungleichung).
(iv) [[A-Bllam < ||Al|la - || B ar fiir alle A, B € R™™™.

(¢) Ein Normpaar (||.|[ars ||-|lv) heiBt kompatibel, wenn fiir beliebige x € R" und
A e R gilt: [|Azfly < [|Aflallz]lv.

(1.2) Beispiele: (a) Haufig verwendete Vektornormen sind

|z]|lco = max |z  (Maximumnorm),
w12
|x|l2 = <Z$?> (Euklidische Norm),
i=1
lzlli == >_|zi| (L:-Norm).
i=1

(b) Haufig verwendete Matrixnormen sind

n
|Allz = Zmlai(zjz::l\alﬁ (Zeilensummennorm),
n
|Alls = miiXZ|a¢j| (Spaltensummennorm),
J= o
. 1/2
[Allr = (Z a%) (Frobenius-Norm).
ig=1

(¢) Kompatible Normpaare sind z.B. (|[.||z, [l-lso)s (Il.lls: [I-111) wnd (|-l 7, II.]l2)-

Zu einer vorgegebenen Vektornorm ||.||y kann stets eine kompatible Matrixnorm ||. |5,

konstruiert werden, wie das folgende Lemma zeigt.
(1.3) Lemma: Sei ||.||y eine Vektornorm. Dann ist durch

H‘leV
A = Imax = max A.T .

eine Matrixnorm definiert (die durch ||.||y induzierte Norm. Das Matrixpaar (||| ar, ||-||v)

ist kompatibel.

Beweis: Normeigenschaften: (i) Ist A # 0, so gibt es ein x € R\ {0} mit Az # 0.
Hieraus folgt || Al[ar > 0.
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(ii) und (iii) folgen aus den entsprechenden Eigenschaften fiir Vektornormen.
(iv) Ist B =0, so ist auch AB = 0 und die Behauptung ist erfiillt. Andernfalls ist
AB AB AB B
Bl = A _ o 1Bl _ (14Dl
A0 el wBeo lzfly o wBeZo \ || Belly lzflv

o IABally Ay
5 Bl B [l

< [|Allar - [|1Bln
Kompatibilitét: folgt unmittelbar aus der Definition von ||.| - O

Ist A € R™", so heif3t
p(A) := max{|A| : A ist Eigenwert von A}

der Spektralradius von A. Dieser kann zur Berechnung einer Bestimmten Matrixnorm

herangezogen werden. Aus der linearen Algebra ist bekannt:

(1.4) Lemma: Sei ||.||2 die durch die Vektornorm ||.||2 induzierte Matrixnorm. Dann

ist fiir beliebige A € R™"
[All2 = /(AT A)
Fiir symmetrische Matrizen A gilt

|A]l2 = p(A)

(1.5) Bemerkung: Ohne dies immer zu betonen, benutzen wir im Folgenden immer
nur kompatible Normpaare, d.h. wir wenden die Ungleichung [|Az||v < ||Al|a]lz||v an,
ohne dies immer neu zu rechtfertigen. Des weiteren verzichten wir héufig auf die Indizes
“V” und “M”. Aus dem Zusammenhang geht in der Regel schnell hervor, ob eine Norm

eine Vektor- oder eine Matrixnorm ist.

1.2 Fehlerabschitzungen und Kondition

Im Folgenden seien 2 Losung von Az = b und 7 Losung des gestorten Systems Az = b
mit b = b+ Ab. |||y und ||. || seien kompatible Normen. Gesucht ist eine Abschitzung
des Fehlers
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Offenbar erfiillt Ax die Gleichung
A-Ax = Ab.
Aus den beiden Abschétzungen
bl = [ Az[ly < [[Allar - [lzlly und  [JAz]ly = [[A7Ablly < [[A™ |ar - [|Ablv

folgt als Beziehung zwischen dem relativen Fehler der Losung und dem der rechten Seite

die Abschétzung

|Az]lv

lzllv —

Ab]y
ol

r(A)

wobei k(A) die Konditionszahl von A ist, definiert durch

R(A) = |A o - [[Allar-

Ahnliche Uberlegungen kénnen durchgefiihrt werden, wenn zusétzlich zur rechten Seite
auch die Matrix A gestort ist. Es seien z die exakte Losung von Az = b und 7 die

Losung von (A+ AA)z = b+ Ab, sowie Az = T — z. Dann ist
AAx =Ab—AA-z —AA- Az
und damit
1Az]| < AT - (JABI + [AA]l [zl + |AA[ Az])
also
(L= 1A - IAAL) - Azl < JAT - (1 Abl] + [|AA] - [l2]).

Ist die Stérung A A so klein, dass [|[A7Y| - |AA| < 1, so folgt

1A~
[A=H[[[AA]

Fiir den relativen Fehler ||Az||/| x| gilt daher wegen ||z|| > ||b]|/||A]|| die Abschétzung

1Azl IA]IA] (HN)H HAAH)
[l = = ATHI[AAL (ol (Al

Mit 1> [[ATH[[|AA[ = s(A)|AA[l/]| Al folgt

- (A0l + |AA[[[l) -

2] <
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Azl k(A (IIAAH N IIAbII)

— AA
ol = 1= @B\ Ja]

Aus diesen Uberlegungen lisst sich die folgende “Daumenregel” herleiten: Bei einem
Rechner mit d-stelliger Genauigkeit (d.h. [|AA||/||A]| & 5-107% und ||Abl|/||b]] = 5-107%)
kann man bei einer Matrix mit Konditionszahl x(A) ~ 10* eine Losung erwarten, welche

auf d — a — 1 Dezimalstellen genau ist (bezogen auf den grofiten Wert!).

(1.6) Beispiel: Die beiden Inversen zu Beispiel (1.0.1) sind

e —459.462 108.742 JE 0.239 —0.057
84.918 —20.077 ’ 0.044 0.01

Damit erhalten wir die Konditionszahlen bzgl. der Norm |||z

kz(A) = 56.67-568.204 ~ 32200,

kz(A) = 56.67-0.296 ~ 16.8.

Das zweite Gleichungssystem ist also weniger empfindlich gegeniiber Storungen als das

erste.

2 Direkte Losungsverfahren

2.1 Gestaffelte Systeme

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie lineare Gleichungssysteme numerisch — insheson-

dere auch durch Computerprogrammierung — gelost werden kénnen.

Besonders einfach ist das Gleichungssystem Az = b zu l6sen, wenn A eine Dreiecksge-

stalt hat. (Solche Systeme heiflen gestaffelte Systeme.)

(2.1) Definition: Eine Matrix A ist eine rechte (obere) Dreiecksmatrix, falls A
die Form hat

app - Q1n
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wenn also gilt a;; = 0 fiir ¢ > j. Ist dagegen A von der Form

a1 0 0
22
A=
0
Qn1 Apn

(d.h. a;; = 0 falls ¢ < j), so heiBt A linke (untere) Dreiecksmatrix.
Ein Gleichungssystem Az = b heifit gestaffeltes System, wenn A (linke oder rechte)

Dreiecksmatrix ist.

(2.2) Bemerkung: Ist A obere oder untere Dreiecksmatrix, so ist die Determinante
n
i=1

Da A als regular vorausgesetzt ist, folgt

aii%o, Z:]_,,TL

Ist A obere Dreiecksmatrix, so ldasst sich das Gleichungssystem A - x = b leicht durch
Riickwartseinsetzen 16sen. Aus der letzten der n Gleichungen folgt ndmlich x,, = b,,/a,n,
aus der vorletzten x,_; = (b,—1 — an—1,,%n)/An-1-1, etc. Der folgende Algorithmus l6st

das Gleichungssystem.

(2.3) Algorithmus (Riickwiértseinsetzen) zur Losung eines linearen Gleichungssystems

in oberer Dreiecksgestalt.

S1: Berechne x, := b, /au,;
S2: Fir k =n —1(—1)1 berechne

T = (bk — Ok k41Thy1 — " — ak,n-fn)/akk-

Entsprechend lassen sich Gleichungen mit unteren Dreiecksmatrizen durch Vorwart-
seinsetzen gelost, bei denen zundchst x; = aq1/b; und anschliefend “von oben nach

unten” die anderen Koeflizienten bestimmt werden.

Als erweiterte Matrix eines Gleichungssystems Ax = b bezeichnen wir im Folgenden die
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n x (n+ 1)-Matrix (A|b).
Ist von einer Matrix A eine Darstellung der Form

A=L-R (2.1)

mit einer linken Dreiecksmatrix L und einer rechten Dreiecksmatrix R bekannt, so kann
das Gleichungssystem Ax = b durch Losung zweier gestaffelter Systeme losen. Zunéchst
16st man das System Ly = b durch Vorwértseinsetzen, anschliefend das System Rz =y

durch Rickwéartseinsetzen.

2.2 Gauf3-Elimination (ohne Pivotisierung)

Eine Méglichkeit, das Gleichungssystem Ax = b in ein gestaffeltes System iiberzufiihren,
bietet das GaufBische Eliminationsverfahren. Hierbei werden nacheinander alle Elemente
von A unterhalb der Diagonale durch elementare Zeilenoperationen eliminiert. Die zen-
tralen Grundlagen fiir diesen sind in der folgenden Bemerkung zusammengefasst. Hierbei

bezeichnen wir die i-te Zeile der erweiterten Matrix (A|b) mit z;, d.h. wir schreiben

(Afb) =

Zn

(2.4) Bemerkungen: (a) Die Losung des Gleichungssystem wird durch folgende ele-

mentare Zeilenoperation

21 21

2k - 2 — )\Zg y

Zn Zn

bei der die Zeile z; durch z; — Azy (A € R, k # () ersetzt wird, nicht veréndert.
(b) Wird in (a) A = age/ass gewahlt, so erhdlt ax, nach dieser Operation den Wert 0
(“wird eliminiert”).

(c) Die Operation (a) kann durch die Matrixmultiplikation

(Ab) — L - (Ab) (2.2)
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mit der n x n-Matrix L = (¢;;),

1 falls 1=
lij=4q =X falls i=%k und j=/(
0 sonst

durchgefiihrt werden.
Der Gauf-Algorithmus kann nun wie folgt dargestellt werden.
(2.5) Algorithmus (GaufB-Elimination ohne Pivotisierung): Im folgenden bezeichne

a;; die Elemente und z; die j-te Zeile der gerade aktuellen erweiterten Matrix.

(S1) Fiir i=1(1)n-1:
(S2) Fir j=i+1(1)n:
berechne l;; := aj;/a;;

setze z; = z; — lj; - 2.

(2.6) Beispiel:

1 3 —2|1
A= 2 2 1|1
-3 -1 1)1
Es ist loy; = a21/a1 = 2 und l3; = as1/a;; = —3. Die Operationen z; 1= z; — l;1 - 21,
j = 2,3, filhren auf das System
1 3 -2 1
AV =10 —4 5]-1
0 8 —-5| 4
Es folgt 32 = aga/ase = —2; das System in Dreiecksform lautet
1 3 =2] 1

APy =10 -4 5|-1
0 0 5| 2
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Man iiberlegt sich nun leicht, dass die Schleife (S1) fiir i = 1 auf das Ergebnis A1) =
LW . A fiihrt mit

1
—l21 1

—ln-1, 1
—lm 1

Entsprechend erhélt man fiir i = 2, ..., n nacheinander die Matrizen A® = L(® . AG-1)
wobei L diejenige Matrix ist, welche aus der Einheitsmatrix entsteht, wenn die i-te
Spalte unterhalb der Diagonale durch die Elemente —l; 1 ;,..., —1,,; “aufgefillt” wird.
Bezeichnen wir die rechte Dreiecksmatrix, welche als Ergebnis des Eliminationsverfah-

rens entsteht, mit R, so folgt

R=L-A (2.3)
mit
1 1
—ly 1
L= :
1 —ln-11 1
_ln,n—l 1 _lnl 1
L(n—1) L

Wichtige Eigenschaften von L@ und L zeigt der folgende Hilfssatz, den wir ohne Beweis

angeben. (Die Beweise sind elementar.)

(2.7) Lemma: (a) (L(j))i1 entsteht aus L) durch Streichen der Minus-Zeichen vor
Lij-
(b) Die Inverse von L ist

1
lQl 1
(f))_l = L= Dol
ln—l,l : 1
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Aus Gleichung (2.3) und Lemma (2.8)(b) folgt nun leicht das wichtige Ergebnis

(2.8) Satz: R := AV sei das Ergebnis der Gauf-Elimination. L sei die linke Drei-
ecksmatrix, welche aus der Einheitsmatrix entsteht durch Hinzufiigen der Elemente [;;
(¢ > j) aus Algorithmus (2.6). Dann hat A die LR-Zerlegung

A=1L-R.

Damit kann das Gaufische Eliminationsverfahren interpretiert werden als Verfahren zur
Zerlegung von A in ein Produkt einer unteren Dreiecksmatrix L mit einer oberen Drei-

ecksmatrix R (LR-Zerlegung?).

(2.7) Beispiel (Fortsetzung): Die Matrix A hat die LR-Zerlegung

1 00 1 3 =2
A= 2 1010 -4 5
-3 -2 1 0 0

Ist eine LR-Zerlegung von A bekannt, so kann das Gleichungssystem A -z = b auf die
Losung zweier gestaffelter Systeme zuriickgefiihrt werden, wie am Ende des Abschnitts

2.1 gezeigt wurde. Dies fithrt auf die folgende Modifikation der Gauf-Elimination.

(2.9) Algorithmus (GauB-Elimination) zur Berechnung von A-x =1b:

S1: Konstruiere die LR-Zerlegung von A mit Hilfe des Algorithmus (2.6)
(ohne rechte Seite);
S2: Lose L -y = b durch Vorwértseinsetzen;

S3: Lose R-x =y durch Riickwértseinsetzen.

Insbesondere zur Losung grofler Gleichungssysteme ist es wichtig zu wissen, wie der

2links-rechts-Zerlegung; wird in englischsprachiger Literatur gewchnlich als LU (d.h. lower-upper) -

Zerlegung bezeichnet.
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Rechenaufwand mit der Grofle der Dimension wachst. Als Kennzahl fiir den numerischen

Aufwand benutzen wir hier die Anzahl der Multiplikationen.

(2.10) Rechenaufwand: Fiir grofie n werden fiir

den Schritt SI ca. n®/3
jeden der Schritte S2 und S3 ca. n?/2 Multiplikationen benétigt.

Der Hauptaufwand liegt damit in S1; dieser Schritt muss aber bei mehrmaliger Lésung
(insbesondere bei der Bestimmung von A~!) nur einmal durchgefiihrt werden. Soll also
das Gleichungssystem Az = b nur einmal gelost werden, so kann hierfiir der Algorith-
mus (2.6) verwendet werden, wihrend bei mehrmaliger Losung (d.h. bei der Losung mit

verschiedenen rechten Seiten) die Variante (2.10) verwendet werden sollte.

(2.11) Bemerkung: Die j-te Spalte von A™! ist gegeben als Losung des Gleichungs-
systems Ax = e;, wobei e; der j-te kanonische Einheitsvektor ist. Zur vollstdndigen
Bestimmung von A~! sind also n Gleichungssysteme der Form Az = b zu 16sen, wobei
die LR-Zerlegung nur einmal durchgefiihrt werden muss. Der Gesamt-Rechenaufwand
ist von der Ordnung O(n?). Nach (2.11) sind 4n®/3 Multiplikationen erforderlich.

2.3 Spaltenpivotisierung

Die bisher eingefiihrte Gauf-Elimination ist nicht immer durchfithrbar. Beispielsweise
kann das Diagonalelement der aktuell bearbeiteten Spalte gleich 0 sein. Einen weiteren

Effekt zeigt das folgende Beispiel.

(2.12) Beispiel: Das Gleichungssystem

0289 0312 —-0.445|1
(Alp) := | —0.652 —0.703 2021
0.544 —-0.294 0.263 |1

soll auf einem Rechner mit dreistelliger Genauigkeit gelost werden. Die exakte Losung

ist (mit dreistelliger Genauigkeit) gleich

2.99
x= | 5.00
3.20
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Die Kondition von A beziiglich der Zeilensummennorm (diese ist die durch die Maxi-

mumnorm induzierte Matrixnorm, insbesondere also kompatibel zu ||.||»)

Ein relativer Fehler (bzgl. der Maximumnorm) von 1072 der Eingabedaten sollte also
auf einen relativen Fehler des Ergebnisses von hochstens 0.245 fiithren. Dies entspricht
einem absoluten Fehler von 0.245 - ||z, = 1.225.

Die numerische GauB-Elimination mit dreistelliger Genauigkeit fithrt zunéchst auf

0.280 0.312 —0.445| 1
(AW V)Y = 0 0.00212 1.01 | 3.26
0 —0881 1.10 |—0.88

mit f9; = —2.26 und f3; = 1.88 und schliefflich auf

0.280 0312 —0445| 1
(AP |p?)) = 0 0.00212 1.01 | 3.26
0 0 421 | 1360

mit /35 = 416. Die numerische Losung dieses gestaffelten Systems lautet

9.60
Tnuma = | —1.08
3.23

und ist offensichtlich véllig unbrauchbar. Ein besseres Ergebnis erhalten wir, wenn wir
nach dem ersten Schritt die zweite und dritte Zeile vertauschen. Dies fiithrt auf die

numerische Losung

3.00
Tnumy2 = | 5.03

3.23

Offenbar hat das kleine Diagonalelement a%) im zweiten Schritt zum “Aufschaukeln”

von Rundungsfehlern gefithrt — das System wurde numerisch instabil.

Die Beispiele zeigen, dass es aus Griinden der Durchfithrbarkeit und der numerischen
Stabilitat (d.h. geringer Einflufl von Rundungsfehlern) notig sein kann, vor Beginn der

Elimination einer Spalte eine Zeilenvertauschung vorzunehmen. Aus Stabilitédtsgriinden
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ist es dabei ratsam, vor der Elimination der j-ten Spalte die j-te Zeile mit derjenigen
Zeile j+k (k > 0) zu vertauschen, welche an der j-ten Stelle das betragsgrofite Element
enthélt. Dies fiihrt zur Modifikation des Gaufischen Eliminationsalgorithmus [1.6]:

(2.13) Algorithmus (GauB-Elimination mit Pivotisierung): Fiithre im Algorithmus
[1.6] in Schleife (SI) vor Beginn der Schleife (S2) die folgenden Schritte durch:

(i) Bestimme das Maximum max der Spaltenelemente
@iy Qig1is - - -5 Ay und die Nummer jo > 4 der Zeile, in
der das Maximum auftritt;

(ii) falls jo > i, vertausche die Zeilen (i) und (jo).

Zeilenvertauschungen konnen durch linksseitige Multiplikation der Matrix mit einer Per-

mutationsmatrix beschrieben werden.® Beispielsweise ist mit

010
P:=1001
1 00
PA diejenige Matrix, welche aus den Zeilen von A in der Reihenfolge (2) — (3) — (1)
besteht. (Nachpriifen!)

(2.14) Satz: R sei die obere Dreiecksmatrix, welche als Ergebnis des Algorithmus (2.14)
entsteht. Dann gibt es eine Permutationsmatrix P und eine untere Dreiecksmatrix L der-
art, dass PA = LR. Die Diagonalelemente von L sind 1. Die Elemente ¢;; fiir j > 4 sind

bis auf Permutation die Elemente, welche bei den Zeilensubraktionen berechnet werden.

Beweisskizze: Wir bringen zunéchst durch Zeilenvertauschung das betragsgrofite Ele-
ment der ersten Spalte in Diagonalposition und eliminieren die Elemente unterhalb der
Diagonale. Das Ergebnis ist eine Matrix der Form LM P, A. Vor Elimination der j-ten
Spalte fiihren wir zunéchst eine Permutation P; der Spalten j,...,n durch, um das be-
tragsgroBte Element auf die Diagonale zu bringen. Das Ergebnis von Algorithmus (2.14)

ist also eine Dreiecksmatrix R mit der Darstellung

R=L"Yp ,...LOpLMP A

3Eine Permutationsmatrix P ist eine n x n-Matrix, welche nur 0 und 1 als Koeffizienten hat, wobei

in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1 steht.
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Durch Einfithrung der neuen Permutationsmatrizen pn,l = P,_;und Pn,j =P, Pjn
fiir j > 1 sowie L1 .= ]Sn_jL("_j_l)JS,:_lj folgt die Darstellung

R— L0V, [@4

Da LY von der Form wie in Lemma (2.8) ist, gilt dies auch fiir L), (Begriindung?) O

Wir demonstrieren dieses Ergebnis an einem Beispiel.

(2.15) Beispiel: Fiir die Matrix

soll eine Zerlegung der Form PA = LR gefunden werden. Hierzu stellen wir eine erwei-

terte Matrix der Form

1 00/1 000 4 -2
0010|0103 1 1
0 01|00 1{6 0 1

auf. Am Ende soll die erste Matrix die Permutationsmatrix P, die zweite die linke Drei-
ecksmatrix L und die dritte die rechte Dreiecksmatrix R enthalten. Hierzu notieren wir
in der ersten Matrix lediglich die Zeilenvertauschungen, in der zweiten die Koeffizienten
¢;; und in der dritten die sich aufbauende Dreiecksmatrix. Die Vertauschung der Zeilen

1 und 3 fiihrt zunéchst auf das System

0 01|1 00]6 0 1
0010|0103 1 1
1 00/001/0 4 =2

Anschlieffend werden die Halfte der ersten Zeile von der zweiten subtrahiert

0 01 1 006 0 1
01 0(1/2 1 00 1 1/2
100 0 0 1/0 4 =2
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und die zweite und dritte Zeile vertauscht. (Vorsicht: Von L werden nur die Elemente

unterhalb der Hauptdiagonalen vertauscht!)

0 01 1 006 0 1
100 01 0{0 4 -2
01 0(1/2 0 1|0 1 1/2

Schliellich wird das Element ass eliminiert.

001 1 00[60 1
100/ 0 10[/04 =2
010[1/2 1/4 1[0 0 1

Damit erhalten wir

001 1 0 0 6 0 1
p=|l100| , L= 0 1 0| , R=|04 -2
010 1/2 1/4 1 00 1

2.4 Das Cholesky-Verfahren

Fiir eine wichtige Klasse von Matrizen lédsst sich eine Zerlegung in Dreiecksmatrizen

einfacher durchfiihren.

(2.16) Definition: (a) Eine n x n-Matrix A heift symmetrisch, falls fiir alle 4, j =
1,...,n gilt: a;; = aj.

(b) Eine symmetrische Matrix A heifit positiv definit, wenn fiir alle Vektoren = # 0
gilt

2T Az > 0.

Es ist naheliegend, fiir die LR-Zerlegung symmetrischer Matrizen einen symmetrischen

Ansatz der Form A = GGT mit einer linken Dreiecksmatrix
g1
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zu wihlen. Wir untersuchen zunéchst die prinzipielle Moglichkeit eines solchen Ansatzes.

(2.17) Lemma: Ist A € IR™™" positiv definit und ist @ € R™™" regulér, so ist auch
B = QT AQ positiv definit.

Beweis: Sei z € IR" \ {0}. Wegen der Regularitiat von @ ist Qz # 0; wegen der Positiv-
Definitheit von A ist

2" Br = (Qz)"A(Qx) < 0 O

(2.18) Lemma: Fiir jede positiv definite Matrix A = (a;;) gilt

(a) A ist invertierbar.
(b) a; >0firi=1,...,n.

(C) max;; ]aij\ = max; ;.

Beweis: Ubung.

(2.19) Satz: A sei symmetrisch und positiv definit. Dann existieren eine linke Dreiecks-
matrix L = (;;) und eine Diagonalmatrix D = (d;;) mit l;; = 1und d;; > 0,i=1,...,n
derart, dass A = LDL™.

Beweis: Wir schreiben A in der Form

~ | BM

mit der symmetrischen positiv definiten (n — 1) x (n — 1)-Matrix B®). Wegen Lemma

(2.18)(b) ist a; > 0. Wir konnen also die erste Spalte eliminieren ohne Pivotisierung:

T
LlA — ( all - )
0 | B®
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mit einer geeigneten Matrix

1
—ly 1
L = 21
A T |

2T bleibt bei dieser Operation unverindert. Die zentrale Beobachtung ist nun, dass auch

2T eliminiert wird, wenn wir L; A von rechts mit LT multiplizieren (Begriindung?):

a 0
LiALT = ( = )
0 | B®

Wegen Lemma (2.17) ist diese Matrix positiv definit. Wir kénnen nun iterativ die Ma-
trix in eine Diagonalmatrix verwandeln. Nach Elimination der (i — 1)-ten Spalte und
Zeile eliminieren wir wie frither die i-te Spalte durch Multiplikation von links mit einer
geeigneten Matrix L;. Anschlieend wird die i-te Zeile eliminiert durch Multiplikation

(von rechts) mit LY. Das Ergebnis ist eine Diagonalmatrix D der Form
D=1L, - L ALT .- LT |

Die gewiinschte Form erhalten wir durch Multiplikation mit L (von links) bzw. mit LT

(von rechts), wobei

L=(LyaL)" O

(2.20) Folgerung: Ist A positiv definit, so gibt es eine linke Dreiecksmatrix G' = (g;5)
derart, dass A = GG'.

Beweis: Die Diagonalmatrix D aus Satz (2.19) hat positive Diagonalelemente d;;. De-
finieren wir v/D := diag(v/dy,i = 1,...,n), so folgt A = GGT mit G = Lv/D, denn

GG" = IVDVDL" = LDL" = A O

Zur numerischen Berechnung von G = (g;;) miissen wir nicht auf das Gaufische Elimi-
nationsverfahren zuriickgreifen. Vielmehr liefert der Ansatz A = GGT bei Koeffizien-

tenvergleich unmittelbar die Formeln zu ihrer Berechnung. Wir erhalten die folgenden
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Gleichungen.

2
911 = an
_ 2 2
921911 = Q21 9o + 933 = Q22

931911 = a31 931921 + g32922 = Q32 932,1 + 932 + 9:)%3 = ag3

In geschickter Reihenfolge angeordnet, konnen diese Formeln leicht zur Berechnung von

G verwandt werden. Dies geschieht im

(2.21) Algorithmus (Cholesky-Zerlegung):

Fiir i=1(1)n:
Berechne g;; := m
Fiir j:=i+1(1)n
Berechne gj; 1= <@ji - i ijgik) / 9ii

(2.22) Rechenaufwand: Die numerische Durchfiihrung des Cholesky-Verfahrens er-

fordert fiir grofie n ca. n®/6 Multiplikationen und n Quadratwurzel-Berechnungen.

3 Iterationsverfahren

Die Losung des Gleichungssystems Ax = b besteht in der Ermittlung der n unbekannten
Koeffizienten des Vektors x. Bei der Berechnung mittels LR-Zerlegung werden hierzu
die n? unbekannten Koeffizienten der Matrizen L und R berechnet, was — wie oben
gezeigt — fiir groBe n mit der Ordnung O(n?) einen gewaltigen Rechenaufwand erfordert.
Alternative Verfahren bestehen darin, bei fester Matrix nur die n Koeffizienten von x

zu manipulieren. Diese werden nun vorgestellt.

3.1 Lineare Gleichungsysteme als Fixpunktprobleme

In diesem Abschnitt fithren wir die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b

zuriick auf ein Fixpunktproblem.

Zur Erinnerung (vgl. Num. Math. I, Abschnitt 1.3):
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— 2" € D (D abgeschlossene Teilmenge eines normierten Raums) heifit Fixpunkt
der Abbildung F': D — D, wenn F(z*) = x*.

— Eine durch die Vorschrift (0 € D, 2*+) .= F(2*)) definierte Iteration heifit
Fixpunktiteration.

— Ist F stetig und konvergiert die Folge () einer Fixpunktiteration gegen einen
Grenzwert °°, so ist x> Fixpunkt von F'.

— Ist F eine Kontraktion, d.h. 3y < 1Vx,y € D : ||F(x) — F(y)|| < 7|z — y||, so
besitzt F' in D genau einen Fixpunkt x* und jede Fixpunktiteration konvergiert

gegen x*. (Banachscher Fixpunktsatz)

Zur Umformulierung des linearen Gleichungssystems Ax = b als Fixpunktproblem

schreiben wir A als Differenz
A=B-C

mit einer invertierbaren Matrix B. Elementare Umformungen zeigen nun, dass x genau

dann das lineare Gleichungssystem 16st, wenn x Fixpunkt der Abbildung

F(z) =B 'Ca+ B 'b=Mz+c
=M =:c

ist. Wegen
IF(z) = F)ll = [[M(x = y)|| < [[M][]|lz =yl
besagt der Banachsche Fixpunktsatz, dass die Iterationsvorschrift
2D = Me® 4o (3.1)

fiir beliebige Startvektoren z(?) gegen die Losung des Gleichungssystems konvergiert,

falls || M| < 1. Dieses Ergebnis wollen wir jetzt verschérfen.

(3.1) Satz: Die Fixpunkt-Iterationsfolge (3.1) konvergiert genau dann fiir beliebige
Startvektoren z(*) gegen die Losung von Az = b, wenn der Spektralradius p(M) < 1 ist.

Beweis: © = A~'b sei die gesuchte Losung und d® := 2 — 2 der Fehler der k-ten

Iterierten. Dann ist

49 = 2% — g = M(aD —2) = ... = M¥dO. (32)
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13

= “: Das Verfahren konvergiere fiir beliebige Startvektoren. Sei \; ein beliebiger
Eigenwert von M mit einem zugehorigen Eigenvektor v, Zu zeigen ist, dass || < 1.
Wir nehmen |)\;] > 1 an und wihlen als Startvektor (¥ := z + ev® mit e # 0. Dann
ist d® = ev® und nach Formel (2.2) ist d®) = eA*v(®. Dies ist keine Nullfolge, was im
Widerspruch zur Voraussetzung steht.

“ <= “ Sei p(M) < 1. Zu zeigen ist die Konvergenz fiir beliebige Startvektoren.

Fall 1: M sei diagonaldhnlich, d.h. mit Hilfe einer reguldren Matrix T lasse sich M

darstellen als
M =T -diag(A1, ..., \p) - T

In diesem Fall sind die Spalten v® := T® 4 = 1,....n von T Eigenvektoren von M
zu den Eigenwerten )\; und bilden eine Basis des IR™. Sei z(?) ein beliebiger Startvektor
der Fixpunktiteration. Der Fehler d® kann als Linearkombination der v(Y beschrieben

werden:

Nach Formel (2.2) ist dann
d%kzﬁéaM%N)
i=1

Dies ist wegen |\;| < p(M) < 1 eine Nullfolge.
Fall 2: Ist M nicht diagonaldhnlich, so ist sie doch &hnlich zu einer Matrix in Jordan-

Diagonalform. Das heifit, dass mit einer geeigneten Matrix 7" gilt
Ji
M=T - T
Jp

wobei jede der Teilmatrizen J, entweder gleich einem der Eigenwerte \; (und damit eine

1 x 1-Matrix) ist oder die Form eines Jordan-Blocks
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annimmt. Wie in Fall 1 sei v die Basis des IR™ welche aus den Spaltenvektoren von
T zusammengesetzt wird, und d© = " | a0 . Zur Berechnung von d*) miissen die
Potenzen Jf berechnet werden. Bezeichnet d,,,, die maximale Dimension aller Jordan-
Blocke, so kann durch Induktion gezeigt werden, dass fiir k > d,,,., jede Zeile der Matrix

J¥ hochstens die Elemente

k .
()Afja jzov"'admax
J

enthiilt. Diese sind durch k%max . (p(M))*~dmax heschriinkt. Hieraus folgt mit einer geeig-

neten Konstante ¢ die Abschitzung
ld®] < e ke (p(M))F,

welche zeigt, dass d® eine Nullfolge ist. O

3.2 Die wichtigsten Fixpunkt-Iterationsverfahren

Die spezielle Wahl des Fixpunktverfahrens hangt von der Art der Zerlegung A = B —C
ab. Die einzige praktische Forderung besteht zuniichst nur darin, dass B~! effizient
berechenbar sein muss. In Frage kommen damit fiir B geeignete Diagonal- oder Drei-

ecksmatrizen.

Wir zerlegen zunéchst A wie folgt in die untere Dreiecksmatrix Ay, die Diagonalmatrix

Ap und die obere Dreiecksmatrix Ag:

0 0 o0 ay;, 0 - 0 0 ap -+ ay,
L e 0o . 0 :
A=| ™ +| +]
0 Lo 0 A
Gn1 -+ Gt 0 0 - 0 ap, 0 - 0 0
AL Ap Ag

A — Jacobi- (auch: Gesamtschritt-) Verfahren:
Hier ist

B = AD :diag(au,...,am), C .= —AL—AR.
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Die Inverse von B ist
B_1 = diag(l/au, ey ]./Clnn)

Die Iterationsvorschrift (2.1) lautet explizit

1 n
Qi \ =1
J#i

und wird in folgendem Algorithmus umgesetzt.

(3.2) Algorithmus (Jacobi-Verfahren):

(S1)  Fir i=1(1)n:

:171(~k+1) =0
(52)5 Fir j=1(1)n
Falls (i # j): :cl(-kﬂ) = :L‘Z(kﬂ) — al-jxg-k)
(S3) (k+1) «T(k+1)/aii-

Die Konvergenz des Verfahrens kann fiir Matrizen A mit hinreichend grofien Diagonalele-
menten leicht gezeigt werden. A heifit strikt diagonal dominant, wenn fiiri =1,...,n
gilt
Jai| > la|
j=1

J#i

(3.3) Satz: Ist A strikt diagonal dominant, so konvergiert das Jacobi-Verfahren fiir

beliebige Startvektoren gegen die Losung von Ax = b.

Beweis: Die Jacobi-Iterationsmatrix M = —Ap - (A, + Ag) hat die Elemente m;; =
0 sowie m;; = —a;j/a; fir i # j. Wegen der Diagonaldominanz von A gilt fiir die
Zeilensummen
1
mil < = lai| <1

|aiil 57
und fiir die Zeilensummennorm ||M||; < 1. Daher konvergiert x*) bzgl. jeder zur Zei-

lensummennorm kompatiblen Vektornorm und somit bzgl. jeder Norm in IR". O
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B — Gau83-Seidel- (auch: Einzelschritt-) Verfahren:

Setzt man in Formel (2.3) auf der rechten Seite alle bereits berechneten neuen Werte

xgkﬂ) anstelle der alten Werte a:gk)

Es ist

ein, so kommt man auf das Gauf-Seidel-Verfahren.

B:=Ap+ A;, C = —Ap.

Die Iterationsvorschrift lautet

1 i—1 n
xEkH) = (Z aij$§k+1) + > aijx§k) - bi) .
i \j=1 j=it1

Der Algorithmus muss wie folgt gedndert werden.

(3.4) Algorithmus (GauB-Seidel-Verfahren): Ersetze in (2.6) den Schritt S2j durch

(S2)ag  Fiir j=1(1)i — 1:

(k+1) . (k+1) (k+1)

Fiir j=i+ 1(1)n:

%(Hl) = %(Hl) - aijxg‘k)

(3.5) Beispiel: Gelost werden soll das Gleichungssystem

51‘1 — Ty — 21‘3 = 2
Ty — 629+ 313 = —2
—2371 + x9 + 4333 = 3.
Die Iterationsvorschrift fiir das Jacobi-Verfahren lautet
§’“+” = (2 + x( + 2x ) /5
é - (2—|—x§ —1—3:1:3)/6
pf = (34 20" — 2f) /4.

Beim Gauf3-Seidel-Verfahren wird wie folgt modifiziert.

) = (24 289 + 22§ )/5
xék—&-l) _ (2+ng+1 +3$3 )/6
g +1) (3 + 2x§k+1) . x2k+1)) /4.
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k k k k k k
A S R e TR PRl

0.7667 0.7750 0.8667 | 0.7667 0.8361 0.9243
0.9547 0.9534 0.9772 | 0.9826 0.9874 0.9980
0.9918 0.9914 0.9955 | 0.9992 0.9992 0.9998
0.9977 0.9984 0.9991 | 0.9999 0.9999 1.0000
10 1 0.9995 0.9995 0.9999 | 1.0000 1.0000 1.0000

o O =N

Tabelle 1: Numerische Losung des Beispiels [2.8]

Die Ergebnisse einiger Iterationen zum Startwert zop = xo = x3 = 0 sind in Tabelle 1

wiedergegeben. Die exakte Losung ist 1 = 29 = 23 = 1.
Ohne Beweis geben wir Kriterien zur Konvergenz an.

(3.6) Satz: Das Gauf-Seidel-Verfahren konvergiert, wenn eine der beiden Bedingungen
erfiillt ist.

(i) A ist strikt diagonaldominant.*

(ii) A ist positiv definit.’

(3.7) Beispiel: Fiir die strikt diagonaldominante Matrix

0.7 —04
A=
( ~02 05 )
ist p(Mgg) = p(M;)* = 8/35. Das GauBl-Seidel-Verfahren konvergiert damit doppelt so

schnell wie das Jacobi-Verfahren.

Den hier beobachteten Zusammenhang zwischen p(M ;) und p(Mgs) werden wir nun fiir

eine Klasse von Matrizen nachweisen.

(3.8) Definition: Es sei A = Ap + Ap + Ag wie oben die Zerlegung der (komplex-
wertigen) Matrix A. Ap sei regulédr. A heifit konsistent geordnet, falls die (komplexen)

Eigenwerte von

C(a) = —(aAp'Ap +a A AR), a €€\ {0}

4vgl. Korollar 4.18 in A. Meister, Numerik linearer Gleichungssysteme, Vieweg 1999.
Svgl. Satz 8.4 in P. Deuflhard/A. Hohmann, Numerische Mathematik I, de Gruyter 1993.
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unabhéngig von « sind.

(3.9) Beispiel: A habe die Blockstruktur
I A
A= 2
Ay 1
0 0 0 A
AL = und AR = 2
Ay 0 0 0
und es gilt

0 —06_11412 I 0 0 A12 I 0
Cla) = = 17 |-
—OéAgl 0 0 —al Agl 0 0 —a 1

Man rechnet nun leicht nach, dass v = (v, vy)? genau dann Eigenvektor zu C'(«) zum

Dann ist

Eigenwert \ ist, wenn w = (avy, vy)T Eigenvektor von A — I zum Eigenwert \ ist. Die
Eigenwerte von C(«) sind damit gleich den Eigenwerten von A — I, insbesondere also

unabhéngig von «. Damit ist A konsistent geordnet.

(3.10) Satz: A sei konsistent geordnet. p € €\ {0} ist genau dann Eigenwert von Mg,
wenn \ = p!/? Eigenwert von M ist. Insbesondere ist p(Mgg) = p(My)?.

Beweis: Zur Bestimmung der Eigenwerte von Mgg muss det(pul — Mgg(w)) berechnet
werden. Wegen det(I + Ap'Ar) = 1 ist diese fiir 4 € €\ {0} gleich der Determinante

von

(I + Ap'Ap)(ul — Mgs)
= (u(I + Ap'Ar) + AR (Ap + Ar) (Ap + Ar) ' Ag

Mgs

= +Ap' (uAr + Ag)
_ M[+ ,ul/QABl(,ul/ZAL +M_1/2AR)-

Damit ist u € €\ {0} genau dann Eigenwert von Mgg, wenn

det (pul + p!? AR (! Ap + p~' 2 Ap)) = 0.

/2 Eigenwert von —Ap'(u'/2AL +

Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn pu
p~Y/2 AR) ist. Da A konsistent geordnet ist, stimmen die Eigenwerte von —A 5! (u'/2 A +

p~ 2 AR) und von —AR' (AL + Agr) = M iiberein. O
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3.3 Relaxationsverfahren

Relaxationsverfahren sind Modifikationen der oben vorgestellten Iterationsverfahren. Zu

ihrer Herleitung beschreiben wir die Iteration (2.1), z**Y = M2® + ¢ in der Form
B = g®) L ATLp(m) (3.4)

wobei Ap wieder der Diagonalanteil von A ist und 7™ aus dem Iterationsverfahren
hergeleitet werden muss. Durch Einfiihrung eines Relaxationsparameters w wandeln wir

diese Gleichung um in das Relaxationsschema
® ) = 20 4y AG, (3.5)

Zunéchst ist unmittelbar klar, dass im Falle der Konvergenz die Gleichungen (2.4) und
(2.5) auf die selben Limites fithren. Die Wahl w = 1 fithrt auf das urspriingliche Verfah-
ren zuriick. Die Hoffnung bei dem modifizierten Ansatz besteht darin, dass w geeignet
gewihlt werden kann zur Beschleunigung der Konvergenz. Die Anwendung des Ansatzes

auf die oben beschriebenen Verfahren liefert
A — Das Jacobi-Relaxationsverfahren

Dies ergibt sich aus dem Jacobi-Verfahren:
g® ) = —ATHA — Ap)a™ + A = 2™ + AN (b — AxV)
zZu
g® ) = 2™ Ly AN (b — AzW)) = ((1 — W) —w- A (AL + AR)) z®) L WAL,
Die Iterationsmatrix ist damit gegeben als
Mjw)=(1—w) —w- A (AL + Ag). (3.6)

Die praktische Durchfithrung besteht darin, ausgehend von der k-ten Iterierten z(*

zunéchst die néchste Jacobi-Iterierte xf,kﬂ) nach Formel (2.3) zu berechnen und an-

schlieBend zu korrigieren durch z*+1 := (1 — w)z® + wxf]kﬂ).
(3.11) Satz: Die Jacobi-Iterationsmatrix M sei diagonaldhnlich mit den (reellwerti-
gen) Eigenwerten A1, ..., A\, und es sei p(M;) < 1. Dann ist der optimale Parameter fir

das Jacobi-Relaxationsverfahren gegeben durch
2
2— )\ma:c - /\min

Wopt =
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und es gilt

)\max - )\min
p(MJ(WOPt)) B 2 — Amaz - )\min '

Beweis: O. B. d. A. kénnen wir voraussetzen, dass die Eigenwerte in der folgenden

Reihenfolge numeriert sind:
M <<
Aus (3.6) folgt, dass die Eigenwerte p; von M;(w) gegeben sind durch
i =w- N+ (1 —w).

Die Menge {1, i1, } enthélt den kleinsten und grofiten Eigenwert von M;(w). Zur Be-
stimmung des Parameters w*, fiir welchen die Betrédge dieser Werte gleich sind, setzen
wir

WM+ (1 —w) = =0t A, — (1 —wh)

und erhalten hieraus

S
A W W
Damit ist
An — A1
My(w*) = —n— 2L
p(M () = 325

Die p; sind lineare, streng monoton fallende Funktionen von w, und es ist uq(w*) <0
und g, (w*) > 0. Damit wéchst |, (w)] fir fallendes und |p; (w)] fiir wachsendes w, und

das Minimum von p(M;(w)) wird angenommen fiir w*. O
B — Das SOR- (“successive overrelaxation”-) Verfahren

Ausgehend von der Beziehung der Iterierten des Gauf-Seidel-Verfahrens
(A + Ap)a™*Y = —Apa™ + b
erhalten wir durch elementare Umformungen

x(k’-l-l) _ _AalAL:L,(k—H) —ABlARfL'(k) —{—ABlb
= =® 4 A7 (b — Apz* Y — (A + AD)x(k)>
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und hieraus das Gauf-Seidel-Relaxationsverfahren
g® ) = 2 AT (b — Apz™ ) — (Ag + AD)x(k)>
mit der Iterationsmatrix

Mas(w) = (I+wAp'AL) ™ (1 - w)l — wAR' Ap)
= (AD + WAL)_l((l — w)AD — wAR).

Die Menge der moglichen Parameter w kann wie folgt eingeschrankt werden.

(3.12) Satz: Es sei a; # 0 fiir i = 1,...,n. Dann ist
p(Mas(w)) > o — 1],

Folglich konvergiert das Gauf-Seidel-Relaxationsverfahrens hochstens fiir w € (0, 2).

Beweis: Es seien Aq, ..., A, die (komplexwertigen) Eigenwerte von Mgg. Dann gilt

H A = det(Mgs(w)) =det((Ap +w - Ar) ) det((1 —w) - Ap —w - AR)

= det(Ap") det((1 —w) - Ap)
= (1 —w)" det(Ap") det(Ap) = (1 —w)™

Damit ist max;—1 ., |\ > |1 — w]. O

-----

Aussagen iiber den optimalen Parameter sind im Allgemeinen schwer zu formulieren.
Fiir konsistent geordnete Matrizen leiten wir ein Ergebnis her.Zunichst beweisen wir

eine Verallgemeinerung von Satz (3.10).

(3.13) Satz: A sei konsistent geordnet. Es sei w € (0,2). p € €\ {0} ist genau dann
Eigenwert von Mgg(w), wenn \ = (u + w — 1)/(wp'/?) Eigenwert von M ist.

Beweis: Zur Bestimmung der Eigenwerte von Mggs muss det(ul — Mgg(w)) berechnet
werden. Wegen det(] +wAp'Ar) = 1 ist diese fiir u € €\ {0} gleich der Determinante

von

(I +wAR Ap)(ul — Mas(w))
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= (u([ -+ CUAalAL) — A51<AD -+ wAL) (AD —+ wAL)il((l - w)AD — WAR)

Mgs(w)

= (u— (1= w)I +wAp (nAL + Ag)
= (p— (L—w)I +wp'PAR (W2 Ap + =12 Ap).

Damit ist u € €\ {0} genau dann Eigenwert von Mgg(w), wenn
det (11— (1= w))] + wp AR (A, + =1 Ap)) = 0.

Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn (u — (1 — w))/wp!/? Eigenwert von
— AN 2 AL + Y2 Ag) ist. Da A konsistent geordnet ist, stimmen die Eigenwerte
von —ApH (A + =2 AR) und von —A;N (AL + Ag) = M iiberein. O

(3.14) Satz: A sei konsistent geordnet. Die Eigenwerte von M seien reell und es gelte

p:=p(My) <1

Dann gilt:
(i) Das GauB-Seidel-Verfahren konvergiert fiir alle w € (0, 2).

(ii) Der Spektralradius von Mgg(w) wird minimal fir

2
Wopt_1+ /—1_p27
und es ist
1—+1—p?
p(Mas(wopt)) = wopt =1 = T io 2
Beweis: Seien \q,..., )\, € R die Eigenwerte von M. u ist genau dann Eigenwert von

Megs(w), wenn

ptw-—1

A wpl/?

e{ M, ...,

Da A konsistent geordnet ist, ist mit A auch —\ Eigenwert von M ;. Wir kénnen also

A > 0 voraussetzen. Aus

NP = (p+w—1)>
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erhalten wir die beiden Eigenwerte

1 1
pE = pE(w,\) = §A2w2 —(w=1)=+ )\w\/4/\2w2 —(w—=1)

Die Nullstellen von

1
g(w,A) == ZAQwQ —(w—1)
sind
2
+ _ =+ ) =
“ W) 14+ 1= )\2
von denen nur wt € (0,2) ist. Fiir A € [0,1) und w € (0,2) ist
g 1.,
99 — w1
R (w, \) 2)\ w <0

Fall 1, 2 > w > wT(\): Die beiden Eigenwerte u* sind komplex und es ist
(@, N = (@, =lw—-1]=w-1
Fall 2, w = w*(\): Es folgt \> = 4/w — 4/w? und
1 (@, )] = [ (w, )] = ;)\sz Wl w2 (-1 w1

Fall 3, 0 < w < wt(A\): Mgs(w) hat die zwei reellen Eigenwerte

1 1
pE(w, \) = 5)\2 2 (w—1) j:)\w\/4)\2w2 —(w—-1)

>0 >0
mit
max{ | (w, M), [p~ (W, N[} = pF(w, A)

Fiir A € [0,1) definiere

pt(w, ) fir 0 <w<wh(N)
p(w, A) = )
w—1 fir wt(\) <w<?2
Fir 0 <w <wt(A\) und A € (0,1) ist
ou 1 1)\w
A :)\w2+w\/)\2w2 w—1)+—- )\w >0
o <7 4 ( \/)\2w2 (w—1)

>0
>0
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Wegen
WA 1
= | == X202 — (w—1
p(w, A) ( 5 +\/4)\ w? — (w ))
ist

@ — @ T (- i 1 %)\2(4}—1
aw(w,)\)—2(2 +\/4)\w (w 1)) {2+2\/}1)\2w2—(w—1)

>0 =:q(w))
Setze
1 1 1
q(w,\) = )\\//\sz —(w-1+Nw-1
2\/i)\2w2 —(w—1) 4 2 ,

=:q1 (w,N) =:g2(w,\)
Fir A € [0,1) und w € (0,wt (X)) ist ¢1(w, A) > 0 und gz2(w, A) < 0. AuBerdem liefert

2v4 24
[ql(w,)\)]2:w A + X2 -\ < w A

1 + 1 —wA? = [g(w, N)]?

die Ungleichung

o

% (w,A) <0 firalle Ae[0,1) und w € (0,w"(N)

32

Da auerdem p(0,\) = (2, A) ist, folgt p(Mgs(w) < 1 fiir beliebige w € (0,2), und das

Minimum von |u(w, A)| wird fiir wey: = w(A) angenommen. Damit ist

2
p(Mas(wopt) = |1(Wopt, P(M )] = wopt(p(M)) =1 = Tz ' O

(3.15) Zahlenbeispiele: Sei A konsistent geordnet.

(a) Ist p(My) = 0.1, S0 ist wey: = 1.0025, also p(Mas(wop)) = 0.0025. Wegen 0.0025 =
0.1299 bedeutet dies, dass ein SOR-Schritt die gleiche Qualitit hat wie 2.60 Jacobi-

Rechenschritte.

b) Ist Ist p(M ;) = 0.5, so ist wyy, = 1.072, also p(Mas(wep)) = 0.072. Ein SOR-Schritt
/g P

entspricht 3.80 Jacobi-Schritten.

(c) Ist p(M;) = 0.9, S0 ist wepr = 1.393 und p(Mes(wopt)) = 0.393. Die Fehlerverbesse-
rung durch einen SOR-Schritt entspricht der Verbesserung durch 8.86 Jacobi-Schritte.
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4 Gradientenverfahren

Die Losung eines linearen Gleichungssystems mit einer positiv definiten Matrix A kann
durch ein dquivalentes Extremwertproblem formuliert und gelost werden. Dies wird in
den beiden néchsten Abschnitten erlautert. Dort wird also immer vorausgesetzt werden,

dass A positiv definit ist.

4.1 Lineare Gleichungssysteme als Extremwertprobleme

A sei positiv definit. Wir definieren das quadratische Funktional

1
qa(x) == 3 xT Ax — x"b. (4.1)
Da A positiv definit ist, ist A &hnlich zu einer Diagonalmatrix mit positiven Diagonalele-
menten. Daher bildet der Graph von g4 ein nach oben gedffnetes Paraboloid. g4(.) hat
damit ein eindeutig bestimmtes Minimum. Die Aquivalenz der Losung des Gleichungs-
systems Ax = b mit der Bestimmung des Minimums von g4 (x) wird im folgenden Satz

bewiesen.

(4.1) Satz: Ist A positiv definit, so hat das Gleichungssystems Ax = b eine eindeutig
bestimmte Losung x. An der Stelle X nimmt qa sein eindeutig bestimmtes Minimum an,

d.h.

qa(X) < qa(x) fiir alle x e R"\ {x}.

Beweis: Die Regularitit von positiv definiten Matrizen und damit die eindeutige Losbar-
keit der zugehorigen Gleichungssysteme ist bekannt. Zu zeigen ist der Zusammenhang
mit der Extremwerteigenschaft von ¢4.

(a) Wir untersuchen zuerst den Fall, dass A eine Diagonalmatrix ist, A = diag(dy, ..., d,).
Es gilt d; > 0 fiir alle 7. Das Funktional ist gegeben durch

"ol
qa(x) = Z <2dix? — xibz-) )

=1

Das Minimum von g4 erhalten wir durch die Bedingung

Veq = (00,04, 05,q4)" = 0.
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Wegen

1
;4 0 ( d;z§ — %’bj) = djz; —bj = (Ax = b);

= oz; 2%

fithrt dies auf die Forderung Ax = b, also auf die Losung des Gleichungssystems.

(b) Betrachten wir nun den allgemeinen Fall. A ist &hnlich zu einer Diagonalmatrix D =
diag(dy, ..., d,)T mit einer orthogonalen Transformationsmatrix P, d.h. A = PTDP —
oder umgekehrt D = PAPT. Wie in (a) gilt d; > 0 Vi. AuBerdem ist

1 1
qa(x) = §XTPTDPX —x'b = §(PX)TD(PX) — (Px)T Pb.
Wir definieren x := Px und
1
gp(X) :=qo P_l(fc) = §iDi — xPb.

Offenbar liegt das Minimum von g4 genau dann in x, wenn das Minimum von ¢p in
X = Px angenommen wird. Das Minimum von ¢p wird nach (a) in dem Wert X ange-
nommen, welcher Losung des Gleichungssystems Dx = Pb ist. Dann ist aber x Losung
von Ax = b. O

Wir wollen nun ein Iterationsverfahren zur Bestimmung des Minimums von ¢4 kon-
struieren. Hierzu legen wir zunichst einen Startwert x(©) fest und bestimmen einen
Richtungsvektor p¥. In einem zweiten Schritt ermitteln wir diejenige Stelle x(!) auf der

Geraden
GO = (x® _ 0. p®}a € R},
auf welcher die Funktion
q(O)(a) — qA(x(O) +o- p(O))

ihr Minimum annimmt. Von hier aus wird die Suche in einer anderen Richtung p™

fortgesetzt. Zur Bestimmung von x™) hilft das folgende Lemma.

(4.2) Lemma: Gegeben seien zwei Vektoren x,p (p # 0). Das Minimum der Funktion

g4 auf der Geraden

={x—a-plaeR}
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wird angenommen fiir

- _p'(Ax-Db)
mwn — pTAp .
Beweis: Wie oben bezeichnen wir
1
g(@) = qa(x—a-p)=(x" —ap")A(x—ap) - (x" —ap’)b

1 1
= §a2 -plAp —a- (pTAx — pr) + <2XTAX — be) .

Der Wert oy, ist gegeben als Nullstelle der Ableitung

¢(a) =a-p"Ap — p’(Ax —b). O

Die Iterationsvorschrift fiir das oben skizzierte allgemeine Verfahren lautet

(4.3) Iterationsschritt: Gegeben seine x*) und die Richtungen p®, ... p®.

S1 Definiere

(p™)"(Ax™ —b)

k+1) .
| (p®)7 Ap®

k)

X( X( — Qmin * p(k) mit Qi =

S2 Lege (ggf. in Abhéingigkeit von den bisherigen Richtungen p®,i =1, ..., k) eine

neue Richtung p®**Y fest.

Die Freiheit in der Ausgestaltung des Iterationsschritts liegt in der Wahl der neuen Rich-
tung. Naheliegend wire es, die Richtung p**) als die Richtung des steilsten Abstiegs

von ¢4 im Punkt x*+1) zu wihlen.

(4.4) Beispiel (Gradientenverfahren, Verfahren des steilsten Abstiegs): Gegeben sei die
k-te Tterierte x®). Als neue Richtung p®*) wird diejenige Richtung bestimmt, in welcher
das Funktional ¢4 von x* aus am schnellsten abfillt. Diese Richtung ist gegeben als

Gradient von g4, also

p® = Vg (x®) = Ax® — b,
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Auf diese Art erhalten wir in der Tat ein konvergentes Verfahren. Allerdings ist die
Konvergenz gegen die gesuchte Losung unter Umsténden sehr langsam (insbesondere,
wenn fiir die Eigenwerte von A gilt A\jaz/Amin => 1). Daher ist diese Methode praktisch

nicht interessant.

4.2 Das Verfahren der konjugierten Gradienten (cg-Verfahren)

Aus Griinden, welche unten niher ausgefiihrt werden, erweist es sich als sinnvoll, in
jedem Iterationsschritt solche Richtungsvektoren zu wéhlen, welche “senkrecht auf den
vorher gewéhlten Richtungen stehen — allerdings nicht in dem {iiblichen, durch das eu-
klidische Skalarprodukt gegebenen Sinn, sondern beziiglich des durch A gegebenen Ska-
larprodukts (vgl. Abschnitt 1.3.1).

(4.5) Definition: Zur positiv definiten Matrix A definieren wir das Skalarprodukt
(x,¥)4:=x"Ay.

Die Richtungen p(@, ..., p™V heifilen zueinander konjugiert, wenn <p(i), p(j))A =0 fiir
alle 1 # j. (Gelegentlich werden solche Vektoren auch als A-orthogonal bezeichnet.)

(Man beachte: Im Gegensatz hierzu bezeichnet (.,.) das iibliche euklidische Skalarpro-
dukt!)

Ein erstes Argument, welches fiir die Wahl zueinander konjugierter Richtungen spricht,
ist, dass das Verfahren (4.3) im Gegensatz zu den Iterationsverfahren des Abschnitts
3 bereits nach endlich vielen Schritten gegen die Losung konvergiert, wie der folgende

Satz zeigt.

(4.6) Satz: Sind die Richtungen p®, ... p™Y zueinander konjugiert gewihlt, so kon-
vergiert das Iterationsverfahren (4.3) fiir beliebige Startvektoren x(°) nach héchstens n

Schritten gegen die Losung von Ax = b.

Beweis: Wir untersuchen die Komponenten der Residuen Ax®®) — b in Richtung der
Vektoren pt¥).
(i), j < k: Wegen xF+1) = x(®) — o, p*) ist

( Ax*TD) _p 7p(j)> — (Ax(k) — b,p(j)> — ay <p(k)’p(j)>A = Ax® —_p 7p(j)>'

(k+1)—tes Resid. =0 k—tes Resid.
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Das bedeutet, dass sich im Verlauf der Iteration fiir £ > j diejenige Komponente des
Residuums, welche in Richtung p¥) zeigt, nicht mehr #ndert.
(ii), j = k: Wegen

Ax) _ b, p0)
{ b, pY)
(P9, D) 4

a; =
1st
(AxUHD — b pW)) = (AxY) — b, pW)) — aj<p(j)’ pW) 4 =0.
(iii) Nach (i) und (ii) gilt fiir j =0,...,n—1
(Ax™ — b, p@D) L (Axr=D _p p@y @ D g+ gy py @
Da p@, ..., p™ 1 eine Basis des IR™ bilden, muss gelten Ax™ —b = 0. O

Das zweite Argument fiir die Wahl konjugierter Richtungen besteht darin, dass solche
Richtungen ohne allzu grofien Rechenzeit- und Speicheraufwand bestimmt werden kon-

nen. Betrachten wir jedoch zunéchst zwei Beispiele, wie man es nicht machen sollte.

(4.7) Beispiele: (a) Da A symmetrisch ist, gibt es einen Satz e, ..., e, von paarweise
senkrecht aufeinander stehenden Eigenvektoren, d.h. el'e; = 0 fiir i # j. Damit sind

diese Vektoren auch A-orthogonal, denn
(e;,e;) 4 =e! Ae; = \je]e; = 0.

Da die Bestimmung der Eigenvektoren in der Regel sehr aufwéndig ist, ist diese Wahl
praktisch unbrauchbar.

(b) Gegeben seien beliebige linear unabhéngige Vektoren yy,...,y,_1. Mit Hilfe des
Gram-Schmidt-Verfahrens (vgl. Abschnitt 2.2.1) kénnen hieraus n zueinander konjugier-
te Richtungen p®, ..., p " konstruiert werden. (Ubung!) Man iiberzeugt sich jedoch
leicht, dass fiir diese Konstruktion alle Richtungsvektoren abgespeichert werden miissen.

Dariiber hinaus ist der Rechenaufwand sehr grof.

Ein Verfahren, mit dem die Bestimmung der Richtung p®**Y schnell und lediglich aus
der Kenntnis von p*) moglich ist (die anderen Richtungen p"),j < k, werden nicht
mehr bendtigt und miissen daher nicht weiter abgespeichert werden), ist das Verfahren

der konjugierten Gradienten (auch “cg-Verfahren“, cg=conjugate gradients). Zu seiner
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Herleitung nehmen wir an, dass die Richtungen p(®, . ..

. p™® sowie x*k+t1) = x(

38

B _ g p®)

bereits bestimmt seien. Das (k+1)-te Residuum ist definiert durch r*+1) = b — Ax*+1,

Zur Festlegung der Richtung p**+" wihlen wir den Ansatz

k
p+D) = pD) 4 3¢, p)
1=0

wobei die ¢; so zu wahlen sind, dass

<p(k+1)7 p(J)>A - 07 ] - 07 T k.

Sind p©@, ..., p%® zueinander konjugiert, so ist

(p(’“+1),p(j)>A - <r(k+1),p(j)>,4 + cj<p(j),p(j)>,4.

(4.2)

Ahnlich wie im Beweis des Satzes (4.6) die Orthogonalitit von r*+1) und p¥) fiir j < k

gezeigt wurde, kann auch gezeigt werden, dass r** und p¥) fiir j < k A-orthogonal

sind. Zur Erfiillung der Bedingungen (4.2) muss also gelten

Fiir j = k folgt

coz~~:ck,1:0.

(r®D pM),

& T p®, piy,

Das fiihrt auf das folgende numerische Verfahren.

(4.8) Algorithmus (cg-Verfahren):

S1  Wihle Startvektor x(® und berechne p(® =r(® =b — Ax®.

S2 Fir k=0,1,2,... berechne

(a)
(b)
(¢)

(d)
()

ar = —(p®) 0} /(pk) ).
) — x®) _ g 8.
pE+1) — by — Ax(k+1),

falls ||r*+1 |12 < e: Stop;

B = _<p(k)’ r(k+1)>A/<p(k), p(k)>,4;
plth) = pk+) 1 3 p(k)

Die numerische Effizienz des Verfahrens kann durch folgende Beobachtung verbessert
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werden.

(4.9) Bemerkung: Genauere Analysen zeigen, dass sich o und [y schreiben lassen in

der Form
(r®) r®)) (rk+1) p(ht1)y
WS W Aphy T T 1)
Damit erfordert ein cg-Iterationsschritt als komplexere Operationen

—  eine Matrix-Vektor-Multiplikation Ap® und
—  zwei Skalarprodukte (r*+1 r*+) und (p*) Ap*)).

Mit Hilfe der durch das Skalarprodukt (., .) 4 definierten Norm ||v||4 = /(Vv, v) 4 konnen
fiir die Iterierten der oben besprochenen Verfahren Fehlerabschiatzungen gefunden wer-

den. Beispielsweise gilt

(k) sei die k-te Tterierte des

(4.10) Satz: (a) A sei symmetrisch und positiv definit. x
Gradientenverfahrens; der zugehorige Fehlervektor sei definiert durch e®) = x®) — A=1p.
Dann gilt (mit der Konditionszahl r9(A) bzgl. der euklidischen Norm)®

A)—1\"
Wy, < [ f2l le®
ol < (P20 1) el

(b) A sei symmetrisch und positiv definit. x*) sei die k-te Iterierte des cg-Verfahrens
mit dem Fehlervektor e®® = x*) — A='b. Dann gilt”

k
le®][, < 2- Vha(d) -1 9] 4.
KQ(A) +1

Abschétzungen dieser Art lassen sich einsetzen, um Schranken fiir die Anzahl benétigter

Iterationsschritte zu finden, z.B.®
(4.11) Folgerung: Bei
k>

\/ ka(A) -In(2/€)

6vgl. A. Meister, Numerik linearer Gleichungssysteme, Satz 4.54
"vgl. P.Deuflhard und A. Hohmann, Numerische Mathematik I, Satz 8.17
8vgl. P.Deulfhard/A. Hohmann, Numerische Mathematik I, Folgerung 8.18

N | —
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Iterationen des cg-Verfahrens wird der Approximationsfehler (bzgl. der Norm ||.||4) ge-

geniiber dem Startfehler um mindestens den Faktor € verringert, d.h.

le® 4 < - [le”]La.

5 QR-Zerlegungen

Fiir eine Reihe von Anwendungsproblemen (Eigenwert-, lineare Ausgleichsprobleme)
sind QR-Zerlegungen numerisch giinstiger als die LU-Zerlegung des Gaufischen Elimi-
nationsverfahrens. Hierbei sind R eine obere Dreiecksmatrix und @) eine Orthogonalma-
trix. Die Uberlegenheit dieser Zerlegung beziiglich der numerischen Stabilitéit hingen
eng mit den spezifischen Eigenschaften orthogonaler Matrizen zusammen; so lasst die
Multiplikation mit einer Orthogonalmatrix die (euklidische) Lénge von und die Winkel

zwischen Vektoren invariant. Wegen

(x,y) =(QTQx,y) = (Qx,Qy)

gilt ndmlich

Il = y/(x. %) = /{@x, @x) = [|Qx]L
sowie fiir den Winkel /(x,y) zwischen x und y

_ =yl HexQy)l
[cos £ = - Tyl ~ Txle - Qyla — | @%@l

Zudem gilt: Ist die QR-Zerlegung von A gegeben, so lédsst sich die Losung von Ax = B

auf die Losung eines gestaffelten Systems zuriickfiithren. Es gilt ndmlich

Az =b <= Rz =Q"b.

5.1 Zur Existenz und Eindeutigkeit von () R-Zerlegungen

Die Aufgabe besteht darin, eine Matrix () zu konstruieren mit folgenden Eigenschaften:
(i) Die Spalten qqy,...q) von @ sind Einheitsvektoren und paarweise orthogonal.

(ii) A lasst sich darstellen als Produkt von ) mit einer geeigneten Dreiecksmatrix R.
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Aus (ii) lésst sich unmittelbar ableiten, dass sich die j-te Spalte a(jy von A als Linear-

kombination der ersten j Spalten von () schreiben lisst:

J
ag) = Y_rijde)- (5.1)
i=1
Wegen der Orthogonalitit der q;) ist
ri; = (ag), da))- (5.2)

Mit den Hilfsmitteln der linearen Algebra kann man leicht zeigen, dass sich dann auch

die j-te Spalte q(;) von @ als Linearkombination

au) = ilsz'ja(z‘)
mit geeigneten Koeffizienten s;; schreiben lassen muss. Damit spannen die Vektoren
a(),...,aq) und qg,...,qg) den selben Vektorraum auf, es gilt also
span(agp|i = 1,...,j) = span(qqli = 1,...,7)
Aus dieser Uberlegung und der Vorschrift (i) lisst sich nun das Gram-Schmidt-Verfahren

zur Konstruktion der q;) herleiten.

Zunéchst erkennt man, dass

1

H "a)

qu) ==
(1) ||a(1)

(das Vorzeichen kann nach Belieben festgelegt werden) sowie
rin = £llag) |l

Sind qqy, ..., q) bestimmt, so werden q1) und die (k + 1)-te Spalte r(41) von R
bestimmt durch die folgenden Schritte.
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(i)

(ii)

Wahle als Ansatz fiir den nicht-normierten Vektor

k
Air1) = A1) + D Tikr1d()

i=1

und bestimme die ;41 aus der Forderung der Orthogonalitét von q(()k L1y ZU

q¢j), t = 1,..., k. Dies fiihrt auf die £ linearen Gleichungen fiir o; 1,
k
<a(k+1)7 q(y)) + Z Oik+1 - <q(’L)a q(j)> = 07 ] = 17 B k.
i=1

Aus der Orthonormalitét der q; folgt

Ojkt1 = —(Agk+1): A()) = —Tjk+1 (vgl. (2.9)).

Bestimme A¢41) € IR so, dass

Akt1) = At1) * Ay

die euklidische Norm 1 hat.

(iii) Berechne

Tht1,k+1 = <a(k+1), Q(k+1)>-

Die algorithmische Umsetzung dieser vier Schritte ist in Skizze 1 beschrieben.

5.2 Givens-Rotationen

Givens-Rotationen beruhen auf der Beobachtung, dass Drehungen im IR? durch ortho-

gonale Matrizen beschrieben werden. Die Multiplikation eines Vektors x € IR? mit der

Drehmatrix

::( cos(¢) sin(¢))
—sin(¢) cos(e)
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Firk=1,...,n

S(i(a)) [Berechnung der rj;, j = 1(1)k —1]
Fiir j = 1(1)k — 1
Tk =0
Firi=1(1)n
Tjk = Tjk + QikQij
S(i(b)) [Berechnung von qy,]
Fir j = 1(1)n
4k = Ajk

Firi=1(1)k—1
4k = 45k — Tikdji
S(ii) [Berechnung von Ay und qy))
A=0
Fir j = 1(1)n
A=A+ qjrgjn
A=1/V
Fir j = 1(1)n
qjk = )\ij
S(iii) [Berechnung von ]
ree =0
Fir j = 1(1)n

Tkk = Tkk T Ak

Skizze 1: QR-Zerlegung nach dem Gram-Schmidt-Verfahren
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bewirkt eine Drehung von x im Uhrzeigersinn um den Winkel ¢. Entsprechend bewirkt
die Matrix

le = I

mit ¢ 4+ s> = 1 eine Drehung in der kl-Ebene um den Winkel ¢, welcher gegeben ist
durch

cos(p) = ¢, sin(¢) = s.

Solche Drehmatrizen konnen nun wie bei der Gauf-Elimination dazu benutzt werden,
um sukzessive alle Subdiagonalelemente in Nullelemente umzuwandeln. Betrachten wir
die Wirkung von €, auf die k-te und die I-te Komponente von x (alle anderen Kompo-

nenten bleiben unveridndert). Es ist

c S TE ) CTy + ST
—s5 c X — ST + Ccxy '

Um die zweite Komponente auf Null zu transformieren, muss c¢/s = xp/z; gewdhlt

werden. Zusammen mit der Forderung ¢ + s? = 1 folgt

B ta o +a;
N V12 +ad
Zur Vermeidung eines Exponenteniiberlaufs berechnet man ¢ und s am giinstigsten wie

folgt.

S C

Falls |2y > |og|: 7= ap/ay, s:=1/V/1+72, c:=sT;
Falls |z;| < |zg|: 7= x/28, c:=1/V14+ 72, 5:=sT.

Durch Multiplikation von A mit einer Matrix der Form
Q= Qn—l,n : (Qn—Q,nQn—Q,n—l) Tt (in te Q21>7

wobei die Koeflizienten von §2;; wie oben bestimmt werden, wird A in eine obere Drei-

ecksmatrix R verwandelt. Umgekehrt gilt

A=QR
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() = I [Einheitsmatrix]
Firk=1,...,n—1
Fir j=k+1(1)n
Falls aj;, # 0:
Falls |a;x| > |agkl:
T=ap/a;, s=1/V1+72 c=sT
Andernfalls:
T=ap/ag, c=1/V/1+72 s=cr
X1 = Qg T2 = Ajk
Akl = CT1 + STo Qjp = —ST1 + CT2
Tl = Qj Ta = Qjj
Qgj = CT1 + STe Gjj = —ST1 + CT2
T1 = qkk T2 = (kj
Qkk = CX1 + STo Qg = —ST1 + CT2
T1 = gjk T2 = Gjj

Qjk = CT1 + STy (jj = —ST1 + CXy

Skizze 2: QR-Zerlegung mit Hilfe von Givens-Rotationen

45
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mit

)- 0!

n—1lmn-

Q= Q' = (9511 T Qil) T (QEEQ,nAQil

nl n—2mn

Hierzu beachte man, dass die Inversen der Drehmatrizen leicht berechnet werden kénnen
durch

Ein Algorithmus zur Berechnung von @) und zur Umwandlung von A in R ist in Skizze
2 dargestellt. Die ()QR-Zerlegung mittels Givens-Rotationen benétigt bei vollbesetzter
Matrix ~ 4n?/3 Multiplikationen gegeniiber n3/3 bei der Gauf-Elimination. Giinstiger
fallt der Vergleich bei diinn-besetzten Matrizen aus; z.B. sind fiir eine Hessenberg-Matrix

nur n — 1 Givens-Rotationen nétig.

5.3 Householder-Reflexionen

Eine weitere Gruppe von orthogonalen Transformationen sind Spiegelungen. Es sei v €
IR" ein Einheitsvektor und E die auf v senkrechte Ebene. Jeder Vektor x kann zerlegt

werden in den Anteil
x, = (X,V) -V,
welcher senkrecht auf E steht, und den Anteil
X| =X —Xy,

welcher innerhalb E verlauft. Die Spiegelung von x an der Ebene E ist gegeben durch
die Abbildung

XH—X—2X].
Wegen

x,v)-v=v(vix)=(vw)x
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wird sie beschrieben durch die Matrix (Householder-Reflexion)
Q=1-2vvl.

Man iiberzeugt sich leicht von den folgenden Eigenschaften von Q).

(5.1) Lemma: (i) @ ist symmetrisch.
(ii) @ ist orthogonal.
(iii) Q ist eine Involution, d.h. Q* = I.

Die Anwendung von @) auf einen Vektor y ergibt
y— Qy = ([—2va> =y —2(v,y) V.
Soll y auf ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors e; gespiegelt werden, d.h.
ae; =y — 2(v,y) -V,
so folgt
ol = llyll> und v € span(y — aey),
und die Spiegelungsebene ist gegeben durch den (nicht-normierten) Normalenvektor
v=y=x|yl2- e

Um Ausloschung bei der Berechnung von v zu vermeiden und damit Rundungsfehler

moglichst gering zu halten, ist es ratsam, den Normalenvektor zu definieren durch

v =y +sign(y:) - |yl - ei.

Fir die Q)R-Zerlegung mittels Householder-Reflexionen werden nacheinander fiir die
Spalten 1...n—1 die Elemente unterhalb des Diagonalelements auf 0 transformiert. Dies
geschieht jeweils durch eine einzige Spiegelung. Wurde beispielsweise A in k Schritten

transformiert auf die Gestalt

T(k+1)
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(mit einer i.a. vollbesetzten (n— k) x (n —k)-Matrix T**1))  so wird im niichsten Schritt

A®) multipliziert mit einer orthogonalen Matrix der Form

0 _(Ik 0 )
k+1 O Q,H_l

wobei Qk—H so gewihlt ist, dass in IR"™* der erste Spaltenvektor von 7'*+1

) auf den

ersten Einheitsvektor transformiert wird.

6 Eigenwert- und Ausgleichsprobleme

Im folgenden setzen wir voraus, dass A n linear unabhingige Eigenvektoren v(V ... v
zu den Eigenwerten Aq,...,\, besitzt. Gesucht sind Verfahren zur Bestimmung eines

oder mehrerer Eigenwerte (und zugehoriger Eigenvektoren).

6.1 Vektoriterationen

A — Das Iterationsverfahren nach von Mises. Mit diesem Verfahren kann der
betragsgrofite Eigenwert bestimmt werden. Vorausgesetzt sei, dass dieser Eigenwert ein-
deutig bestimmt sei. Denken wir uns die Eigenwerte der Gréfle nach sortiert, so soll also

gelten
Al > Ao = - = A

Wir wihlen einen beliebigen Startvektor x(®) und bestimmen den fithrenden Eigenwert

samt zugehorigem Eigenvektor durch fortgesetzte Anwendung der Matrix A:

xFHD = Ax(®),

Hierzu beobachten wir: Da die Eigenvektoren linear unabhéngig sind, bilden sie eine

Basis des IR™. Damit lisst sich x(© als Linearkombination schreiben:
xO — ey 4o gy ™,
Durch Induktion folgt dann
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Fiir grofle k£ dominiert aufgrund der Voraussetzungen der erste Summand. Fiir die nor-
mierte k-te Iterierte
y(k) _ x (k)
™

gilt

(6.1) Satz: Ist c; # 0, so konvergiert y*) fiir k — 0o gegen einen normierten Eigen-

vektor zum Eigenwert A;.

Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt

0\ M

k
SR
x®) = e My 4 e M = e\ (V(l) +> ‘ ( ) V(")) :

=z

Wegen |A\;/A1] < |A2/M1| < 1 konvergiert z;, gegen vV und es gilt

k) 2(F) v

+

(
(k) X
lz®] VO]

O

(6.2) Bemerkung: Nachteile des oben aufgefiihrten Verfahrens sind:
(i) Berechnet werden konnen nur die betragsgrofiten Eigenwerte.

(ii) Die Konvergenzgeschwindigkeit betragt |A2/A1, ist also sehr gering, falls |A1| & Az

B — Inverse Vektoriteration. Zur Abschwichung des Nachteils (2.13)(i) kann das

Verfahren leicht modifiziert werden.
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(a) Der betragskleinste Eigenwert von A ist der betragsgrofite Eigenwert von
A~!. Dieser kann mit den selben Argumenten wie oben bestimmt werden

durch die Vektoriteration

<+ . g1y ()

also durch iterative Losung des linearen Gleichungssystems
A1) — 5 (k)

(b) Ist (durch ungenaue Berechnungen, Messungen oder andere Informatio-
nen) bekannt, dass sich in der Nihe des Wertes ¢ ein Eigenwert A befindet,
so kann dieser wie oben bestimmt werden. Ist ndmlich £ hinreichend nahe
bei A, so ist A der betragskleinste Eigenwert von (A — ¢ - I) und kann

ermittelt werden durch die Vektoriteration

(A—¢- Dx*HD = x®)

6.2 Ein QR-Algorithmus fiir symmetrische EW-Probleme

Das Ziel ist es nun, simultan alle Eigenwerte der Matrix A zu bestimmen. Wir miissen
im Folgenden voraussetzen, dass A symmetrisch ist. Die Eigenwertbestimmung erfolgt
in zwei Schritten. In einem ersten Schritt wird A durch Ahnlichkeitstransformationen
“moglichst nahe“ an eine Diagonalgestalt gebracht. (Wire eine zu A #hnliche Diago-
nalmatrix bekannt, so wéren gleichzeitig auch alle Eigenwerte von A bekannt.) Konkret
wird A mit Hilfe von Householder-Transformationen auf Tridiagonalgestalt gebracht. Im
zweiten Schritt hilft uns eine Q) R-Zerlegung der Tridiagonalmatrix, mittels eines Itera-

tionsverfahrens alle Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestimmen.
Erster Schritt: Tridiagonalisierung von A

Im Folgenden bezeichnen wir mit a") die erste Spalte von A. Wegen der Symmetrie

von A ist die erste Zeile von A die Transponierte von a. Wollen wir a(!) in einen

T

Vektor der Besetzungsstruktur (x,x,0,...,0)" verwandeln, so kénnen wir dies mittels
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Householder-Reflexion mit einer Transformationsmatrix der Gestalt

Py

tun. In diesem Fall dndert sich die erste Zeile von A nicht. Multiplizieren wir nun die
so erhaltene Matrix mit der transponierten Transformationsmatrix P{ von rechts, so
verdndert sich die erste Zeile in der selben Weise, wie sich vorher die erste Spalte

verdndert hat. Wir erhalten also folgendes Muster:

Q11 | 12 - Qip 11 | A2 - Qip ajp | * 0
aoq * * P * * * 'PlT * kooee *
A= . .
0 : : 0

Die so entstehende Matrix ist offensichtlich wieder symmetrisch. Ebenso konnen wir mit
den weiteren Spalten und Zeilen vorgehen. So verwenden wir fiir die Transformation der

zweiten Spalte eine Matrix der Form

P

sowie deren Transponierte zur Modifikation der zweiten Zeile. Schlielich erhalten wir
eine symmetrische Tridiagonalmatrix 7' der Form T = PAPT mit einer Orthogo-
nalmatrix P, welche sich als Produkt von Householder-Reflexionen darstellen lésst:
P=PFP, 5---P;. Aund T besitzen die selben Eigenwerte.

Zweiter Schritt: QR-Schritt

Startend mit der Matrix
AO = A

kann nun folgendes Iterationsschema definiert werden.



6 EIGENWERT- UND AUSGLEICHSPROBLEME 52

(6.3) Iterationsschema: Gegeben sei die Tridiagonalmatrix Ay.

(i) Bestimme mittels Givens-Rotationen die QR-Zerlegung von Ay:
A =: Qi Ry
(ii) Bestimme die néchste Iterierte durch

A1 = RpQy.

Wie die folgenden Bemerkungen zeigen, behalten die Matrizen A, wichtige Eigenschaften

der Ausgangsmatrix A bei.

(6.4) Bemerkungen: (a) Ay und Ag,; sind dhnlich, denn:

Ap = Q1R = Qr(RrQr) Q) = Qrlir1Qr - (6.1)

Es folgt, dass A zu allen A, &hnlich ist.
(b) Alle Ay, sind symmetrisch, denn durch Induktion folgt: ist Ay symmetrisch, so ist

(Aer)” = (A)" QL Qr = QL REQE Q1 = QL AL Q1 = QL AQy = Apiy

(nach (2.10)).
(c) Alle Ay, sind Tridiagonalmatrizen.

Beweis von (c): Ay, sei symmetrisch und tridiagonal. Ay, kann mittels Givens-Rotationen
wie folgt konstruiert werden. Die bei der QR-Zerlegung von Ay berechnete orthogonale

Matrix @)y, ist ein Produkt von Givens-Rotationen:

Qk = Qn—l,n """ Q12
und ist tridiagonal. Damit hat R, = Q A die folgende Besetzungsstruktur.

* * *




6 EIGENWERT- UND AUSGLEICHSPROBLEME 53

Wegen Ap,1 = RQ hat damit A, die Besetzungsstruktur

* ok *

*

*

*

* *

Da wir aber wissen, dass Ajy; symmetrisch ist, muss Ay, eine Tridiagonalmatrix

sein. O
Das fiir unsere Zwecke zentrale Ergebnis ist

(6.5) Satz:” A sei symmetrisch; die Eigenwerte )\;,i = 1,...,n seien nach Betrigen

geordnet und es gelte
|A1] > - > || > 0.

Die Matrizen Ay, Qr und Ry seien wie im Iterationsschema (2.15) definiert; die Koeffi-

zienten von Aj seien mit al(-;-g) bezeichnet. Dann gilt:

(i) limp_e Qr = I;
(ii))  limy_ Ry = A, wobei A eine Diagonalmatrix ist, welche die Eigenwerte von
A als Koeffizienten enthélt;

(iii)

Nach den bisherigen Uberlegungen ist fiir groBe k die Matrix A; “fast“ eine Diagonal-

matrix, welche die Eigenwerte von A als Diagonaleintréige enthélt:

Ak ~A= diag()\l, . ,)\n)

9fiir einen Beweis vgl. Satz 5.10 in P. Deuflhard, A. Hohmann: Numerische Mathematik I, de Gruyter,
1993.
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Auflerdem ist nach (2.10) A von der Form

A=QAQ"

mit einer geeigneten orthogonalen Matrix Q. @ enthélt fiir & — oo die Eigenvektoren,
denn allgemein gilt: Ist A dhnlich zu einer Diagonalmatrix D = diag(dy, ..., dy,) mit
einer Ahnlichkeitsmatrix 7T, d.h.

A=TDT™ !,
so ist die i-te Spalte von T ein Eigenvektor von A zum Eigenwert d;.

Dem zufolge miissen die Spalten von () Approximationen der Eigenvektoren von A sein.
Hieraus ergibt sich der folgende Algorithmus zur Approximation der Eigenwerte und

Eigenvektoren.
(6.6) Algorithmus (symm. EW-Problem):
(i)  Wandle mittels Householder-Reflexionen A in eine Tridiagonalmatrix 7" um:

A—T=PAP".

(ii) Bestimme mittels Givens-Rotationen eine Orthogonalmatrix € derart, dass
A~ QTQ" = (QP)A(QP)".

Dann enthélt A die Eigenwerte von A und die Spalten von 2 - P sind Appro-

ximationen der Eigenvektoren.

6.3 Lineare Ausgleichsprobleme

A — Normalgleichungen

Eine Anwendung von QR-Zerlegungen ist ihre numerisch stabile Losung linearer Aus-

gleichsprobleme. Wir geben zunéchst ein einfaches Beispiel.

(6.7) Beispiel: Durch die Messpunkte (z;, f;), ¢ = 1,...,5, soll eine Ausgleichsgerade
f(z) gelegt werden. Die Messpunkte seien (0.8,1.2), (2.4,2.1), (3.0,1.6), (3.7,2.3) und
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(5.1,2.4). Der Ansatz
flz)=ax+0b

fithrt auf das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem fiir die 2 Unbekannten a und b,

0.8 1 1.2
24 1 2.1
a
3.0 1 |- ( 5 ) =1 1.6
3.7 1 2.3
5.1 1 24

Eine Moglichkeit, dieses System in ein reguldres Gleichungssystem iiberzufiihren ist die

Multiplikation (von links) mit der Transponierte A” der Systemmatrix. Dies fiihrt auf

a0

mit der Losung (a,b)” = (0.272,1.103).

die Normalgleichungen

Gegeben sei das iiberbestimmte Gleichungssystem
Ax=Db

mit der m x n-Matrix A (m > n). Im Allgemeinen besitzt dieses System keine Losung;
es gibt aber in der Regel einen N#herungsvektor X, fiir welchen der Fehler ||Ax — bl|o
minimiert wird. (X heiit dann Losung des Ausgleichsproblems.) Dieser ergibt sich nach

der Methode der kleinsten Quadrate durch Aufstellen und Losen der Normalgleichungen

ATAx = A™b.

(6.8) Satz: A € R™" (m > n) habe maximalen Rang n. Sei b € R™. =z € R"
minimiert genau dann das Funktional ||b — Az||, wenn z Losung der Normalgleichung
AT Az = ATD ist.

Beweis: Die Matrix AT A ist positiv definit, also regulir. Damit hat die Normalgleichung
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genau eine Losung. Definiere das Funktional ®(z) = 0.5||b — Az||3. Wegen ®(x) — oo

fir ||z|]] — oo besitzt ® (mindestens) ein globales Minimum. Die Richtungsableitung

von @ ist
0 ()] tv) — O
—®¢(z) = lim (z+tv) (z)
a'U t—0 t

= lim21t [(b — Az — tAV) (b — Az — tAv) — (b — Ax)T (b — Ax)}

Damit ist V®(z) = (Az — b)” A. Eine notwendige Bedingung fiir das Minimum von &
ist Vo (z) = 0. O

Hat A den maximalen Rang n, so ist AT A symmetrisch und positiv definit. Damit kann

das Gleichungssystem z.B. mit Hilfe der Cholesky-Zerlegung gelost werden.
B — Zur Kondition des Ausgleichsproblems

Die relative Kondition k eines Problems zu den Eingabedaten b und den Ausgabedaten

x ist definiert als (kleinste) Schranke fiir die Abschitzung
ar . 4ab

Sﬁ.i

T b

Wir beginnen mit der Konditionsanalyse einer orthogonalen Projektion auf einen Un-

terraum.

(6.9) Lemma: Sei P : R" — V die orthogonale Projektion auf einen Unterraum V' des
IR". Fiir die Eingabe b bezeichne 6 den Winkel zwischen b und V', d.h.

. I|b — Pb|
sin(f) = 7||b||2 2

Dann gilt fiir die relative Kondition der Berechnung von Pb

Beweis: Nach dem Satz von Pythagoras ist

1Pbl3 = (1113 + [Ib — Pbll3
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und daher

2l
1613

=1 —sin*(0) = cos*(0)

Es folgt
[PAbs bl 1 [[PAD[p _ 1

[Pbll2 [[Abl2  cos(8)  [|Ablla ~ cos(6)

APl O

Die Kondition x5 einer Matrix A € IR™*" ist in Analogie zur Aussage iiber die Kondition

regulérer Matrizen definiert durch

maX||xH2:1 ||AJZ||2

RQ(A) =

min,|,=1 [| Az |2

(6.10) Lemma: Fiir eine Matrix A € R™*" von maximalem Rang p = n gilt

ko (AT A) = k(A2

Beweis: Die Matrix AT A ist symmetrisch und positiv definit. Es gilt

max|g|,—1 || Az||3

ka(A)? =

miny,—1 || Az||3

T
_ maXept(A AT, 2)  Aumax _ Ko (AT A) O

min||x||2:1 <ATA37, $> )\min

Damit kommen wir zum zentralen Ergebnis.

(6.11) Satz: Sei A € R™ ", m > n, eine Matrix von vollem Spaltenrang, b € R™ und

x # 0 die eindeutige Losung des linearen Ausgleichsproblems
|b — Az||; = min

6 bezeichne den Winkel zwischen b und dem Bildraum R(A) von A, d.h.

o= Aals il
sin(@) = =
O ="k~ ol
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Dann gilt fiir die relative Kondition von x in der Euklidischen Norm

(a) beziiglich Stérungen in b

(b) beziiglich Stérungen in A

Kk < ko(A) + Ko(A)? tan(0)

Beweis: (a) Die exakte Losung der Normalgleichungen ist
z = (ATA)1ATY

und es ist

I(ATA)TTATAb]s - [Ibll2 _ [[All2[I(ATA) " AT la 1D
[(ATA)=1ATDl|y || AD[|2 — [A]l2]|z]]2

Man rechnet leicht nach, dass fiir eine Matrix A mit vollem Spaltenrang gilt

max|z|,=1 || Az[|2

ra(A) = = [|All2[l (A" A)7 AT,

min”x”Q:l ||A[E||2

Die Aussage folgt nun wie in Lemma (6.9).
(b) Wir betrachten eine kleine Stérung AA = ¢-C'. Fiir kleine ¢ erhalten wir die gestorte

Loésung ndherungsweise durch

v+ Az = (A +tC)T(A+tC)) A+ tC) b = 2 + @' (0)b

=:®(t)

Aus

(A+tO)T (A4 t0)D(t) = (A+tO)T
folgt ®'(0). Rest: Ubung. O
C — Losung mittels () R-Zerlegung

Man iiberlegt sich leicht, dass die Berechnung von AT A einen Aufwand von O(n*m) Re-

chenoperationen erfordert. Die Cholesky-Zerlegung erfordert etwa O(n?®) Operationen.
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Ist m > n, so liegt der Hauptaufwand bei der Berechnung von AT A. Hinzu kommt, dass
sich bei der GauB-Elimination die Kondition des Ausgangsproblems deutlich verschlech-
tern kann. Diese Griinde motivieren, warum man versucht, Losungen des Ausgleichs-
problems auf andere Weise zu konstruieren. Als Losungsmethoden bieten sich wieder
QR-Zerlegungen an. Das Ziel ist hierbei, A mit Hilfe einer othogonalen Transformation

@ auf die folgende Form zu transformieren:

k o .. k

mit einer oberen n X n-Dreiecksmatrix R. Die Begriindung fiir diesen Schritt liefert der

folgende Satz.

(6.12) Satz: Die m x n-Matrix A habe den maximalen Rang n; ) sei eine orthogonale
m x m-Matrix derart, dass QT A die Form (2.11) hat. Dann ist die Losung x des linearen

Ausgleichsproblems
| Ax — b||; = min
gegeben als # = R™'by, wobei b; der Vektor der ersten n Komponenten von Qb ist.

Beweis: Fiir den Fehler ||[Ax — bl|; gilt mit QTb = (b, by)”

2
RX-bl
AxbilQT(Axb)i( b ) = [Rx = bull; + [[b2]l3 = [ba3. O
2

Eine Moglichkeit zur Losung des Ausgleichsproblems besteht in der Zerlegung von A in

der Form (2.11) mittels Householder-Transformationen.
6.4 Singulidrwertzerlegungen und Pseudoinverse
A — Singularwerte

Es ist bekannt, dass symmetrische Matrizen dhnlich zu Diagonalmatrizen sind; genauer:

ist A symmetrisch, so existieren eine regulire Matrix 7' (welche als Orhogonalmatrix
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gewihlt werden kann) und eine Diagonalmatrix A = diag(\;,7 = 1,...,n) derart, dass

A = TAT~!. Die Diagonalelemente von A sind gerade die Eigenwerte von A.

Dieses Ergebnis lasst sich nicht auf beliebige Matrizen iibertragen. Dagegen lésst sich

eine schwichere Aussage verallgemeinern, wie aus dem folgenden Satz hervorgeht.
(6.13) Satz: A sei eine reelle m xn-Matrix. Dann gibt es eine orthogonale m x m-Matrix
U und eine orthogonale n x n-Matrix derart, dass

UTAV = A = diag(\1,...,),), p=min(m,n)
mit nichtnegativen ;. Die Zerlegung kann so gewahlt werden, dass

A > >0, >0,

Statt eines vollstdndigen Beweises wollen wir uns damit begniigen, den ersten Schritt

der Diagonalisierung durchzufiihren, also eine Darstellung

UTAV =

zu finden. Es sei

A= ||All = lmax I|AV||2.

[v]l2=1
Dieses Maximum wird angenommen (da die Menge der Einheitsvektoren beschrinkt und
abgeschlossen ist). Damit gibt es Einheitsvektoren v € IR" und u € R™ mit Av = Au.
Wir erweitern {v} zu einer Orthonormalbasis {v = v(1), V(2),..., V() } in R" und {u}
zu einer Orthonormalbasis {u = u(), ug), ..., Uy} in IR™ und bilden die Orthogonal-
matrizen V = (v(1),..., V() und U = (uqy, ..., Up,). Definiere A; := UTAV. Mit

dem ersten Einheitsvektor e; (in R" bzw. in IR™) gilt
Arey =U"AVey = UTAvyy = X - Ulaggy = X - eq).

Damit ist die erste Spalte von A; gleich A - e(;) und A; von der Form

(i)



6 EIGENWERT- UND AUSGLEICHSPROBLEME 61

mit einem geeigneten Vektor w € IR" . Es bleibt zu zeigen, dass w = 0.
Da A; aus A durch Multiplikation mit Orthogonalmatrizen hervorgegangen ist, gilt
|A1]l2 = || All2- AuBlerdem ist

()

und damit
\ 2
A ( ) > (N +wlw)? = (N 4 [lwl3)?
“ /g
sowie
A ’ A ’
A( ) gv.H< ) 00 ),
w w
2 2
Es folgt ||w|l2 = 0, also w = 0. O

Die im Satz beschriebene Zerlegung UT AV = A heiit Singulirwertzerlegung von A.
Die Werte Ay, ..., A, heiflen die Singulidrwerte von A. Sie sind (bis auf Vertauschung)

eindeutig bestimmt. Wir wollen kurz auf die Bedeutung der Singuldrwerte eingehen.

(6.14) Bemerkung: (a) Fiir die Spalten u(; von U und v; von V gilt
AV(i) = /\ﬂl(i) und ATU(i) = /\iv(i)~

(b) Aus (a) folgt: uy) und vy, sind Eigenvektoren von AT A bzw. AAT zum EW A2,
(c)Ist \y >+ > A > A\yg =--- =\, =0, so ist rang(A) = r,

kern(A) = span(v(41),...,Vv,) und bild(A) = span(ugy,...,u,).
(d) Die euklidische Norm ist gleich dem grofiten Singuldrwert, d.h.
[All2 = A
(e) Die Frobeniusnorm ist
|Allr = 2+ + 22
(f) Die Kondition bzgl. der Euklidischen Norm ist

K,Q(A) == Al/)\p-
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B — Numerische Berechnung der Singuldrwerte

Eine Grundidee zur effizienten numerischen Berechnung besteht zunéchst darin, A in

Bidiagonalform

PAQz(f) (m >n) bzw.z(B 0) (m < n)

zu bringen (mit geeigneten Orthogonalmatrizen P und ) und dann den @) R-Algorithmus
auf die symmetrische Tridiagonalmatrix BT B (bzw. BBT) anzuwenden. Wir beschréinken

uns hier auf den Fall m > n.

(6.15) Lemma: Fiir jede Matrix A € R™*" (m > n) existieren orthogonale Matrizen
PeR™™ und Q € IR™" derart, dass

PAQ:(f) mit B =

Beweis: Die Konstruktion erfolgt (dhnlich wie die Tridiagonalisierung einer symmetri-
schen Matrix, vgl. Abschnitt 6.2) durch Householder-Transformationen von links und

rechts zur Elimination der Zeilen und Spalten. O
Fiithren wir nun den ersten Givens-Eliminationsschritt des Q) R-Algorithmus auf A =
BT B aus,

A — QBT BOL, = (BQL,)T BOL,
a,_/kf_/
BT B

so erhalten wir fiir B die Matrix

B = BQl, =
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wobei an der Stelle @ ein neues Element (fill in) erzeugt wurde. Es zeigt sich, dass
ein QR-Schritt fiir A durch folgenden Operationen auf B beschrieben werden kann
(“chasing”-Algorithmus).

* *
Z9 X * Z5
Z4 * * z7

22n—6 * * Zon—3
22n—4 * *
Zon—2 *

— Elimination von z» (Givens von links) erzeugt z3

— Elimination von z3 (Givens von rechts) erzeugt z4

— Elimination von 29, 3 (Givens von rechts) erzeugt za, o

— Elimination von 25 (Givens von links)
Das Ergebnis dieses vollstdandigen () R-Schritts ist wieder eine Bidiagonalmatrix. Nach
Satz (6.5) gilt
BIB, — A = diag(o},...,02) =% fiir k — oo
Daher konvergiert die Folge Bj gegen die Diagonalmatrix der Singulédrwerte von B, d.h.

B, — Y fir k— o

Zusammengefasst erhalten wir folgenden Algorithmus.

(6.16) Algorithmus (QR-Algorithmus fiir Singulédrwerte):

(a) Bringe A € IR™" mit Hilfe von Householder-Reflektionen auf Bidiagonalgestalt

()

(b) Fiihre den QR-Algorithmus fiir BT B nach dem “chasing”-Verfahren auf B aus
und erhalte so eine Folge von Bidiagonalmatrizen (By), die gegen die Diagonal-

matrix > der Singuldrwerte konvergiert.
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C — Pseudoinverse

(6.17) Definition: Die Pseudoinverse einer Matrix A € R™ " ist diejenige Matrix
AT e R™™, fiir die gilt: Fiir beliebige b € IR™ ist x = A™b der kleinste Vektor, welcher
den Abstand ||b — Az|| minimiert, d.h.

ATb € (kern(A))*t und ||b — AATH|| = min

Ohne Beweis!® geben wir folgende Eigenschaften an.

(6.18) Satz: Die Pseudoinverse ist eindeutig charakterisiert durch folgende vier Eigen-
schaften (“Penrose-Axiome”):

i) (ATA)T =ATA

(i) (AAT)T = AAT

(i) ATAAT = AT

(iv) AATA=A

Mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung lésst sich die Pseudoinverse berechnen.

(6.19) Folgerung: Sei UT AV = X die Singulirwertzerlegung einer Matrix 4 € IR™*"
mit Rang(A) = p und

Y = diag(al,...,ap,()...,O) € R™*"
Dann ist die Pseudoinverse A* von A gegeben durch

AT =VEtUT mit ¥ =diag(o;',...0,",0,...,0) € R

Beweis: Offenbar ist

uyt = diag(l,...,1,0,...,0) € R™*™
——
p—mal
¥y = diag(1,...,1,0,...,0) € R™"
—_——

p—mal

10yvgl. Deuflhard/Hohmann, Satz 3.16
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Damit rechnet man leicht nach, dass ¥ die Penrose-Axiome erfiillt und daher die Pseu-

doinverse von Y ist. Hieraus folgt

ATA = VvtUTUsv! =diag(l,...,1,0,...,0) = (AT A)T
nxn

AAT = USVTVESTUT = diag(l,...,1,0,...,0) = (AAN)T

mxXm

(ATA)AT = diag(1,...,1,0,...,0)A" = Vdiag(1,...,1,0,...,0)VIVEtu”
= VYtut = A"
(AANA = diag(1,...,1,0,...,0)A = Udiag(1,...,1,0,...,0)0UTUSV”
= Uxvi =4 O



