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1 Nichtlineare Gleichungen

In diesem Abschnitt sei eine Funktion
f:R" — R"

gegeben. Ziel dieses Kapitels ist es, Nullstellen bzw. Fixpunkte von f numerisch zu be-
stimmen. Hierzu werden wir Iterationsfolgen x*) entwickeln, welche gegen die gesuchte
Nullstelle bzw. den Fixpunkt konvergieren. Zur Beurteilung der Qualitét eines Iterati-

onsverfahrens benotigen wir den Begriff der Konvergenzordnung.

1.1 Die Ordnung konvergenter Folgen
Sei (X, d) ein metrischer Raum.

*

(1.1.1) Definition: (a) Es sei x™ eine konvergente Folge in X mit limj,_,, x*) = x*.

Die Folge hat die Konvergenzordnung

p=1, fallsesein C € (0,1) und ein ky € IN gibt mit d(x*+1) x*) < O - d(x® x*)
fir alle & > k.
p>1, wenn es eine Konstante C' > 0 und ein ky € IN gibt mit d(x*+9 x*) <
C - d(x® x*) fiir £ =1,2,... fiir alle k > k.
Fir p = 1 heifit die Folge linear konvergent, fiir p > 1 superlinear konvergent und fiir
p = 2 quadratisch konvergent.
(b) Gegeben sei ein Iterationsverfahren zur Berechnung eines Vektors x*, welches zu

n)

einem Startvektor x(©) eine Folge X;G]N erzeugt. Das Verfahren hat die Ordnung p, falls

limy, oo x*) = x*, und falls die Folge x*) die Konvergenzordnung p hat.
(1.1.2) Bemerkungen: (a) Ist (x*)) linear konvergent, so folgt die Existenz eines
A > 0 derart, dass

dx® x*)<X-CF =0 fir k— oo (1.1)

Wir erweitern die Definition (1.1.1)(a) und bezeichnen eine Folge auch dann als linear
konvergent, wenn die (schwéchere) Bedingung (1.1) fiir alle £ gilt.
(b) Bei Konvergenzordnung p > 1 gilt fiir k& > ko

d(x(kﬂ),x*)/d(x(k),x*) <(C- (d(x(k),x*))p_1
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Ist
po=C-d(x%*) x )Pt <1
so folgt die Monotonie der Folge d(x®), x*) sowie mit geeignetem A > 0 die Abschitzung
d(x® x*) < \F — 0

Konvergenz liegt also dann vor, wenn eines der Folgenglieder hinreichend nahe bei x*

liegt.
(1.1.3) Beispiel: (a) Gegeben sei die Zahl 7 in Dezimaldarstellung,

7 =3.14159... =) a;- 107" | (1.2)
=0

mit a; € {0,...,9}. Welche Konvergenzordnung hat die Folge s, = Zf:o a; - 107%7
Offenbar ist

o]
lsg =7 < > 9107 =10"".
i=k+1

Nach Bemerkung (1.1.2)(a) die Folge linear konvergent. Das stirkere Kriterium aus De-
finition (1.1.1) ist dagegen nicht erfiillt, da im Fall ay = 0 gilt |sg_1 — 7| = |sr — 7.
(b) Die Folge x*) in IR sei quadratisch konvergent mit C' = 1. Approximiert das Fol-

genglied x*) den Grenzwert x* auf n Nachkommastellen genau, so ist
x®) —x*| <0.5-107"

Nach der Definition der quadratischen Konvergenz folgt
Ix®) — x*| <0.25- 107"

d.h. die Anzahl der exakten Nachkommastellen von x**1 ist mindestens 2n und hat

sich verdoppelt.

1.2 Nullstellen skalarer Funktionen: Intervallschachtelungen

Gegeben sei eine stetige Funktion f : [a,b] — IR. Gesucht ist eine Nullstelle. Die folgen-
den Verfahren beziehen sich auf Funktionen f : IR — IR, welche stetig sind. Zusétzlich
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setzen wir zunéchst voraus, dass zwei Punkte a und b bekannt sind, an denen die Funkti-
onswerte unterschiedliche Vorzeichen haben (solche Punkte kann man héufig durch eine

grobe Kurvendiskussion bestimmen), fiir die also gilt

fla)- f(b) <O. (1.3)

Da f stetig ist, muf zwischen @ und b (mindestens) eine Nullstelle liegen®. Im folgenden
soll versucht werden, durch Einschachtelungsverfahren den Ort einer Nullstelle immer

weiter einzugrenzen und so ihre Lage mit beliebiger Genauigkeit zu bestimmen.

1.2.1 Die Intervallhalbierungsmethode

Bei dieser Methode wird in jedem Iterationsschritt das untersuchte Intervall in zwei
gleich grofle Teilintervalle eingeteilt; in einem dieser beiden Teilintervalle muss sich eine
Nullstelle befinden. Im néchsten Schritt wird die Suche auf dieses Teilintervall einge-

schrankt.

Gegeben sei das Intervall [ag, by] C [a, b], ag < by, und es gelte

f(ag) f(bo) <0

Wegen der Stetigkeit von f muss sich im Intervall [ag, by] eine Nullstelle von f befinden.

Wir definieren eine Folge von Intervallen [ag, by] mit der Inklusionsbedingung
[ar+1, bp1] C [a, byl
und eine Folge x; wie folgt.

(1.2.4) Rekursionsschritt (Intervallhalbierung): Gegeben sei |ag, bg).

2Dies folgt aus dem Zwischenwertsatz; vgl. Analysis-Vorlesung
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(S1) Definiere xyq als den Intervallmittelpunkt:

Thy1 = 0.5 (ak -+ bk)

(S2) Definiere [ag, 1, bgy1] durch

lag, xp1]  falls fax) f(@r1) <O
(@41, bp11] = (i1, 06 falls f(2pg0) f(bk) <O

[Tpy1, Tipa| falls f(@r1) =0

Die Iterationsvorschrift fiir [ay1, bxr1] stellt sicher, dass sich im neuen Intervall wieder
eine Nullstelle von f befindet. Ist f(zjy1) = 0 fiir ein £, so ist nach endlich vielen Iterati-
onsschritten eine Nullstelle gefunden. (Dieser Fall wird in der Regel nicht eintreten.) Im
andern Fall wird eine Nullstelle auf ein immer kleineres Intervall eingegrenzt. Die Folgen

aj und by sind beschrankte monotone Folgen mit Grenzwerten a., und b,. Wegen
bk+1 — A1 = 05(bk - Clk)
und wegen ay < xpy1 < by folgt
Uoo = I}Lrgo Tr = boo

Damit konvergiert die Folge x; gegen eine Nullstelle von f.

Wir bestimmen die Konvergenzordnung fiir den typischen Fall, dass eine Nullstelle nicht
nach endlich vielen Schritten gefunden wird.

Ist H = b—a die Intervalllinge des Eingabeintervalls, und tritt das Ereignis f(z®)) =
0 nicht auf, so ist nach k Schritten die Intervallliinge gleich b — a = H/2*; auBerdem ist

der Approximationsfehler kleiner als die halbe Intervallange, also

2™ — 2| < H/2M

(1.2.5) Bemerkung: Das Intervallhalbierungsverfahren ist ein linear konvergentes
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Verfahren.

Fiir ¢ > 0 bricht das Verfahren nach endlich vielen Schritten mit einem N&herungs-
wert ab, welcher von x* um hochstens e abweicht. Da sich die Lange des untersuchten
Teilintervalls mit jedem Schritt halbiert, muss der Schritt S2 k-mal durchlaufen werden

mit
k ~1In(H/e)/In(2) — 1.

1.2.2 Die Methode der Regula Falsi

Im Unterschied zur Intervallhalbierung wird bei der Methode der Regula falsi die Ite-
rierte 2**! nicht als Mittelpunkt des aktuellen Intervalls definiert, sondern als Nullstelle
der Sekante beziiglich der Knoten a und b, also der Geraden durch die Punkte (a, f(a))
und (b, f(b)). Diese Gerade ist gegeben durch

und hat die Nullstelle

b—a _a-f(b)—b-f(a)
FO) = fla) — f) = fla)

Zur Implementierung dieses Verfahrens sind im Algorithmus zur Intervallhalbierung

o =a— f(a)-

(1.4)

lediglich die Anweisungen () = (a + b)/2 zu ersetzen durch

a-f(b)=b- f(a)
f) = fla) -

20— (1.5)

(1.2.6) Rekursionsschritt (Regula falsi): Ersetze in (1.2.4) den Schritt (S1) durch

m(_):a-f(b)—b-f(a)‘ (1.6)

f(0) = f(a)

Wir setzen voraus, dass f zweimal stetig differenzierbar ist. Ist x* die gesuchte Nullstelle,
und ist f'(x*) # 0, sowie f”(z*) # 0, so haben die erste und zweite Ableitung von f

in einer Umgebung von z* ein festes Vorzeichen. Wir untersuchen das Verhalten der
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Iterierten fiir den Spezialfall einer konvexen, streng monoton wachsenden Funktion; es

sei also
f'(z) >0 und f"(z) >0 fiir z € [a,b].

(Die anderen Félle kénnen entsprechend untersucht werden.) Man iiberzeugt sich leicht,
dass in diesem Fall der rechte Rand b unverindert bleibt, wihrend sich z*) und damit
der linke Rand a von links an die Nullstelle * anndhern. Damit ist b —a > b — z*, und

das Intervall [a, b] schrumpft nicht zusammen auf {z*}. Aus

(b1 _ a® - f(b) =b- fa®)
f(b) — f(z®)

folgt

ke _ (@0 —2®) - f(0) +

*

T —Qf(

Nach der Taylorformel ist

Fa®) = fla) — (@ = 2) - Q) = (" — o) - £1(0)
mit einer Zwischenstelle ¢ € (z*), z*). Hieraus folgt

k)| 1f(b) = (b—2™) - f(Q)] gt — 2
e —famy = |

mit einer geeigneten Konstante C'. Es handelt sich also auch hier um ein linear kon-

‘x* . Qf(k+1)| _ ’x* o LE(

vergentes Verfahren.

1.2.3 Die Sekantenmethode

Bei der Sekantenmethode wird — ausgehend von zwei Startwerten z(® und 2™ — die
Iterierte x*+1) definiert als Nullstelle der Sekante beziiglich der Knoten 2*~1 und z(*®.

Diese Nullstelle wird analog zur Formel (5.2) berechnet, und es folgt

iy 25D fa®) — 2B (D)
B fa®) — f(at-D) ’ (1.7)

Dieses Verfahren ist eng verwandt mit den in A und B beschriebenen, es handelt sich

2

hier aber nicht um eine Intervallschachtelung; so wird beispielsweise fiir die Startwerte
nicht gefordert, dass f(z(©)- f(x(!)) < 0. Ist dies nicht erfiillt, so liegt 2(?) nicht innerhalb

des durch 2(® und 2™ beschriebenen Intervalls. Entsprechend ist die Konvergenz des



1 NICHTLINEARE GLEICHUNGEN 8

Verfahrens auch nicht gesichert.

Fiir die folgende Fehleranalyse gehen wir davon aus, dass 2* := limy,_,., ® existiert. In

diesem Fall ist * Nullstelle von f. (Begriindung?) Wir definieren

z:= inf 2z und 7 :=supz®
kEIN kEIN

und setzen wie in B eine in [z, 7| zweimal stetig differenzierbare Funktion f voraus, fiir

welche
f'(x) #0 und f"(z) #0 fir =z € lz,7

Bezeichnet ¢, := r*) — 2* den Fehler der k-ten Iterierten, so folgt aus (5.4)

(25D — %) - () = (@ = 27) - ()

i = Fa ] — 1)
e JEW) e faPTY) (1.8)
f(z®) — f(zt*=D) Nk .

Aus der Taylorformel folgt mit geeigneten Zwischenwerten ¢(*~ und ¢®*)

f(x(k71)> _ €k71‘f/($*)+612€7_1f”(c(k71)>,

2
2
o€
Fa®) = e )+ L)
Aus der Konvergenz z*) — 2* folgt (*) — 2*. Daher gilt fiir Zdhler und Nenner von
(5.5)
1 1 1! 1 1! *
Tl = SCh-16k (eef"(Ch) — ex—1f"(Ch-1)) — o Ch—16k " (ex — ex—1) - f(2"),

€r_1 + €

men = (= am) (£ + SR ).
Hieraus folgt mit geeigneten Konstanten C,C > 0
C - ewaa] - lex| < lersr| < C - ex—a| - |ex]-

Um hieraus auf das Konvergenzverhalten der Sekantenmethode zu schlieflen, untersu-

chen wir das Vergleichsproblem

Ap+1 = C- Qp—1 * Af. (19)
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mit dem Ansatz ay = « - a}_;. Einsetzen ergibt

_ optl p? p+1
g1 = o ay_y = Caayy,

also C' = o?, und p Nullstelle von p? — p — 1 und damit p = (1 +V/5). ay, ist Nullfolge
héchstens dann (falls o # 0), wenn p > 1%, also fiir p = (1 + v/5) = 1.618. Hieraus
kann man schliefen, dass im Falle |e;| < o - |e|P das Sekantenverfahren superlinear

konvergent ist mit p = 1.618.

1.3 Fixpunktgleichungen

In diesem Abschnitt bezeichne D C IR" eine abgeschlossene Menge und
F:D— D

eine stetige Funktion. Ein Punkt x* € D heifit Fixpunkt von F, falls gilt

k)

Wir untersuchen die Mdoglichkeit, einen Fixpunkt z* von F durch eine Folge 2 zu

approximieren, welche fiir & — oo gegen den gesuchten Fixpunkt konvergiert. Ein haufig

benutztes Verfahren ist die Fixpunktiteration, welche wie folgt beschrieben ist.

(1.3.1) Algorithmus (Fixpunktiteration):

S1 Bestimme einen geeigneten Startwert x(©) (z.B. einen Schitzwert von z*).
S2 Lose das folgende Iterationsverfahren fiir £ =0,1,2,.. .:

Ist %) gegeben, so bestimme z**1 durch die Gleichung

gD = F (x(k)> .

Aus der Stetigkeit von F folgt unmittelbar:

(1.3.2) Lemma: Konvergiert das Iterationsverfahren fiir & — oo gegen einen Vektor

T, so ist ¥ ein Fixpunkt von F.

3Beweisen Sie dies, indem Sie iiberpriifen, unter welchen Voraussetzungen gilt ap 1 < ag.
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Ein hinreichendes Kriterium, unter welchem F einen (eindeutig bestimmten) Fixpunkt

hat, liefert der folgende Satz.

(1.3.3) Banachscher Fixpunktsatz: Die Abbildung F sei Lipschitz-stetig, d.h. es
gebe eine Konstante v > 0 (“Lipschitz-Konstante”) mit der Eigenschaft

IF(z) = F)ll < vllz = yll

Fiir die Lipschitz-Konstante gelte v < 1.
Dann besitzt F genau einen Fixpunkt x*, und die Fixpunkt-Iteration konvergiert fiir
jeden beliebigen Startwert 2(?) linear gegen x*. Es gelten die folgenden Abschitzungen.

(a) Fiir die Abweichung der k-ten Iterierten z(*) vom gesuchten Punkt gilt
1z — 2| < ¥l — 2.

(b) Der Abstand zum gesuchten Fixpunkt kann durch den Abstand zweier aufeinander-

folgender Iterierter abgeschétzt werden durch

2 k
l2® — 2% < —L—|a® — z==D|| < L ptk=D _ k-2 << T g,
=9 [ [

(1.3.4) Bemerkung: Eine Lipschitzkonstante fiir f kann man héufig durch Abschétzen
der ersten Ableitung von f erhalten. Betrachten wir zundchst den skalaren Fall. Nach

einem Mittelwertsatz der Analysis gilt fiir x < y mit einer geeigneten Zwischenstelle

§ € (x,y) fly) = fx) + f1(€) - (y — x), also
[f(y) = f@)] < sup |f'(E)] |y — =l (1.10)

§€(y)

Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir Systeme. Hierbei ist D f(§) die Funktionalma-

trix von f in &, und es ist

IVW%—ﬂ@HSggWU@NWW—XH (1.11)

fiir beliebige kompatible Normpaare.

(1.3.5) Beispiele/Ubungen: (a) Gesucht ist eine Nullstelle z* > 0 von f(z) =

4In diesem Fall heit F auch Kontraktion.
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tan(z) — x. Bei der Umformulierung in ein Fixpunktproblem ist die Wahl von F(z) :=
tan(x) wegen F'(z) = 1/cos*(x) = 1 + tan?(z) > 1 ungeeignet. Dagegen fiihrt F(z) :=
arctan(x) wegen F'(x) = 1/(1 + 2?) < 1 zu einem konvergenten Verfahren. Die exakte
Losung liegt in der Ndhe von x = 4.5; dort ist F(z) ~ 0.047. In der Néhe der Losung
ist die Lipschitz-Konstante somit durch 0.05 beschréankt; das Fixpunktverfahren konver-
giert also bei hinreichend guter Wahl des Startpunkts schnell.

(b) Wandeln Sie die Suche einer Nullstelle von f: IRy — R, f(z) =exp(z) —2 —z, in

ein konvergentes Fixpunktproblem um.

1.4 Das Newton-Verfahren

1.4.1 Newton-Iteration, Konvergenz
Gegeben sei f : R" — IR". Gesucht ist eine Nullstelle x*. Wir setzen voraus

(i) f ist zweimal stetig differenzierbar;

(ii)) die Funktionalmatrix Df(x*) ist regulér.

Aus (i) folgt, dass f lokal gut durch eine lineare Abbildung beschrieben werden kann:
f(x+h) ~f(x)+ Df(x)-h, falls |h]<1.

Aus (ii) folgt, dass Df(x) regulér ist, falls x hinreichend nahe an x* liegt. In diesem Fall

ist die Tangente
T(y) :=f(x) + Df(x) - (y — %)
invertierbar und besitzt insbesondere eine eindeutig bestimmte Nullstelle

Y= x — (Df(x))"'£(x).

Das Newton-Verfahren ist ein Iterationsverfahren, welches bei gegebener Iterierter x*)
die neue Iterierte x**+1 als Nullstelle der Tangente durch x*) berechnet. Nach den obi-

gen Vorbemerkungen wird das Verfahren wie folgt beschrieben.

(1.4.1) Algorithmus (Newton-Verfahren): Gewéhlt sei ein hinreichend guter Start-

vektor x(9. Ist x(¥) gegeben, so definiere x**1) wie folgt.
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E |0 1 2 3
2® | 1.0... 0.905... 0.90001... 0.90000000001...

Tabelle 1: Berechnung von /0.81 mit dem Newton-Verfahren

S1  Berechne f(x*)) und die Funktionalmatrix Df(x(*)).
S2 Berechne die Losung s des linearen Gleichungssystems Df(x*)) . s = —f(x(®).
S3  Definiere x*+1) .= x(¥) 4 5.

(1.4.2) Beispiele: (a) Gesucht ist eine numerische Naherung von y/a, a > 0. Offenbar
ist z* = y/a eine Nullstelle der Funktion f(z) = 2* — a. Das Newton-Verfahren liefert

als Iterationsvorschrift:

(k)2 _ 1
ki) _ oy @) —a 1ogy o a
=T oy \ T T )

Ein Zahlenbeispiel fiir @ = 0.81 und (¥ = 1.0 ist in Tabelle 2 angegeben.
(b) Gesucht ist eine Nullstelle z* der Funktion

Fag) = ( rexp(y) - 1 )

sin(x) — y
Die Jacobi-Matrix von f ist

exp(y) wexp(y) ) ‘

cos(x) -1

Df(ﬂf,y) = (

Mit dem Startwert

liefert das Newton-Verfahren die folgenden Werte.
MY (o 1o (-1
() = ()0 ()
z®? B 1 exp(l) exp(1) - exp(l) =1 ) [ 0.693...
( Y@ ) - ( 1 ) - ( cos(1) -1 ) ( sin(1) — 1 ) B ( 0.675... ) ’
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«®\ [ 0.578713...
y®) 0.546947... |

Dieser letzte Wert hat den Funktionswert f(z®, y®) = (0 —1.15E-7 )7 und ist eine
sehr gute Ndherung der gesuchten Nullstelle.
(c) Gesucht ist das Maximum der Funktion H : R* — IR,

H(z,y) = —5z* +2(z — 1)*(y + 1) — 100y°.

Eine notwendige Bedingung, dass das Maximum im Punkt (z*,y*)T angenommen wird,
ist, dass die partiellen Ableitungen

OH (z*,y") OH (z*,y")
- 9r und Oy

verschwinden. Gesucht ist damit eine Nullstelle der Funktion

OH (z* y*) ) B ( —202° + 6(z — 1)*(y + 1) )

(z,9) oGz ") 2(z — 1) — 200y

Diese kann mit Hilfe des Newton-Verfahrens berechnet werden.

Zur Konvergenz des Newton-Verfahrens veweisen wir das folgende Ergebnis im skalaren
Fall (n =1).

(1.4.3) Satz: D = (a,b) sei ein nicht-leeres offenes Intervall auf IR. D sei der Abschluss.
Es sei f: D — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit inf, 5| f'(z)] > 0

und sup, .5 | f”(x)| < oo. Wir definieren

g
w = S,UPDiW. (1.12)
infz | f/|

x* € D sei Nullstelle von f; p € (0,2/w) sei so gewéhlt, dass
B,(z*)={x e R: |z —2"| <p} CD. (1.13)

Es seien 29 € B,(z*) und 2® die Iterierten des Newton-Verfahrens. Dann gilt:
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(a) Fiir alle k € N ist z®) € B,(z*).
(b) BEsist limy 2 = z*.

(c) Es gilt

gD x| < (1.14)

| &

(d) 2" ist die einzige Nullstelle in By, (z*).

Beweis: Induktionsbeweis zu (a), (b) und (c): Sei z*) € B,(z*). Nach Definition des

Newton-Verfahrens ist
a® ) g = g8 g F (B (W), (1.15)

Die Taylorentwicklung von f(z*) = 0 um ) ergibt mit einer geeigneten Zwischenstelle
ceD

(l’* o .T(k))Q
fa) = fa®) + (@ —a®) - f'(a®) + 5 (&), (1.16)
also
f(ﬂv(k)) _ (k) * f"(€) (k) #\2
Eingesetzt in das Newton-Verfahren folgt mit der Definition von w
2
’$(k+1) —x| < % ‘x(k) —a' . (1.18)
amit 1st der Induktionsschritt fiir (c¢) gezeigt. Mit q 1= pw/2 < 11t aublerdem
Damit ist der Indukti hritt fiir (c) gezeigt. Mit ¢ := pw/2 < 1 gilt auBerd
‘x(k“) — 2% <q- ’x(k) — x|, (1.19)

Also ist einerseits 2+ € B,(z*) und andererseits 2®) — 2* eine Nullfolge, womit (a)
und (b) gezeigt sind.
Zu (d): Sei x** € By, (x*) eine weitere Nullstelle von f. Ersetzen wir in allen obigen

Rechnungen #*) und z**Y durch z**, (warum ist das sinnvoll ?) so folgt
™ — 2| < q- |z — 27 (1.20)

mit ¢ < 1, also ™ = z*. O
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(1.4.4) Beispiel: Das Polynom f(r) = 2% — 3z + 1 hat im Intervall D = [\/2,2] eine
Nullstelle z*. Wie grof§ darf p gewihlt werden, damit fiir Startwerte (¥ € B,(z*) das
Newton-Verfahren konvergiert?

Abgeschitzt werden miissen supy | f”| und inf | f'|. Offenbar ist supy | f”| = supp 62 =
12. AuBerdem ist f’(z) = 3z?—3 in D monoton wachsend (Begriindung?), also inf5 | f/| >
3. Das ergibt einen Wert w = 4. Der Satz erfordert damit eine Genauigkeit des Start-

werts von |7 — 2*| < 2/w = 0.5.

(1.4.5) Bemerkungen: (a) Wir fassen die Ergebnisse des Satzes damit zusammen,
dass das Newton-Verfahren lokal quadratisch konvergent ist. Die quadratische Kon-
vergenz ergibt sich aus Teil (c¢) des Satzes. Das Verfahren konvergiert allerdings nur bei
hinreichend gutem Startwert, daher der Zusatz “lokal”.

(b) Die Ergebnisse lassen sich iibertragen auf Systeme. Man sehe hierzu das Vorlesungs-

skript.
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2 Interpolation und Approximation

2.1 Polynominterpolation

In diesem Kapitel geht es um die Frage, wie Funktionen rekonstuiert werden kénnen,

von welchen nur gewisse Funktionswerte bekannt sind. Anwendungen sind z.B.:

—  Aus Messungen im Labor sind nur diskrete Werte f(t1), f(t2), ... bekannt;
— Funktionswerte einer Funktion sind tabellarisch aufgelistet;

— eine kontinuierliche Funktion soll abgespeichert und spéter rekonstruiert werden.

2.1.1 Das einfache Interpolationsproblem

Gegeben sei ein Funktionenraum ). Weiter seien Knoten ¢ty < ... < t,, und Funktions-
werte fo, ..., fn gegeben. Das Interpolationsproblem in V lautet: Finde eine Funktion

P(t) € V, welches die Interpolationseigenschaft erfiillt:

(2.1.1) Definition: Ein System (bo, ..., b,) von Funktionen in V heifit IP-System zu
den Knoten tg, ..., t,, falls gilt

bi(t;) =

1 falls i=j
0 sonst

Der von by, ..., b, aufgespannte Raum
V,, = span(by, . .., b,)
heifit der IP-Unterraum von V zur Basis by, ..., b,.

(2.1.2) Satz: In V), gibt es genau eine Losung des IP-Problems. Diese ist gegeben durch

P() = Y fibi(o).
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Beweis: Nach Definition der b; ist P(t) offenbar Losung des IP-Problems. Ist Q(t) =
T_oAjbj(t) eine weitere Losung des IP-Problems, so folgt fiir alle ¢ = 0,...,n aus
Q(t;) = f; und den Eigenschaften der b; die Beziehung \; = f;. O

(2.1.3) Beispiele: Als Funktionenraum V kénnen wir z.B. die Menge der stetigen Funk-
tionen auf [to, t,] wéhlen.

(a) Polynominterpolation: Ein IP-System wird gebildet durch die Lagrange-Polynome

not—t

Li(t) :== .
jl;[) ti — 1y
i

(b) Bandbegrenzte Interpolation: Die Funktionen des IP-Systems sind

Diese Funktionen werden vor allem in der Elektrotechnik héufig benutzt zur Interpola-
tion (Stichwort Abtastreihe).

2.2 Lagrange-Interpolation

Im Folgenden seien L; die Lagrangepolynome zu den Knoten g, ..., %,, und

V, =span(Lg,...,Ly).

(2.2.4) Lemma: Es ist
V,, = P, = Menge der Polynome vom Grad < n.

{L;|i =0,...,n} ist eine Basis von P,.

Beweis: Offenbar liegen alle L; in P,; damit ist V,, C P,.. Die L; sind (als Funktionen

auf [to, t,]) linear unabhéngig, denn: Sei
> ¢iLi(t) =0 fiir alle ¢ € [to, tn).
=0

Wegen L;(t;) = d;; folgt dann aber

Z Cij(ti) = C; = 0 firalle te [to,tn] (21)
j=0



2 INTERPOLATION UND APPROXIMATION 18

Damit ist {L;|i = 0,...,n} ist eine Basis von V,, dimV,, = n + 1. Da auflerdem gilt
dimP,, = n + 1 (Beweis?), folgt V, = P,. O

Zusammen mit Satz (3.1.2) erhalten wir

(2.2.5) Folgerung: Es gibt genau ein Polynom P(t) € P, welches die Interpolations-
bedingungen (1.1) erfiillt. (Dieses wird das Interpolationspoynom genannt.) Es ist

gegeben durch

(2.2.6) Beispiele: (a) Die zu den Knoten ¢y = 0, t; = 1, t5 = 3 und t3 = 4 gehorigen

Lagrange-Polynome sind

Lo(t) = —112(t—1)(t—3)(t—4):—112(t3—8t2+19t—12),
Li(t) = ét(t —3)(t—4) = é(tS — Tt? 4+ 12),

Lo(t) — —ét(t—l)(t—4):—é(t3—5t2+4t),

Ly(t) — 11215(75—1)(75—3):112(t3—4t2+3t).

Das Interpolationspolynom zu den Werten fo =1, f; =0, fo = —1 und f3 = 2 ist
1
P(t) = Lo(t) = La(t) + 2Ls(t) = 5 (3t* = 10¢* — 5t + 12).

(b) Der Wert sin(66.3°) soll bestimmt werden. In einem Tafelwerk finden wir die tabel-

lierten Werte

sin(60°) = 0.866025
sin(65°) = 0.906308
sin(70°) = 0.939693
sin(75°) = 0.965926.

(i) Das lineare Interpolationspolynom zu den Knoten ¢; = 65 und ¢y = 70 ist

Py (t) = 0.0066770000 - t 4 0.47230300
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und liefert
sin(66.3°) ~ P;(66.3) = 0.914988.

(ii) Das Interpolationspolynom Pj(t) dritten Grades zu den Knoten ¢, = 60, t; = 65,
to = 70 und t3 = 75 ist

Ps(t) = —0.33866667 - 10~%* — 0.71920000 - 10~*#* + 0.021017467 - t — 0.062959000.
Dies fiihrt auf die Approximation
sin(66.3°) ~ P5(66.3) = 0.915662

Zum Vergleich: Der exakte Wert ist sin(66.3°) = 0.91566259... .

Wir untersuchen zunéchst die Kondition des Interpolationsproblems. Hierbei geht es
nicht um die Frage, wie genau ein Funktionsverlauf durch Interpolation rekonstruiert
werden kann (dies geschieht in Abschnitt 1.3), sondern darum, wie stark sich Run-
dungsfehler auf das Ergebnis auswirken. Zunéchst fassen wir die Knoten ¢; und die

Funktionswerte f; zu Vektoren zusammen:

t .= (to,...,tn)T, f.= (f(),...,fn)T.

Im Folgenden werde t als Folge paarweise unterschiedlicher Punkte festgehalten. Es
bezeichne P[f](t) das nach Satz [1.3] eindeutige Interpolationspolynom zu den Werten
f. Aus der Darstellung (1.2) fiir das Interpolationspolynom folgt, dass die Abbildung
P[] : R™" — P, linear ist. Hieraus folgt: Wird der Vektor f durch Rundungsfehler
h = (hg,...,h,)" gestort, so hat dies den Fehler

P[f + h] — P[f] = P[h] (2.2)

zur Folge. Zur Untersuchung des Rundungsfehlereinflusses muss also nur P[h| betrachtet

werden. Wir fiithren die beiden folgenden Maximumnormen ein:

e = max |hi, (2:3)
I Pla] flo := sup [P[h](t)]. (2:4)
tela,b]

Die absolute Kondition beziiglich der Maximumnorm ist definiert durch

SR 1L

(2.5)
he]Rn+1 ||h||00
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n | dquidistante Knoten | Tschebyscheff-Knoten
5 3.106 2.104
10 29.890 2.489
15 512.052 2.728
20 10986.533 2.901

Tabelle 2: Lebesgue-Konstante A,

Diese kann mit Hilfe der Lagrange-Polynome wie folgt beschrieben werden.

(2.2.7) Satz: Es seien a <ty < --- < t,, < b paarweise verschiedene Knoten und L;,,

1t =0,...,n die zugehdrigen Lagrange-Polynome. Dann gilt
Fabs = 2% 2 Z [ Lin(t) (2.6)

Beweis: Zur Abkiirzung definieren wir

(A, heiit auch “Lebesgue-Konstante”.) Wir haben zunéchst zu zeigen, dass kg < Ay
Dies folgt aus

n

Z | < HhHoo n - (2'7)

1=0

Es sei nun t* € [a, b] der Wert, an dem -7 | Ly, (¢)| sein Maximum annimmt. Definieren

wir den speziellen Vektor h* durch
h} = sign(L,(t")),

so ist ||h*||cc = 1 und

I P[] [[oo = [P[b](%)] = Xn: [Lin()| = Ane O

1=0

(2.2.8) Beispiel: Die Kondition x,},q héingt wesentlich von der Wahl der Knoten ab.
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Tabelle 1 gibt fiir das Intervall [—1, 1] fiir verschiedene n die Lebesgue-Konstante an. Als
Knoten wurden hierbei einmal dquidistante Knoten t; = (2i+1)/(n+1)—1 gewihlt, und
andererseits zum Vergleich die sog. Tschebyscheff-Knoten t; = cos(m- (2i+1)/(2n +2)).
(Als Begriindung fiir die Wahl der Tschebyscheff-Knoten vgl. Abschnitt 1.4.)

Sollen von einem Interpolationspolynom P(.) nur einzelne Werte P(t) berechnet wer-
den, so ist es nicht notig, die Koeffizienten des Polynoms zu berechnen. Numerisch
giinstiger ist die Anwendung des Schemas von Aitken-Neville. Grundlage hierfiir ist das
folgende Ergebnis. Es seien die Knoten t und die Funktionswerte f fest vorgegeben;
PIf] bezeichne wie vorher das zugehorige Interpolationspolynom n-ten Grades. Des wei-
teren bezeichne P[f|f;] das Interpolationspolynom n — 1-ten Grades zu den n Paaren
(to, fo)s- - (tic1, fic1), (tixt, fix1),- -, (tn, fn). Das folgende Lemma zeigt, dass sich P|[f]

rekursiv aus Interpolationspolynomen niedrigeren Grades aufbauen lasst.

(2.2.9) Lemma: Fir P[f] gilt die Rekursionsformel

(to — t) P[f[to] (t) — (tn — t) P[F|Ea](t)
to — tn

PIf|(t) =

Beweis: Zur Abkiirzung definieren wir

(to — 1) PIflto](t) — (ta — ) PIE]ta) (1)

(1) := P—

Offenbar ist ¢ € P,,. Aulerdem ist
¢(to) = PIf]tn](t0) = fo,
¢(tn) = PE[o](ta) = fa,

und firi=1,...,n —1 gilt

(to —ts) fi — (tn — i) fi
tO - tn)

o(ti) = = fi

Damit ist ¢ = P[f]. O

Beriicksichtigt man nun, dass auch die Polynome P[f|t;] auf Polynome niedrigeren Gra-
des zuriickgefiihrt werden kénnen, so ergibt sich schliellich das folgende Rekursionsver-

fahrens.
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(2.2.10) Schema von Aitken-Neville: Berechne die Werte 7, k =0...n,i =Fk...n

nach dem Schema

Jo = Too
N\
J1 = To — T
fnfl = Tp-10 — Tp-11 — = —7 Tp_1n-1
N\ N\ N\ N\
In = Tno — Tl — = Tpn-1 — Tnn

wobei die 7, fiir £ > 1 aus den Werten der vorhergehenden Spalte bestimmt werden

nach der Rekursionsformel
(t —tick)Tig—1 + (& — O)Ti—1 1
ti —lik
t—t;
bi —tik

Tk =

k-1t (T k—1 — Tim1k—1)-

Dann ist P(t) = .5

(2.2.11) Beispiel: Der Wert P5(66.3) des Beispiels [1.4](b) folgt somit aus dem Schema

sin(60°) = 0.866025

sin(65°) = 0.906308 0.9167816

sin(70°) = 0.939693 0.9149881 0.9156517

sin(75°) = 0.965926 0.9202806 0.9156761 0.9156619.

Aus dem Schema von Aitken-Neville kann man sich leicht den folgenden Algorithmus

herleiten.

(2.2.12) Algorithmus zum Schema von Aitken-Neville:
(S1) Fir k= 0(1)n: Setze pg := f.
(S2) Furk=1(1)n
Fiir i = n(—1)k:
Setze p; == p; + (t —t;) - (pi — pi—1)/(ti — tii).

5Die Werte 7y, sind die Werte des Interpolationspolynoms zu den Knoten tg, ..., an der Stelle .
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2.3 Das erweiterte Interpolationsproblem

Wir wollen nun das Interpolationsproblem verallgemeinern und aufler Funktionswerten
fi auch Ableitungen fi(l) an den Knoten t; vorschreiben. Diese Art der Polynominterpola-
tion heifit Hermite-Interpolation. Anstelle einer strikt wachsenden Folge von Knoten
tg <ty < ---lassen wir nun gleiche Knoten zu: ty <t¢; < ---. Werden an einem Knoten

(k)

auBer dem Funktionswert f; auch die Ableitungen f/, ..., f;"’ vorgeschrieben, so muss

1

dieser Knoten k£ + 1-mal in der Knotenfolge auftreten. Wir definieren

di = maX{j : tz = tjfz}

Beispiel: Zu den Knoten 79 < 77 < 1 < 73 seien die Werte f(79), f'(70), f(11), f'(11),
1" (m1), f(m2), f(73) und f'(13) vorgegeben. Hieraus ergibt sich mit ¢, = 79, to = 71,

ts = 7, tg = 13 die folgende Knotenfolge fiir die Hermite-Interpolation.

Ti 70 70 1 1 1 2 T3 73
i to = t1 < to = t3 = t4 < ts < te = t7
d; 0 1 0 1 2 0 0 1

& | f(70) f'(10) f(m) fi(m) f"(m1) f(72) f(73) f(73)

Definieren wir nun € = (&, ...,&,)T mit & = fi(di) und die Abbildungen
,ui:Pn—>lR, ,UZ(P):P(dZ)OfZ), izO,...,n
so lautet das neue Interpolationsproblem

(2.3.13) Aufgabe der Hermite-Interpolation: Finde P € P, mit

pi(P) = &. (28)

Die Losung P =: P({|tg, ..., t,) heift Hermite-Interpolierende zu den Daten £ an

den Knoten ¢;.
Ahnlich wie in Satz [1.1] kann gezeigt werden

(2.3.14) Satz: Zu jedem Vektor ¢ € IR"™ und zu jeder monotonen Knotenfolge

a:tgétlggtn:b



2 INTERPOLATION UND APPROXIMATION 24

gibt es genau eine Hermite-Interpolierende P(|to, ..., t,).

(2.3.15) Spezialfille: (a) Im Falle paarweise verschiedener Knoten ¢; entspricht die
Hermite-Interpolation der Interpolation des Abschnitts 1.1.
(b) Der Fall ty = t; = --- = t,, fithrt auf die Taylor-Interpolation. Die zugehorige
Hermite-Interpolierende ist die abgeschnittene Taylorreihe

P(&lty, ... tn 2:

t—m

(c) Kubische Hermite-Interpolation: Hierbei ist n = 3; an den Knoten 79 < 7y seien
die Funktionswerte f; sowie die ersten Ableitungen f! vorgegeben. Zur Konstruktion
der Hermite-Interpolierenden wird zunéchst die kubische Hermite-Basis {H,, ..., Hs}

konstruiert. Diese ist eindeutig bestimmt durch die folgenden Vorgaben.

Hi(ro) Hi(r) Hi(m) Hi(m)
i=0 1 0 0 0
i=1 0 1 0 0
i=2 0 0 1 0
i=3 0 0 0 1

P(f|t0,---7t3)=Z§i'Hi : (2.9)

(2.3.16) Beispiel: Gesucht ist die Hermite-Interpolierende, welche an den Knoten 75 =
0 und 7, = 7 die selben Funktionswerte und die selben ersten Ableitungen hat wie sin(t).

Offenbar sind die Knotenfolge t und die Folge ¢ gegeben durch
=(0,0,m,m)",  £=1(0,1,0,-1)7,
und fiir die Interpolierende gilt nach (1.11) die Darstellung
P(E[t)(t) = Hy(t) — Ha(t).

H, und Hj sind Polynome dritten Grades. H; ergibt sich aus den Bedingungen H;(0) =
Hy(m) = H{(m) =0 und H{(0) =1 als
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Entsprechend folgt Hs aus H3(0) = Hs(m) = H(0) = 0 und Hi(w) = 1,

Hylt) = &= 22 (t— )

2
Damit ist die Hermite-Interpolierende

PERH = 5 [t (—mP =2 (= m)] ==t (6 =)

Zur Losung des Interpolationsproblems fithren wir eine weitere Basis von P, ein. Die
Menge {wy, . ..,w,}, welche definiert ist durch

i—1

wo(t) :==1, wi(t) == JJ(t—t;) (wi € P)

j=0
heifit Newton-Basis. (Wieso ist dies eine Basis des P, ?7)
Der fithrende Koeffizient a,, des Interpolationspolynoms
P(lto, ... ty) = ant” + ap_1t" " 4+ 4 ag
zu den Knoten tg < t; < --- <, heifit n-te dividierte Differenz und wird mit
Elto, - ta] = ay

bezeichnet.

(2.3.17) Satz: Beziiglich der Newton-Basis besitzt P(¢|t,. .., t,) die Darstellung

n

=0

Beweis durch Induktion: Fiir n = 0 ist die Aussage richtig.

Es gelte

n—1
Pn—l = P(go, ce 7$n—1|t07 N ;tn—l) = Z f[to, PN ,t,] s Wy
i=0
Wir fiigen den zusétzlichen Knoten ¢, hinzu und erhalten

Pn<t) = £[t07 <. 7tn] " + anltnil + -4 ag
= Ellor ot walD) + Quar ()
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mit einem Polynom @Q,,_; € P,_1. Daw,(t) an den Knoten ¢;,7 =0, ...,n—1 verschwin-
det, ist

anl = Pn - f[t07 oo 7tn] : wn(t)
das Interpolationspolynom zu den Knoten ty,...,t,_1, also Q,_1 = P,,_1. O
Ahnlich wie Funktionswerte des Interpolationspolynoms mit Hilfe des Aitken-Neville-

Schemas kénnen die dividierten Differenzen rekursiv durch das folgende Schema berech-

net werden.

(2.3.18) Berechnung der dividierten Differenzen: Die Berechnung erfolgt durch

das Schema

&o = {[to]

N\
§1-a; = (] — &t t]
$nt-dpy = Eltna] — Lt tna] — o — lto, .. th]

N\ N N\ N\
$na, = (Lt — ot — 0 — &, th] — o, )
mit den folgenden “Rechenregeln”.
(a) Fiir zusammenfallende Knoten ¢, = -+ - =t ist

Elths - tig] = &;Trl

(b) Ist t; # t;, so gilt die Rekursionsformel

~

to, .oy tis o ta] —Eltos oty
£[t0a7tn]:5[ o ’ ] 6[0 J ] P
ti —t;

wobei “f,” bedeutet, dass der Knoten ¢, und in der Liste £ = (&), ...,&,)" die Kompo-

nente & gestrichen werden.
Beweis: (a) Ist ¢, = -+ = t4, so ist nach [1.14](b)

l _ J
P&, Chptlti, - o) (8) =D (tj!tk)fkﬂ' ;
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insbesondere ist der fithrende Koeffizient gleich & /!
(b) Ist t; # t;, so gilt

(ti —)P(Eltr, .. b, tn) — (5 — ) P(Eltr, ..ty )

? J

(Begriindung?) Hieraus folgt die Darstellung fiir den fiihrenden Koeffizienten. O

(2.3.19) Beispiele: (a) Das Schema fiir das Beispiel [1.15] lautet

[0]

[0 1

o 0 —1/x
0 [-1] -1/ 0

wobei die in eckige Klammern gesetzten Werte durch die Regel (a), die anderen durch

die Regel (b) berechnet wurden. Damit ist die Hermite-Interpolierende gegeben durch

P(§|t):0-1—1—1-t—1/7r-t2—|—0-t2-(t—7r):—71T-t(t—ﬂ)

(b) Zu den Vorgaben des Interpolationsproblems [1.15] soll hinzugefiigt werden: P(7/6) =
P(5-m/6) = 0.5. Hieraus ergibt sich das folgende Schema.

tr=0 | [0] []
ty=m/6 | [0.5] 3/m —6/m+ 18/7>
ts = 5m/6 | [0.5] 0 —18/57T2 36/57T2 — 648/257r3
ty=m 0] —=3/m —18/571'2 0 —36/5773 + 648/25#4
ts =m o [—-1] —-6/7+ 18/7T2 —36/57T2 + 648/25%3 —36/5#3 + 648/25#4 0
Damit ist
6(3—m) 36(5bm — 18) 36(bm — 18)
P(€|t)(t) = 1- wl(t) + T : wg(t) + Wﬁdg(t) - WC&;@)

= t+0.016104 - t? — 0.212895 - t* + 0.033883 - t*

(c) Die Exponentialfunktion soll in der Ndhe von ¢ = 0 durch ein Polynom P(t) ap-
proximiert werden. Dieses Polynom soll moglichst niedrigen Grades sein und definiert
durch die Bedingungen P(—1) = 1/e, P(0) = P'(0) = P"(0) = 1 sowie P(1) = e. Aus
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dem Schema

to=—1|[1/¢]
ti1=0 | [1] (e—=1)/e
ta=0 | [1] 1] 1/e
ts =0 | [1] [ /2 (e—2)/2
ts=0 | [1] a2 e (3-e)/3e
ts=1 | [ e—1 e—2 e—5/2 e—8/3 05-(e—1/e—7/3)
folgt
P(t) = i+ (1-(1) (t+1)+i(t+1)t+ (;—i) (t+1)t* + (i—é) (t+1)t°
+0.5 - <e - i - ;) (t —1)t*

= 1+1t+ 0.5t + 0.166667t> + 0.043081t* + 0.008535¢°

(2.3.20) Ubung: Uberpriifen Sie: Ist es im Fall paarweise verschiedener Knoten t;
wichtig, die Knoten in wachsender Reihenfolge anzuordnen? Was ergibt sich hieraus,
wenn zum bereits berechneten Interpolationspolynom ein weiterer Knoten hinzugefiigt

werden soll?

2.4 Approximationsfehler

Bisher haben wir die Werte & = (&, ...,&,)7 immer als isoliert vorgegeben gedacht.
Jetzt wollen wir dies leicht modifizieren. Wir stellen uns eine Knotenfolge a = ¢, <
-+» <'t, = b und eine hinreichend glatte Funktion f : [a,b] — IR vor und fragen uns, wie
gut diese Funktion durch das zugehorige Interpolationspolynom im gesamten Intervall
[a, b] approximiert wird. Letzteres ist durch das eindeutig bestimmte Polynom P € P,
definiert, welches die Aufgabe [1.12] 16st, wobei & = f(49)(t;). Dieses Polynom werde im
Folgenden auch mit P[f|t] bezeichnet, wobei f = (f(@)(ty), ..., fld)(t, ).

(2.4.21) Spezialfall: Fiir den Spezialfall ¢ty = - -+ = ¢,, und fiir mindestens n + 1-mal
stetig differenzierbare Funktionen f kann der Approximationsfehler f(¢)— PIf|t](¢) leicht
aus den bisher bekannten Ergebnissen der Analysis hergeleitet werden. Laut [1.14](b)
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ist ndmlich das Interpolationspolynom gegeben als abgeschnittene Taylorreihe

PIf|t](t Z

(t— to)’

Andererseits besagt die bekannte Restgliedformel fiir die Taylorreihe, dass

¢ F@)
55 [l

t—to) +

mit einer geeigneten Stelle 7 zwischen ¢y und ¢. Beriicksichtigen wir nun noch, dass in

n+1

unserem Spezialfall gilt (t — )" = w,41(t), so lédsst sich der Approximationsfehler

darstellen durch

F ()

f(t) — PIf|t](t) = CE

“wy1(t) (2.11)

Wir werden im Folgenden zumindest skizzieren, dass sich die Formel (1.13) auf den all-

gemeinen Fall iibertragen lésst.

(2.4.22) Lemma: Fiirt ¢ {t, ..., t,} und fiir die erweiterten Vektoren t = (o, ..., t,, )7
sowie € = (€, -, &, [(1))7 gilt

f@t) = PEEIE) +Elto, - o, 1] - wnga (2).

Beweis: Nach Satz [1.16] ist

P[f|t](t) = Zg[to, oot wi(t)
und das Polynom
P,i1(s) := P[f|t](s) + &[to, - - -, tn, t] - w1 (8)

ist das Interpolationspolynom von f zu den Knoten t. Insbesondere ist

Boa(t) = f(t). O

Eine Art Mittelwertsatz liegt der folgenden Darstellungsformel fiir dividierte Differenzen
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zugrunde; wir wollen sie hier nicht beweisen, da hierzu die Berechnung héherdimensio-

naler Integrale benétigt wird.®

(2.4.23) Lemma: Fiir beliebige n € IN und Knotenfolgen a = to < --- < ¢, = b

existieren Zwischenwerte 7 € [a, b] mit

_ )

n!

Elto, .-, tn]

Als zentrales Ergebnis folgt aus den Lemmata [1.21] und [1.22]

(2.4.24) Satz: Ist f : [a,b] — IR n + 1-mal stetig differenzierbar, so gilt fiir den Ap-
proximationsfehler der Hermite-Interpolierenden die Darstellung

£ ()

() =PI = Ty

*Wntl (t)

mit einer geeigneten Zwischenstelle 7 € [a, b].

(2.4.25) Ubung: (a) Plotten Sie w,(t) fiir n = 5, 10, 20 fiir

(i) dquidistante, (ii) Tschebyscheff-Knoten.

(b) Die Funktion sin(¢) sei im Intervall [60°,75°] an n + 1 dquidistanten Stiitzstellen
gegeben. Plotten Sie mit Hilfe eines Grafikprogramms die Interpolationspolynome, die

Interpolationsfehler sowie die Polynome w,1(t) fiir n = 4,6, 8, 10.

2.5 Tschebyscheff-Interpolation

Interpolationspolynome hohen Grades zu dquidistanten Stiitzstellen sind praktisch un-
brauchbar, da diese starke Oszillationen aufweisen. Die Oszillationen stehen gemifl Satz
[1.23] im Zusammenhang mit dem Verhalten der Polynome w,, () in der Nahe der Rédnder
(vgl. Ubung [1.24](a)). Die Untersuchung der Frage, wie die Knoten t, . . ., t, anzuord-
nen sind, damit

Lt
Spax, |wnt1(t)]

moglichst klein wird, fithrt auf die Tschebyscheff-Polynome.

SEin Beweis findet sich in P. Deuflhard/ A. Hohmann: Numerische Mathematik I, Satz 7.12 sowie
Folgerung 7.13.
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(2.5.26) Definition: Die Funktion 7,, : [-1,1] — R,
T, (t) = cos(n - arccos(t))
heifit das Tschebyscheff-Polynom n-ten Grades.

Zunéchst einmal ist nicht klar, wieso 7T;, ein Polynom sein soll. Dies und weitere Eigen-
schaften werden in Satz [1.27] gezeigt. Zunéchst wird eine wichtige Rekursionseigenschaft

bewiesen.

(2.5.27) Hilfssatz: Es ist
T()(t) =1 und T1 (t) =1.
Fiir n > 1 gilt die Drei-Term-Rekursion

Toir(t) = 2T () — Tor (1), (2.12)

Beweis: Die Aussagen fiir n = 0 und n = 1 folgen aus den wohlbekannten Beziehungen
cos(0) =1, cos(arccos(t)) = t.

Zur Herleitung der Drei-Term-Rekursion bendtigen wir das Additionstheorem fiir den

Kosinus,
cos(a £ b) = cos(a) cos(b) F sin(a) sin(b).
Mit a = n - arccos(t) und b = arccos(t) folgt

cos((n + 1) arccos(t)) = cos(n - arccos(t)) cos(arccos(t)) — sin(n - arccos(t)) sin(arccos(t)),

cos((n — 1) arccos(t)) = cos(n - arccos(t)) cos(arccos(t)) + sin(n - arccos(t)) sin(arccos(t)).
Aufsummieren der beiden Gleichungen ergibt
cos((n + 1) - arccos(t)) + cos((n — 1) arccos(t)) = 2t cos(n - arccos(t)).

Hieraus folgt die Drei-Term-Rekursion. O
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(2.5.28) Satz: Die Tschebyscheff-Polynome erfiillen fiir ¢ € [—1, 1] die folgenden Ei-
genschaften.

(a) T}, ist ein Polynom n-ten Grades und ist damit darstellbar in der Form
T,(t) = alt" + " + -+ alt + al".

(b) Fiir die fithrenden Koeffizienten gilt

(¢) T, ist beschréankt durch 1:

max [T, (t)] = 1.

te[—1,1]

(d) T, hat die n paarweise verschiedenen Nullstellen

(n) 2%k — 1
ty = : k=1,...,n.
k COS( on 7T>, s ,n

Beweis: Zu (a), (b): Fiir n = 0 und n = 1 wurden die Aussagen im Hilfssatz [1.26]
gezeigt. Der Beweis fiir n > 1 folgt durch vollstéindige Induktion aus der Drei-Term-
Rekursion.

Zu (c): Die Funktionswerte von T, sind Werte der Kosinus-Funktion und daher durch 1

beschrénkt. An den Stellen cos(km/n) nimmt |7,,| den Wert 1 an.
Zu (d):
) - B (- ) o
Tn<tk)—cos<n o =cos | |k 5) ™ =0.

(2.5.29) Bemerkung: Mit Hilfe des Hilfssatzes [1.26] konnen die Tschebyscheff-Polynome

leicht berechnet werden. Es ist

To(t) = 1
Ty(t) = t
Th(t) = 2t — 1
T3(t) = 43 — 3t
Ty(t) = 8t* =82 +1
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Werden die Nullstellen t,(f) des n-ten Tschebyscheff-Polynoms als Knoten zur Interpola-
tion gewéhlt, so konnen die Interpolationsfehler nicht grof werden; aus dem Satz [1.27]

folgt namlich
(2.5.30) Folgerung: t\" seien die Nullstellen von 7,, aus Satz [1.27)(d). Dann gilt fiir

w(t) = ﬁ(t — ("

k=

[y

die Abschéitzung

1
2n—1‘

w(t)] <

Dass Tschebyscheff-Knoten optimal sind, ergibt sich aus dem folgenden Resultat.

(2.5.31) Satz: Jedes Polynom P € P, mit fithrendem Koeffizienten a,, # 0 nimmt
im Intervall [—1,1] einen Wert vom Betrag > |a,|/2""! an. Insbesondere sind die
Tschebyscheff-Polynome minimal beziiglich der Maximumnorm || f |l = maxye—1,1 | f(2)]

unter den Polynomen in P, mit fithrendem Koeffizienten 271,

Beweis: P € P, sei ein Polynom mit fiihrendem Koeffizienten a_2""!.
Annahme: |P(t)| < 1 fir alle ¢t € [—1,1].
Es ist T,, — P € P,,_1; weiterhin gilt fiir Z = cos(km/n)

Tn<lf2k> = 1, P<f2k> < 1,
To(Topsr) = —1, P(Zopt1) > —1.

Hieraus folgt
P(fzk) — Tn(ffgk) <0 und P(f%—i-l) — Tn([iglﬁ_l) >0

Daher ist T,, — P an n 4+ 1 Tschebyscheff-Knoten abwechselnd positiv und negativ und
hat damit mindestens n Nullstellen in [—1, 1]. Dies ist aber im Widerspruch zu
0£1T,—PeP,.

Ist nun P ein beliebiges Polynom in P,, so ldsst sich die Aussage des Satzes durch

P :=(2""'/a,) - P auf den oben ausgefiihrten Fall zuriickfiihren. O
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3 Spline-Interpolation

3.1 Polynom-Splines

Die Idee der Spline-Interpolation ist es, das Interpolationsproblem nicht durch ein ein-
ziges Polynom vom Grad n zu lésen (da — wie wir gesehen haben — Polynome hohen
Grades zu starken Oszillationen neigen konnen), sondern durch eine moglichst glatte
Funktion, welche sich stiickweise aus Polynomen niedrigeren Grades zusammensetzt.

Die Vorgehensweise soll zunéchst an einem Beispiel demonstriert werden.

(3.1.1) Beispiel: Gegeben seien die Punktepaare (t;, f;), i = 0,...,3, mit den Werten
(to, fo) = (0, 1), (t1, f1) = (2,2), (t2, fo) = (3,0) und (t3, f3) = (5,0). Diese sollen durch
eine stetige zusammengesetzte Funktion P interpoliert werden, welche in jedem Inter-
Z(-k) k-ten Grades ist.

(a) £ = 1: Das Polynom Y 1. Grades durch die Punkte (t;, f;) und (ti11, fiv1) ist
gegeben durch die Gleichung

Pz('l)(t) —Ji _ Jit1 — fi'
t—t; Liv1 —

vall [t;, t;11] ein Polynom p

Hieraus folgt als interpolierende Funktion

0.5t +1 fir te|0,2]
Pi(t) =49 —2t+6 fir te[2,3]
0 fiir te 3,5

Diese Funktion ist stetig, in den Interpolationspunkten aber nicht differenzierbar.

(b) k = 2: Fiir das Polynom zweiten Grades in [¢;,?;;1] machen wir den Ansatz
pl@) (t) = at* + bt + c;.
Einsetzen der Interpolationsbedingungen
pz@)(ti) = fi, p§2)(ti+1) = fir
fithrt auf die 6 linearen Gleichungen fiir die 9 unbekannten Koeffizienten a;, b; und c¢;:

Cyo — 1, 4&0 + 2b0 +cop = 2, (31)
4&1 -+ 2b1 +c = 2, 9@1 + 3b1 +c = 0, (32)
9(1,2 + 3b2 + Cy = O, 25&2 + 5()2 + Cy = 0. (33)
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Fiir eine eindeutige Losung benotigen wir 3 weitere Bedingungen. Hiervon verwenden
wir zwei Bedingungen, um zu erreichen, dass die Funktion an den Interpolationspunkten

stetig differenzierbar ist. Dies wird erreicht durch die Bedingungen

dp” dp\’ o
W(tiﬂ) = dgrl (ti1) fir i=1,0,
also durch
40,0 + bg = 40,1 + bl, 6&1 + b1 = 6&2 + bg. (34)

Das immer noch unterbestimmte Gleichungssystem (4.6) - - - (4.9) kann nach einem freien

Parameter — z.B. ay — aufgelost werden:

bo = 05— 2&0, Ch —= 1,
a; = —2.5— 2&0, b1 = 105+ 10&0, T = -9 — 12@0,
Ay = 2.25 + ap, b2 = —18— 8(10, Cy = 33.75 + 15@0.

Beispielsweise erhalten wir fiir ap = 0 die Losung

0.5t +1 fir te]0,
Py(t) =< —2.5t2+10.5t -9 fiir te€(2,
2.25t% — 18t + 33.75 fiir ¢ € [3,5]

wéahrend die Wahl ay = 0.25 auf die Losung

0.25t> +1 fiir t€0,2]
Py(t) = ¢ —13t2 +13t — 12 fiir t € [2,3]
2.5t — 20t + 37.5 fiir t € [3,5]

fiihrt.

(3.1.2) Definition: a =ty < t; < --- < t, = b sei eine aufsteigende Folge von Knoten.
Ein Spline vom Grad £ ist eine (k — 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, welche

auf jedem der Intervalle [¢;,¢;11] ein Polynom (hochstens) k-ten Grades ist.

3.2 Kubische Splines

In der Praxis spielen kubische Splines P; eine wichtige Rolle. Zu ihrer Konstruktion

wéhlen wir fir die Intervalle [t;,¢,,1] den Ansatz

pP() = it —t:)* + Bt =t +ult —t) + 05, i=0,...n—1
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Die Koeffizienten ¢; folgen unmittelbar aus den Interpolationsbedingungen:

0 = fi.

Beziehungen zwischen den iibrigen Koeffizienten erhalten wir aus den Stetigkeitsbedin-

gungen fiir Ps(t), P4(t) und Pf(t) an den Knotenpunkten ¢;,;:

I aihi + Bih? +vihi + fi = fina (i=0,...,n—1),

wobei wir zur Abkiirzung definiert haben:
hi =ti1 — ;.

Mit Hilfe der Gleichungen I und 11 lassen sich die Groéfien «; und ~; durch §; und 341
ausdriicken gemaf3

6@+1 ﬁz

. fz+1 fz
(i) i = 3h,

. (i=0,....n—2). (3.6)

. h;
(ii) v = —E(ﬁiﬂ +26:) +
Einsetzen in I fiihrt schliefllich auf die n — 2 Gleichungen

rlﬁl + 2ﬁ1+1 + ( )52+2 = (Z = O? sy — 3) (37>

fiir die n Unbekannten 3;, wobei zur Abkiirzung

hi G = 3 _ five — fit1 B fiv1 = fi
hiv1+ hi’ " hi+hig Pita hi

Ty =

verwendet wurde. Beachten Sie, dass auch 7,_; mit Hilfe der Gleichung II (i =n — 2)

und der Beziehungen (4.11) durch die Koeffizienten (; beschrieben werden kann:

hn_ n—1 " Jn—
Yn—1 = T2<2ﬁn71 + Bn_2) + f;Lh (3.8)
n—2
Durch Einsetzen in I (i = n — 1) folgt auflerdem
2 1 hp1 + hyp
O‘n—lhi_l = _ﬁn—l (hn—l + 3hn—2> - gﬁn—th—Q + %Qn—l (39)

Damit konnen alle Koeffizienten berechnet werden, sobald die (3; bestimmt sind.

Fiir ein vollstdndiges Gleichungssystem fehlen zwei weitere Bedingungen, welche haufig

in Form zusétzlicher Randbedingungen ergénzt werden.



3 SPLINE-INTERPOLATION 37

A — Natiirliche Randbedingungen:

Hier wird gefordert, dass die zweiten Ableitungen der Spline-Funktion an den Rand-

punkten verschwinden.

Natiirliche Randbedingungen: (i) P"(a) = 0, (ii) P"(b) = 0.

Diese Randbedingungen fiihren auf das folgende diagonal dominante Tridiagonalsystem.

(3.2.3) Satz: Unter natiirlichen Randbedingungen ist der Vektor (31, ..., 3,-1)" Losung

des linearen Gleichungssystems

2 1—rg 0 5y %
T 2 1—r
0 T9 2
= (3.10)
1—r,_a 0
Tn—3 2 1—7r,_3
0 Th_o 2 Bn-1 n—2

Beweis: Bis auf die erste und letzte sind die Gleichungen des Systems (4.15) identisch
mit den Gleichungen (4.12) (i =1,...,n — 3).

Die natiirlichen Randbedingungen sind nach dem Ansatz fiir die Teilpolynome p(?’)

)

aqui-

valent zu

(1) ﬁo = O, (11) 3an—lhn—1 + ﬁn—l =0. (311)

Aus (4.16)(i) und der Gleichung (4.12) (i = 0) folgt die erste Gleichung des Systems
(4.15). Die letzte Gleichung folgt, wenn «,,—; mit Hilfe der Beziehung (4.16)(ii) aus Glei-
chung (4.14) eliminiert wird. O

B — Vollstédndige Randbedingungen

In diesem Fall werden Werte ¢,, ¢, fiir die Steigungen der Splinefunktion an den Rand-

punkten vorgegeben.

Vollstidndige Randbedingungen: (i) P'(a) = {,, (ii) P'(b) = {,.
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Zur Aufstellung des Gleichungssystems fithren wir zusétzlich zu den Unbekannten

0o, ..., Bn_1 eine weitere unbekannte Hilfsvariable

ﬁn = 3an71hn71 + ﬁnfl

ein. Wir erhalten wieder ein diagonal dominantes Tridiagonalsystem.

3.2.4) Satz: Unter vollstindigen Randbedingungen ist der Vektor (3, . .., 3,)? Losun
( g gung g

des linearen Gleichungssystems

2.1 0 b i (At )
ro 2 1—mrg . : o
0 2
1—17r,_3 0
Tr—2 2 1 =1y : Gn—2
0 1 2 B _hng,l (% - gb)

Beweis: Die Gleichungen 2---n — 1 entsprechen wieder den Gleichungen (4.12) (i =
0---n—3).

Die vollstéandigen Randbedingungen sind &quivalent zu den Bedingungen
(1) Yo = ga; (ll) 3Oén_1hi,1 -+ Qﬁn_lhn_l + TYn—1 = fb. (313)

Die Beziehung (4.18)(i) fithrt zusammen mit Gleichung (4.11)(ii) auf die erste Gleichung
von (4.17). Die n-te Gleichung folgt durch Einsetzen der Definition von 3, in (4.14).
Die Addition der Gleichungen (4.13) und (4.14) fiithrt auf die Beziehung

an—lhifl -+ Tn—1 + ﬁn—lhn—l = fnh_fn—l (314)
n—1
Einsetzen in die Randbedingung (4.18)(ii) fithrt (unter Beriicksichtigung der Definition

von f3,) auf die letzte Gleichung von (4.17). O
C — Periodische Randbedingungen

Ist fo = fn, so dienen periodische Randbedingungen zur Konstruktion einer Splinefunk-

tion, welche iiber das Intervall [a, b] hinaus periodisch fortgesetzt werden kann.
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Periodische Randbedingungen: (i) P'(a) = P'(b), (ii) P"(a) = P"(D).

Das hierdurch entstehende Gleichungssystem ist nun nicht mehr tridiagonal.

3.2.5) Satz: Unter periodischen Randbedingungen ist der Vektor (3, . .., Bn_1)" Losung
(

des linearen Gleichungssystems

2 1-— T_1 0 r_1 ﬁO

q-1
o 2 1—r9 - : 9
0 ™ 2
1-— Tn—4 0
Tn-3 2 I —rnp3 In—3
1-— T'n—2 0 Tn—2 2 ﬁn—l qn—2
(3.15)
wobei
I wnd gy = 3 (h—Jfo Ja—Jfa
- ho + hp—y - ho + hp—y ho Py '

Beweis: Die Gleichungen 1---n — 1 entsprechen den Gleichungen (4.12).
Die periodischen Randbedingungen sind dquivalent zu den Bedingungen an die Koeffi-

zienten,

(1) Yo = San—lhifl + 2ﬁn—1hn—1 + Yn—1, (11) ﬁO - 3an—1hn—1 + ﬁn—l‘ (316>

Die letzte Gleichung von (4.20) folgt durch Einsetzen von (4.14) in die Randbedingung
(4.21)(ii). Die Herleitung der ersten Gleichung von (4.20) erfolgt durch Einsetzen der
Beziehungen (4.19) und (4.21)(ii) sowie der Identitdten (4.11)(ii) und (4.13) fiir 7o und
Yn—1 in die Randbedingung (4.21)(i). O

Ubung: Zu den dquidistanten Stiitzstellen t; = 7 - /4,1 = 0,...,4, sollen kubische
Splinefunktionen fiir die Funktion sin(¢) konstruiert werden.
(i) Stellen Sie die Gleichungssysteme fiir natiirliche und fiir vollstandige Randbedingun-

gen auf und 16sen Sie diese numerisch. (Welche Algorithmen sind dazu geeignet?)
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(ii) Die Sinusfunktion lésst sich “antiperiodisch” iiber das Intervall [0, 7| hinaus fortset-
zen. (D.h. sin(m+t) = —sin(¢).) Entwickeln Sie geeignete “antiperiodische” Randbedin-
gungen, stellen Sie das zugehorige Gleichungssystem auf und 16sen Sie dieses. Vergleichen

Sie das Ergebnis mit denen aus (i).

3.3 B-Splines

Im Folgenden seien die Knoten a =ty < --- < ty;1 = b fest; wir definieren das Gitter
A= {tg,...,tr41}. Mit S o bezeichnen wir den linearen Vektorraum aller Splines vom
Grad k& — 1 beziiglich des Gitters A. Die Dimension dieses Raums kann man durch

Abzéahlen der Freiheitsgrade leicht ermitteln.

(3.3.6) Bemerkung: Es ist dim(Spa) =k + /.

Beweis: Ubung.

Die Konstruktion einer geeigneten Basis von Sp 4 fiihrt auf den Begrift der B-Splines.

(3.3.7) Definition: Sei 7y < --- < 7, eine beliebige Folge von Knoten. Dann sind die
B-Splines N (t) der Ordnung k fiir k =1,...,nund i = 1,...,n — k rekursiv definiert
durch

1 falls T <t < T
Ni <t> = X[Ti,7i+1)(t) = { (317>
0 sonst
t— Ti T; —t
Np(t) = ———— Ny (t) + ——  Nipisa(t) (3.18)
Tivk—1 — T4 Ti+k — Tit+1

Hierbei wird die Konvention 0/0 = 0 verwendet.

Wir wollen zunéchst an einem Beispiel zeigen, wie sich hierdurch eine Basis von Sj a

konstruiert werden kann.

(3.3.8) Beispiel: Fiir £ = 1,2, 3,4 und das Gitter A = {0,1,2,3} sollen die B-Splines
bestimmt werden. Aus Griinden, welche spéter klar werden, wihlen wir die erweiterte
Knotenfolge m = =3 =7 =0,175=1, 7 =2, 77 = Ty = T9 = T190 = 3.

k = 1: Nach (2.17) ist

N11 EN215N315N71§N81 ENgl =0



3 SPLINE-INTERPOLATION 41

und nach (2.18)

wa:{LtGMD7 wa:{Lt€@m7 wa:{LtGM$‘

0 sonst 0 sonst 0 sonst
k = 2: Es ist
t—m Tiqo — T
Tiv1 — Tq Ti+2 — Ti+1

Bestitigen Sie: Ist 7,1 = 7;, so ist auch N;; = 0; nach der Konvention der Definition

[2.8] verschwinden die zugehorigen Summanden. Es folgt
N12 = N22 = N72 = Ngg =0

Fiir die restlichen Funktionen ergibt sich

1—t, telo,1) tootell)
RS € )
Nsa(t) = , Np(t) =4 2—t, t€[l1,2) ,
0 sonst 0 .
SO1S
(-l telL2) t—2, te[23)
Nsp(t)=4¢ 3—t, t€[2,3) , N@w:{ 0’ }
SO1NS

0 sonst

k = 2: Hier ergibt sich N;3 = N;3 =0 und

Ts — t 1—-t)% telo,1
Nos(t) = = - Nap(t) = { ( ) 0,1
T5 — T3 0 sonst
sowie
t2
2 DR t e [O, 1)
~3(t-2)+2 telo) AT
N (t) = L tefl,2) Nas(t) = —(t=3) + 1 e
33 5 , ; 43 (3172 fe3)
0 sonst 2 ’
0 sonst
e tell2) t—2)2 tel23
N53(t) — , 27 5 , 7 N63(t) _ ( ) ) [ ) ) ]
-5 (t—g) +3, t€[2,3) 0 sonst
k = 4: Die Elemente N4 sind “nichttrivial” fiir © = 1,...,6 und ergeben sich zu
(117 teo.1) gﬁ—%yﬂutemm
) = { 0 sonst Naa(t) = =, tel,2)

sonst
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“Up s tefol) £, te[0,1)
Tt =3t2+ 3t -3, tell,2 — T4 %3 te1,2
Naa(t) = (3—1)3 ’ 2 Nua(t) = 11 132 27 42 634 445 b2
e tel2,3) S+ 5t -7, te(2,3)
sonst 0 sonst
(t—1)3 [1 2)
4 ) 3
t—2)°, tel2,3
Nult) = ~I6+ 82 B4 8 1e,3) . Nul)= { m2r ey
0 sonst
0 sonst

Durch Induktion weist man leicht die folgenden Eigenschaften nach.

(3.3.9) Lemma: Fiir die B-Splines Ny, gilt
(a)
(b)
()

(lokaler Trager)
(Nichtnegativitét)

supp N C [TiniJrk]
Nzk(t) >0 VielR

N, ist stiickweise ein Polynom vom Grad < k — 1.

Wir wollen nun eine geeignete Basis von S; A zum Gitter A = {to, ..., ts41 } konstruieren,

wobei a = ty < ... < tyy; = b. Hierbei definieren wir zunéchst n = ¢ + k sowie die

erweiterte Knotenfolge 7 < --- < 7,44 durch

T=-=T = to,
Thtr = t?‘u r= 17 '767
Tngl = = Tk = toga

Ohne Beweis stellen wir fest”

(3.3.10) Lemma: Fiir die beziiglich der erweiterten Knotenfolge definierten B-Splines
gilt Ny, € Sk,A; 1=1,...,n

Wir haben die lineare Unabhéngigkeit der Ny, i =1,...
folgende Marsden-Identitéit.

,n, zu zeigen. Niitzlich ist die

(3.3.11) Lemma: Fiir beliebige t € [a,b] und s € IR ist

t - S Z gbzk mit gbzk’ H Titvj — S

"vgl. Folgerung 7.52 in Deuflhard/Hohmann, Numerische Mathematik I
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Beweis durch Induktion: Fiir £ = 1 gilt die Aussage wegen Y7 ; Ny (t) = 1.
Die Aussage gelte fiir alle ¢ < k — 1. Dann gilt nach der Rekursionsformel fiir Ny

ioﬁik(s)zvik(t) = i(t_”@k(s) Tk =y (s >> Nix(t)

Tit+k—1 — T Titk—1 — T

n k—2
t—TZ’ Titk— —1
= Z H(Tz'+j — ) ((Ti+k—1 —5)+ kel -

i=2 j=1 Titk—1 — Tj Titk—1 — Ti

(Ti — S)) Ni,k—l(t)

(+)
= (t—2s) Z@k 1(8)Nig1(t) = (t = 8)(t —s)" 2 = (t — s)*.

Hierbei ist — wie man leicht nachpriift — der Ausdruck (x) das lineare Interpolationspo-

lynom der Abbildung ¢ — ¢ — s zu den Knoten 7; und 7;.4_1, also gleich ¢ — s. O
Hieraus ergibt sich

(3.3.12) Folgerung: Es sei Pj_1]a,b] der Raum der Polynome auf dem Intervall [a, b]
vom Grad < k — 1. Dann ist

Pr_1]a,b] C span(Nig, ..., Nuk).
AuBerdem bilden die N;; eine Zerlegung der Eins in dem Sinne, dass

> Nu(t)=1  firalle tea,bl
i=1

Beweis: Definiere f(s) := (t — s)*~!. Dann ist fiir £ =1,...,k — 1

(k —1)!

(k—e—nﬁ_mghke

f(é)(()) =(k—=1)(k=0O(=1)1f =
Aus der Marsden-Identitéat folgt

i ()= (= 1)
o= T S

Damit sind alle t™, m = k — ¢ — 1, Linearkombinationen der N;;, und daher Py_1[a,b] C
Span(le’v s 7Nnk’)
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Der Beweis der Zerlegung der Eins folgt aus ¢ = k—1 mit ¢*(0) = (—1)*. Begriindung?

Als Beitrag zum Beweis der linearen Unabhéngigkeit der Ny beweisen wir zunéchst die

lokale lineare Unabhéngigkeit.

(3.3.13) Lemma: Es sei (¢,d) C [a,b]. Ist 0, ¢;Ni(t) = 0 fiir alle t € (¢, d), so ist
¢; = 0 fiir alle 7 mit (¢, d) N (75, 7j4x) # 0.

Beweis: Es sei (¢,d) N (75, 7j41) # 0. Es gibt genau die k& B-Splines

Nyt Njjaktts - - Njjtar—1, (3.19)

welche auf (7;,7;41) nicht identisch verschwinden. Andererseits lassen sich nach Folge-
rung [2.11] die k linear unabhiingigen Polynome 1,t, ..., t*~1 auf [c, d] als Linearkombi-
nationen der Nj; darstellen. Damit sind die & Funktionen aus (2.19) als Funktionen auf

[c, d] linear unabhéngig. O
Als zentrales Ergebnis folgt hieraus
(3.3.14) Satz: Die Ny, i =1,...,¢+ 1, bilden eine Basis von Sy a.

Damit lésst sich jede Spline-Funktion durch eine Linearkombination der Form

l+1

S(t) = diNi(t) (3.20)

beschreiben. Da die Nj; eine Zerlegung der Eins bilden, lassen sich diese Funktionen

abschatzen durch
S(0)]l < max|d.

Es zeigt sich damit, dass das Interpolationsproblem beziiglich dieser Basis gut kondi-
tioniert ist. Werden die Koeffizienten d; durch 2- oder 3-dimensionale Vektoren ersetzt,
so lassen sich auch ebene oder Raumkurven erzeugen. Die d; heiflen auch die de Boor-
Punkte von S.

(3.3.15) Beispiele: (a) Das Gitter A und die Ny seien gegeben wie in Beispiel [2.8].

Gesucht ist der interpolierende kubische Spline zu natiirlichen Randbedingungen. Die
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Nua(ti)  Noa(ti) Naa(ti) Naa(ti) Nsa(ti)  Nea(ts)
t; =0 1 0 0 0 0 0
ti=1] 0 /4 7/12 1/6 0 0
ti=2| 0 0 1/6  7/12  1/4 0
ti =3 0 0 0 0 0 1
Tabelle 3: Knotenwerte N;4(t;) zu Beispiel [2.15](a)
NYy(ti)  Nyu(ti)  Ngy(t)  Nyy(t)  Niy(t)  Ney(ta)
t, =0 6 -9 3 0 0 0
i =3 0 0 0 3 -9 6

Tabelle 4: Zweite Ableitungen N7)(t;) zu Beispiel [2.15](a)

Funktionswerte Nj,(¢;) sind in Tabelle 2, die zweiten Ableitungen in den Endpunkten
in Tabelle 3 angegeben. Als Gleichungssystem fiir die de Boor-Punkte d = (dy, ...,6)"

folgt

1 0 0 0 0 0 fo
6 -9 3 0 0 0 0
0 1/4 712 1/6 0 0| . | h
0 0 1/6 7/12 1/4 0 f
0O 0 0 3 -9 6 0
o0 0 0 o0 1 fs

(3.3.16) Ubung: Benutzen Sie die Rekursionsformel (2.18) zur Konstruktion eines
Schemas, mit Hilfe dessen einzelne Funktionswerte S(t) aus der Darstellung (2.20) be-
rechnet werden konnen. Zeigen Sie hierzu zunéchst, dass
St)= > di(t)Nix-1(t),
i=r+1

wobei die d! rekursiv definiert sind durch d?(t) := d; und

e gr () 4 Tt falls

di(t) := { Titk—r—Ti 0 (t) OTHrk—T

sonst

= () Titk—r 7 Ti
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fiir r > 0. Zeigen Sie dann, dass S(t) = d¥~'(t) fiir t € [7;, Ti41).

4 Approximation durch Orthogonalsysteme

Im folgenden soll eine Funktion f : [a,b] — IR nicht an vorgegebenen Knoten interpoliert
werden, sondern durch ein Polynom approximiert werden, welche den ganzen Verlauf
von f im Intervall [a,b] gut beschreibt. Ein brauchbares Hilfsmittel hierfiir liefern Or-

thogonalpolynome als Basis des Polynomraums. Wir benotigen einige Vorbereitungen.

Mit C([a, b], IR) bezeichnen wir die Menge der stetigen beschrénkten reellwertigen Funk-
tionen auf [a, b]. Auf C([a, b], IR) sei ein Skalarprodukt® (., .) : C([a, b], IR)xC([a,b],R) —
IR definiert durch

b
(frg) = [ wt)f (gt
wobei die Gewichtsfunktion w(t) positiv und integrierbar sei. Die durch

171 = X 1)

definierte Norm auf C([a, b], R) heifit die durch (.,.) induzierte Norm.

(4.0.1) Definition: Eine Menge {P,|n =0, 1,2, ...} von Polynomen (wobei 0 # P, ein
Polynom n-ten Grades sei) heifit Orthogonalsystem bzgl. des Skalarprodukts (.,.),

wenn gilt
(P, Pp) =0 falls m#n.
Es bezeichne
T 1= [| Pl

die Norm des n-ten Orthogonalpolynoms.

(4.0.2) Beispiele: (a) Wir wollen ein Orthogonalsystem auf dem Intervall [0, 1] zur

Gewichtsfunktion w(t) = 1 konstruieren und wihlen hierfiir den Ansatz

Pot)=t"+a " 4 4 alV.

n—

8Ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung (.,.) : V x V — IR mit den Eigen-
schaften (i) (f, f) > 0 falls f # 0, (ii) (f,ag + Bh) = a(f, ) + B(f, h), (ili) (f,9) = (9. f)-
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Intervall [a, b]

Gewichtsfunktion w(t)

Orthogonalsystem

[_1’ 1]
[_1’ 1]
[0, 00

[_OO’ OO]

1

1
Vi—t?

exp(t)
exp(—t?)

Tschebyscheff-Polynome T;,

Legendre-Polynome P,

Laguerre-Polynome L,

Hermite-Polynome H,,

Tabelle 5: Haufig benutzte Orthogonalpolynome

Dann ist Py(t) = 1; wurden Py(t), i = 0,...,n — 1 bereits bestimmt, so folgen die

Koeffizienten fiir P, aus den n Gleichungen

<Pn7PZ> = 07

Aus elementaren Rechnungen folgt

P(t) =
Pi(t)

L,
1
t—1,

P(t) = 2 —t+1,

i=0,...

,n—1.

(b) Einige Orthogonalsysteme zu héufig verwendeten Grundintervallen [a,b] und Ge-

wichtsfunktionen w(t) sind in Tabelle 3 angegeben.

Bis auf eine Normierungsbedingung sind Orthogonalpolynome eindeutig bestimmt. Ne-

ben der in Beispiel [3.2](a) angedeuteten Moglichkeit zur Berechnung von Orthogonal-

systemen gibt es auch ein rekursives Verfahren. Die Ergebnisse sind im folgenden Satz

zusammengefasst.

(4.0.3) Satz: Zu jedem gewichteten Skalarprodukt gibt es eindeutig bestimmte Ortho-

gonalpolynome P, € Py (k = 0,1,2,..

der Drei-Term-Rekursion

Pk(t) = (t + ak)Pk_l(t) + kak_Q(t),

wobei

ap =

Pogl,

(tPr_1, Pr_1)
(Pyo—1, Pyo1)

.) mit fiihrendem Koeffizienten 1. Sie geniigen

Pi(t) = (t+a1)P(t),

b =

k=1,2,...,

<Pk71> Pk71>

<Pk—2> Pk—2> .
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Beweis: Die Giiltigkeit der Formeln fiir £ = 0,1 ist leicht einzusehen. Zu k > 1 seien
die Orthogonalpolynome P;, j = 0,...,k — 1 bereits kontruiert. Gesucht ist das Or-
thogonalpolynom P, € Pi. Da die Leitkoeffizienten von P;_; und P gleich 1 sind, ist
P, —t-P,_1 €Pr_1. Dadie Fy,..., P,_1 eine Basis von P,_; bilden, ist

k-1
Py—t-P1 =Y b

=0
und wegen der Orthogonalitat der P; ist

(Py,—t- Py, B)
(P, P;)

C;, =

Aus der Forderung (P, P;) =0 (i =0,...,k — 1) folgt

SN VAR 5 B 50 U S VAR )
- RA (P, P)
1=0,....k—=3:Esistt- P, € Pr_s und P,_1 L Pr_o. Damit ist ¢; = 0.

i=k—2: Wegen Py_5 >t Pyo— Py = X025 ;P ist

(Pr—1,t- Pr_a) (Pr—1, Pro1 — Zﬁt& ¢ Pj) (Pe—1, Pr_1)

Chg = — =— =—

(Py—2, Py_2) (Py—2, Py_2) (Py—2, Py_2)
1=k —1:
(Pe—1,t- Py_q)
4 — —
h (Py—1, Py_1) O

(4.0.4) Ubung: (a) Bestimmen Sie die ersten Orthogonalpolynome P; zum Intervall
[0,1] und zur Gewichtsfunktione w(t) =1¢- (1 —1¢).
(b) Fir das Intervall [-1,1] und die Gewichtsfunktion w(t) = 1 ist die Orthogonalbasis
gegeben durch die Legendre-Polynome. (Vgl. Tabelle 4.)
(i) Zeigen Sie:

1 dm

Pn(t) = [(#*—1)™], m=0,1,2,...

(ii) Zeigen Sie: (P, Pn) =2/(2m+1) .

(iii) Leiten Sie eine Rekursionsformel her zur punktweisen Berechnung von
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h(t) = Xh—o cx Pr(1).

Die ersten n 4+ 1 Orthogonalpolynome F,, ..., P, bilden eine Basis von P,. Ist daher

P € P, ein beliebiges Polynom, so existiert eine Darstellung der Form

Die Koeffizienten a;; konnen leicht bestimmt werden. Aus der Orthogonalitétseigenschaft
der P; folgt namlich

<P7Pj> = Oéjﬂ-z'

J

Damit besitzt P die Darstellung
(P,

, ;)
P=3 5% P

n
=0 i

Diese Darstellung léasst sich leicht auf andere Funktionen iibertragen.
(4.0.5) Definition: Fiir f € C([a,b],IR) heifit das Polynom

o F) p (4.1)

n
i=0 T

Entwicklung von f in die Orthogonalpolynome F,..., P,.
(4.0.6) Beispiel: Die Funktion f:[-1,1] — IR,

ft) =1—t]

soll beziiglich der Gewichtsfunktion w = 1 in die Legendre-Polynome P, ..., P, ent-
wickelt werden (vgl. Tabelle 4). Die Legendre-Polynome koénnen aus geeigneten Tafel-

werken abgelesen werden?:

B(t) = 1,
Py(t) ¢,
By(1) L3 1),
Ps(t) = 3(5t% = 3t),
Py(t) = &(35t* — 30t + 3).

9vgl. z.B. I. N. Bronstein et al.: Taschenbuch der Mathematik, Harri Deutsch, 1999
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Thre Norm ist
| Pl = (n+ 0.5)*1/2 (vel. Ubung[3.4] (b)(ii)).

Durch Auswerten der Skalarprodukte (f, P;) erhélt man die folgende Entwicklung fiir f:

(f. P) 1 5 3 113 105, 105,
P==-Py—= Pt — - P= o — 2
2 SRR R T T RV T

2

4
1=0

Im folgenden Sinne optimieren diese Entwicklungen die Approximation stetiger Funk-

tionen durch Polynome.

(4.0.7) Satz: Es sei f € C([a,b],IR). Unter allen Polynomen P n-ten Grades minimiert
die Entwicklung (3.1) in die Orthogonalpoynome P, ..., P, den Abstand ||f — P||. Es

1st
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5 Numerische Integration

In diesem Kapitel seien a und b fest gewihlte reelle Koeffizienten (a < b). Das Ziel ist

die Herleitung numerischer Verfahren fiir das Integral

- / "

fiir hinreichend glatte Funktionen f : [a,b] — IR.

5.1 Quadraturformeln

Gesucht sind Néherungsformeln fiir 7(f) der Form

n

I(f) = (b—a)- SONS() (5.1)

=0

mit geeigneten Knoten
a<tog<ti<---<t,<b

und Gewichten );. Beginnen wir mit einer “Denksportaufgabe”, und versuchen wir die
Gewichte \; so zu bestimmen, dass wenigstens die Polynome aus P, exakt integriert

werden. Dann sind die Gewichte eindeutig bestimmt.

(5.1.1) Lemma: Zu n + 1 paarweise verschiedenen Knoten t; gibt es eine eindeutige
Folge Ao, ..., A, fiir die alle Polynome P € P,, durch die Formel (4.1) exakt integriert

werden.

Beweis: Formel (4.1) ist genau dann fiir alle P € P, exakt, wenn sie exakt ist fiir alle

Lagrange-Polynome L;,. Dies ist dquivalent zu

I(Lin) = I(Lin) = (b—a) i b—aZ)\éw— (b — a)\i. O

Wir schwéchen die Forderung der exakten Integration von Polynomen ab und wéhlen

praxisndhere Mindestanforderungen.

(5.1.2) Mindestanforderungen: (a) Konstante Funktionen sollen exakt integriert
werden. Das heit: Fiir f(.) = cist I(f) = I(f).
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(b) Ist f(t) > 0 fiir alle ¢ € [a, D], so ist auch I(f) > 0.

Notwendige und hinreichende Bedingungen, welche sich aus den Mindestanforderungen
ergeben, lassen sich leicht herleiten. Ist f(¢) = ¢ # 0 fiir alle t € [a,b], so ist I(f) =
¢ (b—a)und

I(f)=0b—a)-c- > N
i=0
Die Forderung (a) ist daher dquivalent zur Forderung > 4 A\; = 1.
Die Forderung (b) fithrt zur Bedingung A; > 0, ¢ = 0,... < n. Um dies zu sehen,
nehmen wir an, dass fir ein j € {0,...,n} gilt A\; < 0. Wir konstruieren die lineare

Spline-Funktion f, welche eindeutig bestimmt ist durch

0 falls ¢# 7
ft:) = o
1 fir =3

Diese Funktion ist sicherlich nichtnegativ. Fiir die Integralnédherung gilt

A

I(f) = (b—a)\; < 0.
Damit ist die Forderung (b) nicht erfiillt.

Im folgenden betrachten wir nur Naherungsformeln, fiir welche die Mindestanforderun-

gen erfiillt sind und welche durch die folgende Definition charakterisiert sind.

(5.1.3) Definition: Eine Formel der Form (5.1) heifit Quadraturformel fiir f, wenn
gilt

(a) im0 N =1,

Quadraturformeln konnen leicht auf heuristischem Weg hergeleitet werden, wie die fol-

genden Beispiele zeigen.

(5.1.4) Beispiele: (a) Mittelpunktsregel. Durch die Wahl der Knoten

ti ::a—i—i-
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zerlegen wir das Intervall [a,b] in N gleich grofe Teilintervalle der Liange h = (b —
a)/N; das Integral iiber dem i-ten Teilintervall approximieren wir durch die Fliache des
Rechtecks mit Hohe f(7;), wobei

n=a+(—05)h i=1...N

der Mittelpunkt des Teilintervalls ist. Dies fiihrt auf die Ndherungsformel
) N Vo1
I(f) :h'Zf(Ti) = (b—a)'ZNf(Tz‘)-
i=1 i=1

Dies ist eine Quadraturformel mit den Gewichten \; = 1/N (i =1,...,N).

(b) Trapezregel. Das Integral [a,b] wird zerlegt wie in (a). Uber jedem Teilintervall
[ti, tir1] wird die Funktion f approximiert durch das lineare Interpolationspolynom zu
den Knoten ¢; und ¢;,;. Die Flache iiber dem Teilintervall wird approximiert durch das
hierdurch entstehende Trapez mit der Fliche 0.5 - h - (f(t;) + f(ti11)). Damit erhalten
wir als Approximation des Integrals I(f)

I(f) = 05k 3 (f(t:) + f(tis))

N-1

= 05-h-(fla)+ f(0)+h- > f(ts).

i=1
Dies ist eine Quadraturformel mit den Knoten ¢;, ¢ = 0,..., N, und den Gewichten
M=Ay=1/2N)und \y =---=Ay_1 =1/N.

(c) Eine weitere Moglichkeit der Herleitung von Quadraturformeln ist es, die Funktion
f durch das Interpolationspolynom zu geeigneten Knoten t,...,t, zu approximieren
und als Ndherungsformel fiir I(f) das exakte Integral des Interpolationspolynoms zu
berechnen. Ist L;, das i-te Lagrange-Polynom zu den Knoten t, ..., t, (vgl. Abschnitt
(5.1)), so ist das Interpolationspolynom gegeben durch

P(t) = if(n) Lin(t):

das Integral von P(t) erfiillt die Gleichung

n

[ Pt = - Y s0)

i=0
Dies ist eine Approximationsformel der Form (5.1) mit den Gewichten

. ! o " L0Vt (5.2)

A=
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5.2 Newton-Cotes-Formeln

Die in Beispiel ... hergeleiteten Integrationsformeln heiflen im Fall dquidistanter Knoten

b—a
n

ti=a+i-h, 1=0,...,n mit h= (5.3)

Newton-Cotes-Formeln.

(5.2.5) Beispiele: (a) n = 1 : Die Lagrange-Polynome zu den Knoten t; = a und
t; = b sind

b—1 t—a
Lol(t): b—a und Lll(t): b—CL‘
Durch Integration folgt
1
)\0 - )\1 - 5

In Analogie zu Beispiel [5.3](b) wird dieses Verfahren als Trapezregel bezeichnet.
(b) n = 2 : Die Lagrange-Polynome zu den Knoten tqg = a, t; = 0.5(a +b) und to = b

sind
1 2
Lp(t) = =ik (26> = (a+3b)t + (a+ b)b)
—4
Lip(t) = O (£ = (a+b)t + ab),
1
Lyp(t) = = (26> — 3a +b)t + a(a + b))
Fiir die Gewichte folgt
1 4
)\0:/\2:6, )\126

Das entsprechende Verfahren heifit Simpson-Regel.

Die Gewichte fiir die Newton-Cotes-Formeln sind fiir n = 1,...,4 in Tabelle 4 zusam-
mengestellt. Man {iberzeugt sich leicht, dass dies Quadraturformeln im Sinne der Defi-
nition [5.2] sind. Dies dndert sich ab n = 8, da hier auch negative Gewichte auftreten.
Wie bei der Interpolation gilt auch fiir die Newton-Cotes-Formeln, dass Naherungen fiir

grofe n nicht sinnvoll sind.

B — Fehlerrechnung
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n Gewichte Verfahren
1 1
1 3 3 Trapezregel
1 4 1 .
2 5 5 5 Simpson-Regel
3 5 3 g 2 Newtonsche 3/8-Regel
7 32 12 32 7 .
4 90 90 90 90 90 Milne- Regel

Tabelle 6: Newton-Cotes-Formeln

Um den Fehler bei der Integration mit Hilfe der Newton-Cotes-Formeln abzuschétzen,
erinnern wir uns an die Fehlerabschatzungen bei der Polynom-Interpolation. Die Formel
(4.4) der Bemerkung [4.8] gibt eine Abschitzung des Interpolationsfehlers. Diese kann
wie folgt in Art eines Zwischenwertsatzes prézisiert werden. Ist P(t) das Interpolations-
polynom zu den Knoten ty < --- < ¢, und ist f mindestens (n + 1)-mal differenzierbar,
so gibt es zu jedem ¢ € [a, b] einen Zwischenwert 7 = 7(t) € [a, b] derart, dass

£ (@)

w(t). (5.4)

Die Funktion t — 7(t) ist stetig. Um hieraus eine Fehlerabschétzung fiir das Integral

herzuleiten, benttigen wir folgendes Hilfsergebnis.

(5.2.6) Hilfssatz: g und h seien stetige Funktionen auf [a,b]. Fiir g gelte entweder
g(t) > 0 fiir alle ¢ € [a,b] oder g(t) < 0 fiir alle ¢ € [a,b] (d.h. g hat keinen Vorzeichen-

wechsel in [a,b]). Dann gibt es ein 7 € [a, b] derart, dass

/a " ht)g(t)dt = h(r) - / ()t

Beweis. Wir setzen voraus, dass g > 0. (Der Beweis fiir ¢ < 0 erfolgt analog.) Dann ist

min h(t) - /abg(s)ds < /ab h(s)g(s)ds < max h(t) - /abg(s)ds.

te(a,b] t€(a,b]

Die stetige Funktion
b

F(t) = /abh(s)g(s)ds—h(t)-/ g(s)ds

a

hat daher Werte ¢, und ¢; in [a,b] mit F'(tg) > 0 und F(¢;) < 0. Nach dem Zwischen-
wertsatz fiir stetige Funktionen gibt es daher einen Wert 7 € [a, b] mit F'(7) = 0. O
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Dieses Ergebnis erlaubt die folgenden Fehlerabschétzungen fiir die Newton-Cotes-Formeln.

(5.2.7) Fehlerabschitzungen: (a) Trapezregel. Es sei

_b—a

T(f) =5

(f(a) + f (b))

die Approximation von I(f) nach der Trapezregel. Ist f zweimal stetig differenzierbar,

so gilt mit einem geeigneten 7 € [a, b]

Beweis: P(t) sei das lineare Interpolationspolynom von f zu den Knoten a und b. Nach
Formel (5.4) ist

()
2

P(t)= f(t)+ (t—a)-(t=0).

Die Funktion (t —a) - (t — b) ist < 0 fur ¢ € [a,b]. Damit ist die Voraussetzung des

Hilfssatzes [5.6] erfiillt und es gilt mit einem geeigneten Zwischenwert 7

I(f) — T(f) = f"Q(T) ./ab(t—a)(t—b)dt _ _fli(;) (b—aP. O

(b—a)3
_a)®

(b) Simpsonregel. Es sei

()= "5 (1@ + 41 (“5°) 4 10)

die Approximation von I(f) nach der Simpsonregel.

(i) Ist f € Ps, soist I(f) = S(f).

(ii) Ist f viermal stetig differenzierbar, so gilt mit einem geeigneten 7 € [a, b

S(f) - /abf(t)dt _ goaf) FO (7).

Beweis: (i) Es sei ) € P3 und P € P, das quadratische IP-Polynom zu den Knoten

a, (a+0)/2 und b. Nach der Formel (1.13) zum Approximationsfehler fiir IP-Polynome
gilt mit der Konstante v = Q"' (7)/6

Q) = P(t) +~(t —a)(t — (a+0)/2)(t D).

wa(t)
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Da w3 ungerade beziiglich des Punktes (a + b)/2 ist, ist [ ws(t)dt = 0 und

/abQ(t)dt: /:P(t)dt—i-’y/abwg(t)dt: /abP(t)dt

(i) Sei f € C*a,b] und Q € Ps das zugehorige Hermite-IP-Polynom zu den Knoten a,
(a+b)/2, (a+b)/2 und b. Das Newton-Polynom hat in [a, b] gleichbleibendes Vorzeichen:

wi(t) = (t —a)(t — (a+b)/2)*(t —b) <0.

Nach der Fehlerformel fiir Hermite-Interpolierende folgt
fO(r)

F(#) = Q(t) + == - walt)
und damit (wie im Beweis fiir die Trapezregel)
) ’ o Y0
/f £)dt = /Q it 4L / Wt =5 - O

=—4h5/15

Entsprechend kénnen die folgenden Fehlerformeln bewiesen werden.

(c) Newtons 3/8-Regel. Bei mindestens viermal stetig differenzierbaren Funktionen

f erfiillt der Fehler der Integrationsformel

N(f) ::b;a (f( )+3f<a+bg>+3f<a+2bg>+f( ))

eine Gleichung der Form

f)- [ s =20 gy
mit einem geeigneten 7 € [a, b].
(d) Milne-Regel. Die Integrationsformel

b—a

M(f) =

<7f( )+ 32f <a+b4> +12f <a+b2> +32f <a+3b4> +7f(b ))

hat fiir mindestens sechsmal differenzierbare Funktionen f einen Fehler der Form

b 8(b—a)T

M(f) = [ F(tydt =

. £(6)
. o5 1)

mit einem geeigneten 7 € [a, b)].
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o8

2 T 1 0w B @ @ 1 13 13 13 2 | lrapesregel
= 202 2 2 3 2 32 3 2z 3 3 L | Newtonsche 3/8-Regel

Tabelle 7: Gewichte fiir summierte Newton-Cotes-Formeln (N = 12)

C — Summierte Newton-Cotes-Formeln

Anstelle der Anwendung der Newton-Cotes-Formeln auf das ganze Intervall [a,b] ist es
in der Regel sinnvoller, das Intervall in M gleich grofle Teilintervalle zu teilen und die

Quadraturformeln auf jedes Teilintervall anzuwenden.

(a) Summierte Trapexregel. Uber jedem der M = N Teilintervalle [t;, ;] wenden

wir die Trapezregel an und erhalten als Flacheninhalt der Teilintervalle

h

T = §<f(tz) + f(tiv1)).

Durch Summation der Teilflichen erhalten wir die summierte Trapezregel

=X 1="3 (U@ o)+ X ).

Dies entspricht der Trapexregel des Beispiels [5.3](b). Der Fehler fiir jedes Teilintervall
ist mit A = (b — a)/N nach [5.7](a) gleich

tir1 h3
L) - [ fodt = 1)

mit geeigneten 7; € [t;,t;41]. Da nach dem Mittelwertsatz gilt

N-1

f'(7) =N - f'(7)

i=0
fiir ein 7 € [a, b], kann der Gesamtfehler geschrieben werden in der Form

R b—a

Ip(f) = 1() = 12 22 () = O,

(b) Summierte Simpson-Regel. Wir teilen das Gesamtintervall in M = N/2 Teilin-
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tervalle der Lange 2h und wenden auf jedes der Teilintervalle [to;, to;42] die Simpsonregel
zu den Knoten ty;, t9;11 und t9; 9 an:

2h b—a

Si(f) = M(f(t%) +4f(toipr) + f(taire)) = W(f(tzi) +4f(tar1) + f(taira))-

Durch Aufsummieren der M Teilflichen entsteht eine Summationsformel I, s(f). Fiir die
Einzelfehler gilt nach [5.7](b)

s - [ poya = C o,

to;

Den Gesamtfehler erhédlt man mit Hilfe des Mittelwertsatzes geméafl

is(p) —105) = 1t 20D ooy — oy,

(c) Summierte Newtonsche 3/8-Regel. Durch Einteilung von [a,b] in M = N/3

Teilintervalle und Anwendung der 3/8-Regel erhélt man eine Quadraturformel Iy (f)

mit den in Tabelle 4 angegebenen Gewichten. Der Fehler ist
. 243
()~ 1) = - 2208 po ) — o)

(d) Summierte Milne-Regel. Die summierte Milne-Regel Ij;(f) zu M = N/4 Teil-

intervallen hat die in Tabelle 4 angegebenen Gewichte und den Fehler

. s 32768(b— a)
Du(f) = 1(f) = b —— =——

Fiir den Spezialfall N = 12 sind die Gewichte in Tabelle 6 zusammengestellt.

FO(r) = O(k).

Wir fassen zusammen.

(5.2.8) Fehlerordnungen: Fiir summierte Newton-Cotes-Formeln zur Integration hin-

reichend glatter Funktionen mit der Schrittweite h gelten die Fehlerordnungen

O(h?) fiir die Trapezregel,

)

(h

(h*)  fiir die Simpsonregel,

(h*)  fiir Newtons 3/8-Regel,
)

O(h%) fiir die Milneregel.

(5.2.9) Ubung: Wenden Sie die zusammengesetzten Newton-Cotes-Formeln an auf die
Funktionen f; : [-1,1] — R,

0 sonst

fo(t) = cos(7t/2), Al =1—1t, olt) = { 1 in [-0.5,0.5]
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und beobachten Sie das Fehlerverhalten. Wie interpretieren Sie die Ergebnisse? Sind die
oben beschriebenen Fehlerformeln anwendbar? Wie kénnen die Verfahren modifiziert

werden zur Erhohung der Fehlerordnung?

5.3 Gauf-Christoffel-Quadratur

Bei den Newton-Cotes-Formeln sind die Knoten als dquidistant vorgegeben. Im Gegen-
satz hierzu sollen im Folgenden n + 1 “optimale” Knoten und zugehorige “optimale”

Gewichte konstruiert werden.

In Verallgemeinerung zur bisherigen Fragestellung wollen wir nun das gewichtete Inte-

gral
b
I(f) = / O f()dt  mit  w(t) >0 Vie (a,b) (5.5)
numerisch 16sen. Als Voraussetzung an die Gewichtsfunktion w(.) fordern wir, dass
b
i ::/ tfw(t)dt < oo k=0,1,2,..

(Typische Gewichte sind in Tabelle 4 des Abschnitts 3.1 dargestellt.) Das Ziel ist es

nun, Quadraturformeln der Form
i=0

zu entwerfen, wobei die Knoten 7;, und die Gewichte \;, so zu wéhlen sind, dass Po-
lynome moglichst hohen Grades exakt gelost werden. Da die Anzahl der Freiheitsgrade
gleich 2n + 2 ist, sollten wir erwarten, dass Polynome bis zum Grad 2n + 1 exakt inte-

griert werden kénnen.
Wie in Abschnitt 3.1 definieren wir das Skalarprodukt

(F.9) = [ wOs @0

und die zugehorige induzierte Norm

L£I = (f, /)2
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(5.3.10) Lemma: Ist I, fiir alle Polynome P € P, exakt (firn=0,1,2,...), so sind
die Polynome P, € P, .1, definiert durch

Poa(t) .= (t—71on) - (t — Tn)

paarweise orthogonal.

Beweis: Fiir j <n+1ist P41 - Pj € Papy1, und daher

b n

(B Pact) = [ @By P ()it = Tu(PPass) = Y- X Py(7in) Paa () = 0. O
‘ =0 —
Da die im Lemma definierten Polynome F, ..., P, eine Basis von P,, bilden, folgt P, L

P,. Umgekehrt gilt

(5.3.11) Lemma: Ist P € P,; und P L P,, so hat P in (a,b) genau n + 1 einfache
Nullstellen.

Beweis: Es seien t,...t,, € (a,b) diejenigen Nullstellen von P, an denen P das Vor-

zeichen &ndert. Wir definieren
Q) =t —t1) - (t—tm) € Pm C Pri1.
Damit hat die Funktion
w(t) - P(t) - Q1)
in (a,b) keinen Vorzeichenwechsel und es folgt (P, Q) # 0. Damit ist Q € P,i1 \ P,

also m =n+ 1. O

Damit ergibt sich die folgende Situation: Konstruieren wir eine Folge Py, Py, Ps, . . . zuein-
ander orthogonaler Polynome, P, € P,, so hat P, genau n+ 1 Nullstellen g, ..., Thn.
Da die Konstruktion des Orthogonalsystems bis auf die Wahl des fithrenden Koeffizien-

ten eindeutig ist, sind diese Knoten eindeutig bestimmt.

Wir kommen zur Bestimmung der Gewichte \;,. Mit Hilfe der Lagrange-Polynome L,
lasst sich P € P,, darstellen durch

P(t) = 3 Prn)Lun(t).

=0
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Damit P € P, durch I, exakt integriert wird, muss demnach gelten
b n b n
[ eP@dt =Y Pra) [ @) Lin(t)dt =Y NP (7).
@ i=0 @ i=0
also

Ain = / () Lan (1) . (5.7)

(5.3.12) Lemma: 79, ..., 7., seien wie oben definiert. Dann gilt fiir jede Quadratur-

formel der Form

Ist I exakt auf P,, so auch auf Pa,.1.

Beweis: [ sei exakt auf P, und es sei P € Pans. Ferner sei P,y € P,y das (n+1)-te
Orthogonalpolynom. Durch Polynomdivision finden wir zwei Polynome @, R € P,, mit
P=@Q- P, + R. Wegen P, L P, folgt

I(P) = / o(B)Q) Par (t)dt +1(R) — I(R)

|
3
—~

=
~

Andererseits ist

also I(P) = I(P). O
Wir fassen die bisherigen Ergebnisse zusammen.

(5.3.13) Satz: Es existieren eindeutig bestimmte Knoten 7, ..., T, € [a,b] und Ge-
wichte Agy, ..., A derart, dass die Quadraturformel I (vgl. (4.6)) das gewichtete Integral
I (vgl. (4.5)) fiir beliebige P € Pap 41 exakt integriert. Die Knoten 7, sind die Nullstellen
des (n + 1)-ten Orthogonalpolynoms P, ;. Die Gewichte \;, sind gegeben durch (4.7).

Die Quadraturformel (4.6) mit den obigen Knoten und Gewichten heift Gauf3-Chris-
toffel-Formel. Ohne Beweis bemerken wir, dass die Gewichte darstellbar sind als
(Pn, P)

)\in =
pr/L—H (Tm) : Pn(Tm)

(5.8)
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und stets positiv sind.

63

(5.3.14) Satz: Der Approximationsfehler der Gau-Christoffel-Quadratur l4sst sich fiir

f € C?"*2 darstellen durch

f(2n+2) (T)

10 =10 = Gy

(Ppi1, Pri1) fir ein 7 € (a,b)

Beweis: P € Py, sei die Hermite-Interpolierende von f zu den Knoten 7y, 7, -

Nach Lemma [1.21] (Darstellung des Interpolationsfehlers) gilt

f(t) = P(t) + g[TOna Tons - -« s Tnn, Tnn, t] : (t - TOn)z : (t - Tnn)2

—.p2
=P;

Nach Lemma [1.22] ist

fe2(r (1)

(] my =+ 'nny nn7t =
Elron, 7o s Tom: ] (2n + 2)!

mit einer stetigen Funktion 7(¢). Wegen P2,

(4.9) das Lemma [4.7] anwendbar, welches auf das gewiinschte Ergebnis fiihrt.

M) TTL?’L) Tnn

(5.9)

(t) > 0ist bei der Integration der Gleichung

O

(5.3.15) Beispiel (GauB-Tschebyscheff-Quadratur: [a,b] = [-1,1], w(t) = 1/v/1 — 2.
Die Orthogonalpolynome P, mit fithrendem Koeffizienten 1 sind bis auf Normierung die
Tschebyscheff-Polynome 7,, (vgl. Abschnitte 1.4, 3.1). Aus ihren Nullstellen (vgl. Satz

[1.27](d)) ergeben sich die Knoten zu

(2i4+ )7
Tin = COS | ———
2n + 2

Die Gewichte sind aus Formel (4.8) berechenbar zu \;,, = 7/(n + 1). Hieraus ergibt sich

die GauB-Christoffel-Quadraturfomel

i=0
mit einem Quadraturfehler
1) = 1D = gy £ 0
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Zur Berechnung der Knoten:

Nach Satz [3.3] erfiillen Orthogonalpolynome eine Drei-Term-Rekursion der Form

Pe(t) = (t = Be) Pec1(t) — e Pr—a(?)

Setzen wir

6 1

v G 1

T.— ’Yg ?3 .1
v B, 1
%2L+1 Bt
sowie fiir festes ¢
p:=(Fo(t),... ,Pn(t))T , r:=(0....,0, —Pn+1(t))T ,
so lautet die Drei-Term-Rekursion
Tp=tp+r

Wir erkennen, dass P,.1 = 0 genau dann gilt, wenn T'p = tp, wenn also t Eigenwert von
T ist. Damit kann die Bestimmung der Knoten zuriickgefiithrt werden auf die Eigenwert-
bestimmung fiir 7. T' lésst sich transformieren auf eine symmetrische Matrix. Die si-
multane Bestimmung sémtlicher Eigenwerte ist durch einen passenden QR-Algorithmus
moglich (vgl. Numerik I, Abschnitt 4.1.2).

5.4 Extrapolationsverfahren

Das Ziel ist es, aus der zusammengesetzten Trapezregel fiir die numerische Integration
Formeln hoherer Ordnung herzuleiten. Hierzu benétigen wir einige Vorbereitungen.
5.4.1 Die Eulersche Summenformel

Bei den folgenden Ausfithrungen beziehen wir uns auf das Buch K. Knopp, Theorie und
Anwendung der unendlichen Reihen (6. Auflage), Springer, 1996. (Die erste Auflage ist

bereits 1921 erschienen.)
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Im Folgenden spielen Bernoulli-Zahlen und Bernoulli-Polynome eine Rolle; wir miissen

sie deshalb kurz einfithren, werden aber auf Details nicht eingehen.

(5.4.16) Definition: (a) Die Bernoulli-Zahlen B, sind definiert als die Koeffizienten
der Taylorreihe von f(z) = z/(exp(z) — 1); es gilt

[e.e] Bn
LS ) (5.10)
exp(z) =1 ‘= n!

(Der Konvergenzradius dieser Reihe ist 27.)
(b) Mit Hilfe der Bernoullizahlen sind die Bernoulli-Polynome P, : [0,1] — IR definiert
durch

|
n =

Pue) = Zn: (Z) By (5.11)

(5.4.17) Bemerkungen: (a) Ab n = 3 verschwinden die Bernoulli-Zahlen mit unge-
radem Index, d.h. By, 1 = 0 fiir n > 1.

(b) Die Bernoulli-Zahlen mit geradem Index wachsen sehr schnell. Es gilt

2-(2n)!

2. ~1)" ' By, > = 12
(2m)2n > (=1) 2n > (272" (5.12)
Insbesondere folgt, dass |Bo, 42/ Ba,| — 00. (Vgl. Knopp, S. 246.)
(c) Es ist
1 N |
Pla)=2—=, Pla)=—" 24— 1
Fir k£ > 1 ist
Pl (@) = Pula). (5.14)
Auflerdem gilt fir k > 2
B
P(0) = P(1) = ?f (5.15)
(d) Fir k > 2 gilt die Abschitzung
4
| Pi ()] < (5.16)



5 NUMERISCHE INTEGRATION 66

(5.4.18) Folgerung: Ist f : [0,1] — IR hinreichend glatt, so folgt aus Bemerkung
(8.2)(c) durch fortgesetzte partielle Integration

/01 flx)dz = /01 P{(z)f(z)dr = Py(x)f(x)|y — /01 Py(z)f'(z)dx

= S+ O] - [ P f @)
= W)+ O] - P @+ [ Pae) )
= S+ 0= S = 0]+ S0) = 1) - [ Py (w)da

Durch periodische Fortsetzung erweitern wir nun den Definitionsbereich fiir die Bernoulli-

Polynome auf ganz IR, indem wir definieren
Pi(x) := Pp(z — [x]). (5.17)

Hierbei ist [x] = max{z € Z : z < x}. Es ist klar, dass die Formeln der Folgerung
(8.3) sich auf beliebige Integrale ["*! f(z)dx iibertragen lassen. Hieraus folgt die fiir

uns zentrale Formel, die

(5.4.19) Eulersche Summenformel (auch Euler-MacLaurinsche Summenformel): Ist

f in [0,n] (2k 4 1)-mal stetig differenzierbar, so gilt

n k
/ f(x d:c+ (fo+ fa) + D cu(f) + Ri(f) (5.18)
V:O n=1
mit den Koeffizienten
) = o U m) = F(0) (5.19)
und dem Restglied
Ru(f) = /O " Poea () fOF D (2) . (5.20)

Die Eulersche Summenformel ist ein wichtiges Hilfsmittel z.B. zur Berechnung von Fol-

gengrenzwerten und von unendlichen Reihen.
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(5.4.20) Beispiel: Berechnung der Eulerschen Konstante: Die Funktion f : R, — IR,
f(z) =1/(1 4 z) ist monoton fallend, und es ist

n—1
/ f(z)dx = In(n). (5.21)
0
Durch Bildung von Ober- und Untersummen findet man leicht, dass
n 1 n—1 1
Y —<Ilnn<) - (5.22)
=k ok
und damit
Lo En: L mn<t (5.23)
- ——1Inn . .
n- ok -

Die Eulersche Konstante v ist definiert durch

"1
v = lim (Z ——1n n) (5.24)

v=1 v

=iYn
Diese Zahl spielt eine wichtige Rolle z.B. im Zusammenhang mit der Fulerschen I'-
Funktion und der Riemannschen (-Funktion. Zu ihrer Berechnung setzen wir die Funk-

tion f(z) =1/(1 4+ z) in die Eulersche Summenformel ein und erhalten

1

/ 2)de 4~ +%+ZcM )+ Ri(f), (5.25)
1
—lnn "~
also fiir n — oo
k (o]

1= 5= DB+ [ P () P (2)da (5.26)

p=1 0

k
By,
2

v=1

0 Popy1() .
—(2k+1)!/1 ﬁdw fir k=1,2,...

N | — DN | —

Diese Darstellung ist fiir & — oo unbrauchbar, da das Restglied divergiert. (Die Reihe
Sy BW” hat den Konvergenzradius 0!) Setzen wir k = 3, so folgt [Knopp S. 545]

1 3. Bs, 4 Pr(x)
_ Zw 7!/ dr —F 5.27
2T, L (5.27)
= —_— ———
R3(f)
mit dem Fehler

o Py() 4.70 o1 .
E :7!/ da| < / ~dr <1075, 5.28
1B PR (2m)" Ja a8 v (5.28)
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R3(f) lasst sich aus (8.16) berechnen, und es folgt bis auf einen Fehler der Groenord-
nung 1075 die Approximation v = 0.577215.

Im Folgenden sei 7, \, 0 eine monoton fallende Nullfolge und g : {7,,,n € N} — IR eine
Abbildung.
(5.4.21) Definition: Eine (formale) Reihe der Form

ag + a7 + a272 S (529)

heifit asymptotische Darstellung von g bzgl. der Nullfolge 7,,, falls fiir jedes feste k € IN
gilt

[9(ra) = (a0 + @17 + -+ + ay7F) [ 77" = 0 (5.30)
fiir n — oo. Wir schreiben hierfiir

g(T) ~ag+ a7+ agT: 4 - - - (5.31)

Der Unterschied zwischen Potenzreihenentwicklung und asymptotischer Darstellung soll

im folgenden Beispiel illustriert werden.

(5.4.22) Beispiel:Fiir ¢ > 0 definieren wir die Funktion f.: IRy — IR durch
1 1 1
. = = - 5.32
fule) = —— (5.32)
Fiir |z/c| < 1 hat die Potenzreihenentwicklung

¢ 1+z/c
fmy = o>y (2 (5:33)

ci= c

Dagegen hat f.(z) fiir beliebige ¢ > 0 und beliebige Nullfolgen 7, die asymptotische
Darstellung

I 4 (5.34)

Ist ag + a17 + as7? + - - - eine asymptotische Darstellung von ¢, so bedeutet dies nicht,
dass dies eine Potenzreihe von g ist. In den fiir uns interessanten Féllen wird der Kon-
vergenzradius der Reihe h&ufig gleich 0 sein. Dennoch kénnen wir fiir unsere Zwecke

wichtige Ergebnisse ableiten.
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5.4.2 Trapezregel: Asymptotische Fehlerentwicklung

Gegeben sei eine hinreichend glatte Funktion f : [a,b] — IR. Numerisch berechnet

werden soll das Integral
I(f) = /ab F(t)dt. (5.35)
Wir fithren eine dquidistante Zerlegung von |[a, b] durch:
tiz=a+1ih, i=0,...,n, h=(b—a)/n. (5.36)

Die summierte Trapezregel fiir diese Zerlegung lautet

b—a
Ti(f) = ——(05f(a) + (f(tr + -+ f(ta-) + 0.57(b)). (5.37)
Aus Abschnitt 5.2 wissen wir, dass der Fehler wie folgt dargestellt werden kann:
b—a .,
Ti(f) ~ () = 1 2 () = O(?), (5.3%)

Die Eulersche Summenformel erlaubt eine genauere Darstellung des Fehlers. Hierzu de-

finieren wir F': [0,n] — IR durch

F(t)=f <a+ b;a : t) = f(a+ ht). (5.39)
Offenbar gelten neben F(k) = f(t)) die Bezichungen
FO@) =nt- fOa+ ht) (5.40)
sowie
I(f)=h- /n F(t)dt. (5.41)
0
Die Anwendung der Eulerschen Summenformel auf F' ergibt
n 1 1
he [CF@dt = b [SFO)+ PO+ Fln 1)+ 2F(n)] (5.42)
Bgu 2,u 1) _ p(2u-1) " (2k+1)
Z >‘ J(n) — F 0)]+h ; Por 1 (H)F (t)dt
u:l
1 1
— B[ (0) + S0+ fltaen) + 5 F () (5.43)

=T} (f)

B
+ Z h2u 2//« 2u 1) (b) . f(2u—1)(a)] + h2/€+1 . Rk(h)
pn=1
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mit dem Restglied

Ri(w) = [ P (50) £ty (5.44)
Mit Bemerkung (8.2)(b) folgt
4 b
R < G / PR (1) dt, (5.45)

ist also gleichméBig (bzgl. h) beschriankt. Hieraus folgt fiir beliebig oft differenzierbare

Funktionen

(5.4.23) Satz: Beziiglich der Nullfolge h,, = (b—a)/n, n = 1,2,... hat die Trapezregel
die asymptotische Darstellung

Tu(f) = I(f) + mh* + 1h" + -+ (5.46)
mit den Koeffizienten
= G0 = () (5.47)

Wie dieses Ergebnis verwendet werden kann, um die Trapezregel zu verbessern, zeigt

das folgende Beispiel. Wichtig ist, dass die Koeffizienten 7, von h unabhéngig sind.
(5.4.24) Beispiel: Der Fehler bei der Trapezregel ist
Ti(f) — I(f) = k> + h* + B - Ri(h) = O(R?). (5.48)

Berechnen wir die Trapezregel zu den Schrittweiten h = (b—a)/nund h/2 = (b—a)/(2n),

so gilt
Tu(f) = I(f)+nh® +7h* +h°- Ry(h) (5.49)
Tup(f) = I(f)+ ﬁ}f + mht 4 ;L; - Ri(h/2) (5.50)
Hicraus folgt
ATy o(f) = Tu(f) = 3I(f) + 3rh* + O(R®), (5.51)

also

ATy 2(f) — Th(f)

—I(f) = O(h%). (5.52)
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Wir kénnen also durch Kombination von Ergebnissen der Trapezregel die Genauigkeit
von O(h?) auf O(h*) erhdhen. Es ist aufschlussreich zu sehen, was mit der Formel
(4Th/2(f) — Th(f))/3 berechnet wird. Bezeichnen wir die Knoten

ti:a—{—i-g, 1=0,...,2n, (5.53)
S0 1st
7 = P Ly t t t L 5.54
b= G+ flt) + S+ Sltad) S ()] (5:5)
b—a
Ty = “ (3000 + ) + f(0) 4+ St + 5 ()| (559
und damit
AThyo(f) — Tw(f)

3 =(b—a)- 61n [f(to) + ni[élf(t%—l) +2f(tai)] + 4f(tan—1) + f(tzn)] :

=1

Dies ist gerade die Formel fiir die summierte Simpsonregel.

5.4.3 Das Romberg-Verfahren

Im folgenden definieren wir 1 := h* und 7 (n) := T (f). Nach Satz (8.8) hat 7 (n) die
asymptotische Darstellung (bzgl. der Nullfolge 1, = [(b — a)/n]?)

Tn) ~I(f)+mn+7n" + (5.56)

(hinreichende Glattheit von f vorausgesetzt). Die Idee des klassischen Romberg-Verfahrens
ist, durch Anwenden der Trapezregel zu verschiedenen Schrittweiten hg > hy > --- ein
Interpolationspolynom zu 7 () zu berechnen und dieses an der Stelle n = 0 auszuwer-

ten. (Da 0 auBerhalb der der Knoten 7; ist, heifit dieses Verfahren Extrapolation.)

Hierzu stellen wir fest, dass sich nach Satz (8.8) das Ergebnis 7 (h?) der summierten
Trapezregel zur Schrittweite h gut durch ein Polynom m-ten Grades in 7 = h? beschrei-
ben lasst, falls die zu integrierende Funktion f geniigend glatt ist. Beispielsweise kann
die Trapezregel zu m+ 1 verschiedenen Knoten h; berechnet werden und als approximie-
rendes Polynom das Interpolationspolynom P(n) zu den Knoten n; = h?, i = 0,...,m
bestimmt werden. Da nur eine Approximation des gesuchten Integralwerts I(f) = 7 (0)
gesucht ist, ist eine explizite Bestimmung der Koeffizienten von P nicht nétig. Statt-
dessen kann der Wert P(0) mit Hilfe des Neville-Schemas [4.5] bestimmt werden. Dies
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fithrt auf das folgende Extrapolationstableau.

T
N\
T — Ty
Ty — Typorp — e Y S
N\ N\ N\ N\
T — Tna - = Tpma — Tom

Hierbei sind

Ty =T(h3)

72

die aus der summierten Trapezregel berechneten Werte zu den Schrittweiten h;; fiir

J > 1 wird 7;; berechnet durch die Rekursionsformel

T;=T;1+ . (Zij1r = Tic1j-1)-
Ni—j+1 — i
Das Romberg-Verfahren erhélt man nun iiber die zwei zusétzlichen Festlegungen:

(1) Die Trapezregel wird ausgewertet fiir eine Folge hq, ho, ... mit h; = 0.5 h;_;.
(2) Die Tiefe des Extrapolationstableaus wird nicht von vornherein festgelegt, son-

dern ergibt sich durch Auswertung eines geeigneten Abbruchkriteriums.

Dies fiithrt auf den folgenden Algorithmus zur Berechnung von I(f).

(5.4.25) Romberg-Verfahren:

S1: Bestimme eine hinreichend kleine Grundschrittweite H = (b—a)/N (N € IN);
setze ¢ := 1 sowie hy := H.

S2:  Bestimme nach der summierten Trapezregel zur Schrittweite h; den Wert
T =T (h?).

S3: Fiir j = 2,...,i berechne

Ty =Tij 1+ (Tij1—Tic11)/ (22(j_1) - 1) -

S4: Ist das Abbruchkriterium erfiillt, so wihle 7;; als Approximation fir I(f);

andernfalls setze ¢ := i+ 1 und h; := h;_1/2 und gehe zu S2.
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Thf1

Fehler

Th fo

Fehler

Th f3

Fehler
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o e |2

32

64
128
256
512
1024
2048
4096
8192
16384

(5.4.26) Beispiele: (a) Die Funktion f; : [0,7/2] — IR sei definiert durch f(¢)

cos(t). Das Integral I(f;) f1(t)dt soll mit Hilfe der Trapezregel Ty,(f1) mit den

0.94805945
0.98711580
0.98711580
0.99678517
0.99919668
0.99979919
0.99994980
0.99998745
0.99999686
0.99999922
0.99999980
0.99999995
0.99999998
1.00000000

0.05194055
0.01288426
0.01288426
0.00321483
0.00080332
0.00020081
0.00005020
0.00001255
0.00000314
0.00000078
0.00000020
0.00000005
0.00000002
0.00000000

0.70050081
0.90357622
0.90357622
0.96801730
0.98920035
0.99630723
0.99872566
0.99955726
0.99984542
0.99994583
0.99998097
0.99999330
0.99999764
0.99999917

0.29949919
0.09642378
0.09642378
0.03198270
0.01079965
0.00369277
0.00127434
0.00044274
0.00015458
0.00005417
0.00001903
0.00000670
0.00000236
0.00000083

1.50000000
1.25000000
1.12500000
1.06250000
1.03125000
1.01562500
1.00781250
1.00390625
1.00195313
1.00097656
1.00048828
1.00024414
1.00012207
1.00006104

Tabelle 8: Trapezregel Ty, (f) und Fehler |T3,(f) — I(f)]

_ (7/2
= Jo

0.50000000
0.25000000
0.12500000
0.06250000
0.03125000
0.01562500
0.00781250
0.00390625
0.00195313
0.00097656
0.00048828
0.00024414
0.00012207
0.00006104

Schrittweiten h = 7-27V, N =1,2,3, ... gelost werden. Da wir wissen, dass die Trapez-

regel die Fehlerordnung O(h?) hat, nehmen wir als Faustregel an, dass der Fehler mit

jedem Schritt etwa um den Faktor 4 abnehmen sollte. Die Ergebnisse und die Fehler

|Th(f1) — I(f1)| sind in den ersten Spalten von Tabelle 8.1 angegeben. Die Faustregel

bestétigt sich. (Das exakte Ergebnis ist I(f;) = 1.) Einen Integrationsfehler kleiner als
1078 erhalten wir fiir N = 16384.
Wenden wir nun das Romberg-Verfahren an, so finden wir, dass wir einen dhnlichen
Fehler bereits fiir N = 16 erhalten (vgl. Tabelle 8.2).

(b) Wenden wir nun diese Verfahren auf die Funktionen f, f3 : [0,7/2] — IR, defi-

niert durch

fir t<mw/2

sonst

fo(t) = \/%Cos(t), f3(t) = { 2{)7?
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Thh1
0.94805945
0.98711580 1.00013459
0.99678517 1.00000830 0.99999988
16 | 0.99919668 1.00000051 1.00000000 1.00000000

0 e |2

Tabelle 9: Romberg-Verfahren fiir f;

an, so finden wir wesentlich schlechtere Ergebnisse. Die Trapezregel fiir N = 16384 lie-
fert die Fehler 8.3 - 10~7 bzw. 6.104 - 10~°. Das Romberg-Verfahren fiir N = 16 ergibt
die Fehler 0.0032 und 0.038.

Der Grund fiir das wesentlich schlechtere Abschneiden von f; und f3 (verglichen mit f;)
liegt in der mangelnden Regulariét. Die Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der Fehlerfor-
meln fiir die Trapezregel und das Rombergverfahren ist, dass der Integrand hinreichend
oft stetig differenzierbar ist (mindestens zweimal fiir die Trapezregel). Dagegen hat fo
eine unbeschréinkte erste Ableitung, und die Funktion f3 ist sogar unstetig.

(c) Als letztes Beispiel betrachten wir das Integral [ /2 n(t)dt fur die Funktion n(t) =
¢/(107* + (t — 1)?) (“Nadelimpuls”). Die Ergebnisse der Trapezregel sind in Tabelle ...
dargestellt. Hier sehen wir ein auf den ersten Blick seltsames Verhalten. Fiir N < 256
sehen wir ein sehr irregulédres Verhalten mit groflen Fehlern. Erst dann stabilisieren sich
die Ergebnisse und konvergieren recht schnell gegen den korrekten Wert. Wie ist dieses

Verhalten zu erkléaren?
Bei der Abschétzung des Fehlers hilft uns der folgende Satz.

(5.4.27) Satz: T (h?) sei gegeben zu den Werten h?, ... h%. Fiir hinreichend glatte f

liefert das Extrapolationstableau einen Approximationsfehler der Form

e = |ml Wi Y O (R
=i k41

Zum Beweis benétigen wir folgendes Hilfsergebnis.
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(5.4.28) Lemma: Fiir die Lagrange-Polynome zu den Stiitzstellen t, ..., t, gilt

. 1 fir m=0
ZLj(O)tg-” = 0 fir 1<m<n
=0 (=D)"p---t, fir m=n+1
Beweis: 0 < m < n : P(t) := X}, L;(t)tT ist das Interpolationspolynom zu den

Punkten (Z;,t7"), j = 0,...,n. Damit interpoliert P die Funktion 7™. Aus m < n folgt
P(t) =t™.

m = n+ 1 : Definiere Q(t) := t"*' — 37 L;(t)t}*'. Dann ist Q € P41 und hat die
Nullstellen ¢;, j =0, ...,n. Damit ist Q(t) = (t —to)--- (t —t,) . O

Beweis von Satz [4.20]: O.B.d.A. sei i = k. Es ist
T =T(h3) =10+ 7k + -+ 7hs" + O(RZF)

Fiir das Interpolationspolynom

Pkk(hQ) = Z Lj(hQ)IZZ'I

j=1

folgt mit Hilfe des Lemmas [4.21]

T = DPu(0) sz:Lj(O)le

j=1
k
= 2 L;(0) (To + 7k + -+ Tk O(h?’““))
J=1
= 7o+ (DA R+ ORI O

(5.4.29) Bemerkungen: (a) Geeignete Abbruchkriterien ergeben sich durch Beob-
achtung der Entwicklung der Naherungswerte 7;;, 1 = 1,2, .. ..
(b) Bei fortschreitender Iteration ist zu beachten, dass das Romberg-Verfahren nur ge-
rechtfertigt ist fiir hinreichend glatte Funktionen f. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt,
so wird sich die Approximation mit fortschreitendem Index i i.a. verschlechtern.
(c) Ist f hinreichend glatt, so ergibt eine Fehleranalyse fiir den Wert 7;; einen Fehler
der Ordnung O(H ).
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5.4.4 Adaptive Verfahren

5.5 Die Idee; Fehlerschitzer

Kommen wir kurz auf das Beispiel des Nadelimpulses aus (.,.)(b). Es ist offensichtlich,
dass auflerhalb eines kleinen Intervalls [1 — ¢, 1 + €] die Schrittweite grof§ gewéhlt werden
kann, wihrend in der Ndhe des Peaks die Funktion sehr genau aufgelost werden muss.
Das Ziel dieses Abschnitts ist es, numerische Verfahren zu skizzieren, welche im Be-
darfsfall die numerische Approximation eines Teilintervalls ein Ergebnis zuriickweisen,
wenn die Genauigkeit zu klein ist, und mit feinerer Diskretisierung eine bessere Ap-
proximation erzeugen. Notig fiir ein solches adaptives Verfahren ist die Existenz eines
Fehlerschétzers, welcher Anhaltspunkte liefern kann, ob die gewéahlte Diskretisierung zu

grob gewahlt war.

Die Grundlage fiir einen Fehlerschitzer liefert die folgende Uberlegung. Betrachten wir

ein Teilintegral
t+H
I+ ::/ f(r)dr. (5.57)
t

Wir konstruieren das Extrapolationstableau zu den Schrittweiten h; = H/n;, i =
1,...,m. Ist Ty der (i, k)-te Eintrag im Tableau und €;; = |T;, — I/ 7| der zugehorige

Integrationsfehler, so gilt nach Satz ... fiir den fithrenden Fehlerterm
ik = |Tilhi_psr - (5.58)

Vergleichen wir diesen Fehler mit Nachbarwerten des Tableaus, so finden wir

. T
€kl = |Tk+1|h12—k; cee h? = ‘ ’l;_;l’hzz_k 6 K €k (559)

fiir h;_;, hinreichend klein, sowie — mit h;y; = hj_py1 - 27% —

2
hi—H

h2 * € — 2_2k € K €k (560)
i—k+1

€l = ’Tk|h?—k+2 T h?—&-l =
falls k& hinreichend grof ist. Dies rechtfertigt die folgende Annahme.

Im folgenden Schema bezeichne die Schreibweise ¢ — § so viel wie |e|] < |§| bzw.

le/0] < 1. Gestiitzt auf die Aussage des Satzes ... ist folgende Annahme sinnvoll.
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(5.5.30) Annahme: Im Fehlertableau des Extrapolationsverfahrens gelte

€11
7
€21 < €22
5.61
7 7 (561)

€31 < €32 <— €33

In diesem Fall kénnen wir Schétzer fiir die einzelnen Eintrdge im Tableau aus den

Nachbarwerten konstruieren. Beispielsweise gilt

[Tk -1 — IerH\ = [(Tip-1— Tep) + (Top — IerH\
< NTegor — Dol + 1Tk — LT = | Trpo1 — Tai (5.62)
~——_————

LT o1 ~17

Damit kénnen wir als einen Schétzer fiir den Fehler € ;1 definieren

€1 = T p—1 — Tukl (5.63)

Hierauf aufbauend kénnen wir nun adaptive numerische Verfahren konstruieren.

5.6 Die Idee der Schrittweitensteuerung

Die Berechnung des Teilintegrals
t
It = / (s)ds (5.64)

sei bereits abgeschlossen, und ein folgendes Teilintegral ftt+H soll numerisch approximiert
werden. Dies geschieht durch die Berechnung des Romberg-Schemas. Zur Berechnung

der k-ten Zeile sind folgende Schritte durchzufiihren.
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(i) Als Eingabeparameter miissen eine Grundschrittweite H und eine Toleranz-
grenze tol, welche bei der numerische Berechnung nicht {iberschritten werden
darf, festgelegt werden.

(ii)  Als néchstes muss eine Formel hergeleitet werden fiir die maximal erlaubte
Schrittweite bei gegebener Toleranz. Hierzu wissen wir aus Satz .... Wird das
Romberg-Tableau mit Schrittweiten h; < H berechnet, so haben die Eintrége

der k-ten Zeile einen Fehler von etwa
e(t, H) <~- H**! (5.65)

(mit unbekanntem ~); hierbei wurde beriicksichtigt, dass

Boy, (2k—1) 2k—1 Bay,
_ t+ H) — fC=Dp = 228 ¢Ch) (. g 5.66
o= DD H) - () = D ) (5.66)
Die maximale Schrittweite H wird nun erreicht, wenn tol = ~ - H%*+! also —

durch Einsetzen von

€

1/(2k+1)
H= (td) -H (5.67)

(iii) Da € nicht bekannt ist, wird die k-te Spalte des Romberg-Tableaus mit der
Schrittweite H berechnet und e durch den Schétzer €1 ersetzt (oder bes-
ser: durch € ;41/p mit einem “Sicherheitsfaktor” p < 1). Dies fithrt auf den

Schrittweitenvorschlag fiir die k-te Spalte

_ 1/(2k+1)
i, = (p td) H (5.68)

€k, k+1

(iv) Die optimale Ordnung erhdlt man durch Minimierung des Aufwands pro
Schrittweite: W), = Ak/ﬁlk, wobel der Aufwand A; z.B. die Anzahl der

benotigten Funktionsaufrufe sein kann.

Ein erster Entwurf zur Steuerung eines Romberg-Schrittes konnte wie folgt aussehen.
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— FEingabeparameter: linker Intervallrand ¢, aktuelle Schrittweite H, vorgeschla-
gene Tiefe k des Tableaus
— Ausgabeparameter: neu berechnete Werte H,t=t+ H und k, sowie numeri-
scher Integralwert 7;; fiir If.
— Programmsegment:
Berechne Extrapolationsschema 7q1, ..., 7
Solange k < kmax und € ;41 > tol:
setze k:=k+1
berechne k-te Zeile des Extrapolationsschemas
Berechne Hi, ..., H, und W4, ..., W,
Wiihle & fiir minimalen Aufwand
Berechne H := Hp, t:=t+ H und ff = T;;.

Ein von Deuflhard-Hohmann (Beispiel (9.31) in Numerische Mathematik I) berichtetes
Testbeispiel zur Berechnung der Nadelfunktion (vgl. Beispiel ... in diesem Skript) er-
gibt fiir eine geforderte Genauigkeit von 107 fiir das klassische Rombergverfahren 4097

Funktionsaufrufe, wihrend das adaptive Verfahren mit 321 Aufrufen auskommt.

5.7 Die Idee der Mehrgitterverfahren

Eine verwandte Idee liegt dem Mehrgitterverfahren zugrunde, welches in vielen Integrati-
onsproblemen verwendet wird. Eine Variante wollen wir kurz besprechen. Hier teilt man
zunéchst das Gesamtintervall in NV gleich groe Teilintervalle [¢;,¢;41] ein und berechnet
in jedem Intervall die einfache Trapezregel T;. Liegt der Fehler unter der Toleranzschwel-
le, so wird das Teilergebnis T; akzeptiert. Wenn nicht, dann wird das Intervall [t;, ¢; ]
halbiert und in jedem der kleineren Intervalle die Trapezregel berechnet. Die Intervall-

halbierung wird so lange fortgefiihrt, bis der Fehler akzeptiert werden kann.

Als Fehlerschétzer wird héufig die einfache Simpsonregel benutzt, welche ja um zwei

Ordnungen genauer als die Trapezregel ist.

Ein zugehoriges Programm kann leicht rekursiv definiert werden (vgl. Hanke-Bourgeois,
Abschnitt 42).



