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1 Konzept

Wir wollen fiir ein Teilchensystem (Gasteilchen in der Luft, Rufiteilchen im Motor, Ladungstriager im Com-
puterchip, etc.) den Weg von den Bewegungsgleichungen fiir die einzelnen Teilchen iiber die Erstellung

partieller Differentialgleichungen bis zur Diskretisierung und Implementierung im Computer verfolgen.

N-Teilchensystem, Newton-Gleichungen, random walk

/

partielle Differentialgleichungen

/

Diskretisierung

/

Implementierung



2 Simulation von Fliissen

Betrachte N > 1 Punkte im Raum, welche sich zufillig oder deterministisch nach gewissen Gesetzméafig-

keiten bewegen.

Da N als sehr grofi angenommen werden soll (Autos im Strafennetz, Molekiile in der Luft, Ladungen in
Halbleitern, etc.)

Rechner zu berechnen. Wir betrachten hier lediglich zwei einfache Modellprobleme:

miissen Wege gefunden werden, diese Ensembles geeignet zu Modellieren und auf dem

)

— Gleichformige Bewegung und die lineare Advektionsgleichung

— Random walk und die Warmeleitgleichung



2.1 Newtons Gleichungen, gleichférmige Bewegung
Die beriihmte Newton-Gleichung der Mechanik lautet
F=m-a
Kraft = Masse x Beschleunigung

Das bedeutet Folgendes.

Nehmen wir an, ein Teilchen bewegt sich auf einer Bahn () im Raum (z.B. in IR?). Seine Geschwindigkeit

v ist gegeben als erste Ableitung von x, und die Beschleunigung a als zweite:

/
v = X

2
a = T

Damit lassen sich die Newton-Gleichungen als folgendes lineare Differentialgleichungssystem formulieren:

Bezeichnen wir z = (21, 20)7 := (z, 2')7, so ist
(01 0
z = -2+
0 0 F/m



Die Losung lautet fur F/m = const

z(t) = exp(At)zy + % : /Ot exp(A(t — s)) ( (1) ) ds

[ o+ tvg + %tQ
vy + %t
Besonders einfach wird dieses System, wenn F' = 0. In diesem Fall besteht die Wirkung des Newton-Gesetzes

in der Translation der Ortskoordinate:
g — x(t) =9+t - vy

Entsprechend verhélt sich ein System von N Teilchen, welche sich ohne Wechselwirkung und ohne &duflere
Krafteinwirkung bewegen:

i N , N ; N

(:U(()))_ — (a;(z)(t»i:l = ( ) +tv0>.

=1



[st N sehr grof3, so geht man besser von der Beschreibung einzelner Teilchen zu Teilchendichten iiber:
f(t,x) - Ax
beschreibt die Anzahl der Teilchen, welche sich zur Zeit ¢ im (kleinen) Intervall [z, x + Ax] befinden.

Nachdem sich ein Teilchen, welches sich zur Zeit ¢ im Ort x befindet, zur Zeit 0 im Ort x — tvy befunden

hat, muss gelten

f(t,x) = f(0,z — tu)

oder umgekehrt

f(t,x+tvy) = f(0, )

Damit hingt der Ausdruck f(¢, z + tvg) nicht von ¢ ab und wir erhalten durch Anwendung der Kettenregel

d
%f(t, T+ tvg) = O f(t, x + tvg) + vo - O, f(t, © + twy)

die

partielle Differentialgleichung (lineare Advektionsgleichung) 0.f(t,z)+ vy -0, f(t,x) = 0.

Sind x und v (2- oder 3-dimensionale) Vektoren, so gilt entsprechend — 0 f(t, x) + vy - V. f(t,x) = 0.



2.2 Random walk

Betrachten wir ein Teilchen, welches sich zuféllig nach folgenden Regeln auf ¢Z bewegt. Es bezeichne
Z(nATt) =: 0z, (0 > 0) den Ort des Teilchens zur Zeit nA7. Dann gelte

- 20 = 0
— Die Bahn 7 — Z(7) ist konstant in [nAT, (n 4+ 1)AT)
— Zur Zeit (n + 1)At springt das Teilchen zuféllig auf einen der
Nachbarplatze:
20— 1 mit Wk 1/2

fn+l = .
zp +1 mit Wk 1/2

Bezeichnet A¢,, den Zuwachs o(z, — z,-1), 80 ist (A&, )nen eine Folge von unabhéngigen gleichverteilten
ZVa auf {—o, 0} mit Erwartungswert £(A€) = 0 und Varianz Var(A€) = E(|AE]?) = o?. AuBerdem ist
Zn = 20+ X0 A&y



In der Stochastik lernt man, Summen unabhéangiger gleichverteilter ZVa fiir grofie n zu berechnen

(Gesetze der grofien Zahl, zentraler Grenzwertsatz). Der zentrale Grenzwertsatz lautet:

Fiir n — oo konvergiert die Verteilung von
— 3 A
N =

gegen die Normalverteilung N = N (0, 0?), welche gegeben ist durch die Wahrscheinlichkeitsdichte

€)= = - exp(—€/(26%)




Reskalierung:

Das Konzept des random walks benutzt man z.B. um die Bewegung von Schwebeteilchen in Luft oder Wasser
zu modellieren. Die Bewegung solcher Schwebeteilchen wird hervorgerufen durch eine Vielzahl von Stofien
mit Luft- oder Wassermolekiilen. Hierbei miissen wir unterscheiden zwischen mikro- und makroskopischen
Zeit- und Raumskalen. Wir betrachten A7 = 1 und A¢ als mikroskopische Zuwéchse und definieren als

makroskopische Gegenstiicke fiir kleine €
At = AT, Az = eE.
Wo befindet sich nun das Teilchen zur (makroskopischen) Zeit ¢ = €27 > 07 Offenbar haben bis dahin
n(t) = [t/e?] Spriinge stattgefunden ([.] ist die GauBklammer), und der Ort ist
n(t)

n(t)
X(t): ZACEkZE- ZAf
k=1 k=1



Wegen n < t/e? <n+1ist € = (1+6)%-t/n mit & — 0 fiir n — oo. Nach dem zentralen Grenzwertsatz

konvergiert die makroskopische Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir

1 =n
i VIR

gegen die Normalverteilung N(0,t0?), gegeben durch die Wahrscheinlichkeitsdichte
flta) =
Y 'CU -
V2rto

Man rechnet leicht nach, dass fiir £ > 0 diese Dichte Losung der folgenden Warmeleitungsgleichung

X(t)=(1+9)

-exp(—z?/(20°t)).

(oder Diffusionsgleichung) ist.

O, f(t,x) = 0%0u f(t, ).

In zwei oder drei Raumdimensionen ist x ein Vektor und die Warmeleitungsgleichung lautet
O f(t,x) = *Af(t,x)

mit dem Laplaceoperator Au = 0y 3,8 + OpyyU(+0rpqz510).
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3 Semidiskretisierungen

Wir wollen nun untersuchen, wie man die beiden partiellen Differentialgleichungen
O f(t,z)+a-0.f(t,x) =0
und
O, f(t,x) = 0?0 f(t, ).

auf dem Intervall z € [0, 1] numerisch gelost werden konnen.

Um diese Probleme zu vervollstandigen, miissen sie noch erginzt werden um Anfangsbedingungen

f(0,$) - ¢0($)

mit einer vorgegebenen Funktion ¢y und Randbedingungen, auf welche wir spéter eingehen werden.

Zu diesem Zweck definieren wir eine Schrittweite A := 1/N und definieren die N + 1 Gitterpunkte auf |0, 1],
rj =7 -h,j=0,...,N. Des Weiteren schreiben wir fiir die gesuchte Lésung f(¢,x) kurz f;(t) anstelle

f(t, jh).

Nun miissen wir die Ableitungen 0,f(f,x) und 0., f(t,x) in den Punkten z; durch die Werte fi(?),

k,0,..., N, approximieren. Hierbei helfen uns Taylorreihenapproximationen.
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Approximationen der ersten und zweiten Ableitungen

Der Satz von Taylor besagt, dass fiir hinreichend glatte Funktionen f

flx£h)=f(x) £ ho.f(x)+ Z—!Qamf(a:) + };—Tfmx(x) + O(hY).

Hieraus finden wir leicht Approximationen fiir 9, f(z;) in der Form

einseitige Differenzen: 0,f(z;) = Ji1= fj—i—(?(h) fiztiz1 fJ L+ O(h)
zentrale Differenz: O f(x;) = fj“ fJ L+ O(h?)

Obwohl von niedrigerer Ordnung als zentrale Differenzen, bieten sich als einseitige Differenzen die

Upwind-Varianten an:

a-@ falls a > 0

approximiere a0, f(z;) durch 3
bp fw;) a- itz ;ij_l falls a < 0

Als Approximation der zweiten Ableitung verwenden wir im Folgenden die zentrale Differenz

O f(2;) = Jiv1— QhJ;j + fi-1 L O,
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Die semidiskrete Advektionsgleichung (a > 0)

Einsetzen der Upwind-Approximation fiithrt auf die Differentialgleichungen fiir fi,..., fy_1

aufy = 5 (fi=fo
Oufy = 3 (f2= 1)

Ofn-1 = %(fN—l — fn-1)

Formulieren wir nun noch z.B. die Randbedingungen f(t,0) = f(¢,1) = 0 fiir alle ¢ > 0, so lassen sich diese
Gleichungen zu folgendem linearen System gewdohnlicher Differentialgleichungen fiir £ = (fy, ..., fv_1)!

zusammenfassen.

of =

>
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Es ist nicht allzu schwierig nachzuweisen, dass das System die folgende analytische Losung hat

1
at/h 1
et/ (at/h)?/2!  at/h 1
f(t) = 7" (at/h)3/3! (at/h)?/2!  at/h 1 HO)
(at/h).?’/?)! (at/h52/2! at/.h 1

Zur numerischen Losung konnen wir beispielsweise das klassische Runge-Kutta-Verfahren verwenden.

Zur Analyse des Diskretisierungsfehlers beachten wir, dass fiir die Upwind-Diskretisierung gilt

flo) = fle —h) _ h 2
h = 0,(x) = 0 f(2) + O()

Damit erhalten wir als Modellgleichung fiir das diskrete System die Advektions-Diffusionsgleichung

01 (t,2) + a0, f(t,7) = %0 (1,3) (+O(1?)

welche einen Diffusionsterm der Ordnung O(h) als Fehler enthélt.

(Weiteres hierzu in meiner Vorlesung Numerik von Erhaltungsgleichungen.)
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Die semidiskrete Wirmeleitungsgleichung

In dhnlicher Weise erhalten wir zu den Randbedingungen f(¢,0) = f(¢,1) = 0 als semidiskrete Version der

Wirmeleitungsgleichung des System gewohnlicher Differentialgleichungen

(Eine ausfiihrliche Analyse der Matrix A und die Behandlung verwandter Fragestellungen erfolgen in meiner

Vorlesung Numerik partieller Differentialgleichungen.)
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4 Einige ausgewihlte Fragestellungen
4.1 Charakteristikenverfahren

Wie im eindimensionalen ist bei mehreren Dimensionen die Losung f der Advektionsgleichung gegeben durch
die Anfangs- und Randbedingungen und die Forderung, dass die Losung konstant ist entlang “Charakteri-
stiken”. Die Charakteristiken sind bei vorgegebenem Geschwindigkeitsvektor v und gegebenen (g, x) als

Bahnen
O(tltg, x) == x + (t — to)v.
Demnach ist die Funktion

t — f(t, o(t|ty, x)) = const

Um eine semidiskretisierte Version der Advektionsgleichung auf einem Gitter herzuleiten, leiten wir uns aus
der Taylorformel folgende Approximation von ersten Richtungsableitungen v - Vg von Funktionen g = g(x)

her. Hierzu ist eine Differenzenapproximation von g entlang der zugehorigen Charakteristik zu berechnen.

v Vgla) = (g(x) — gz — s0)) + O(s?)

S
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Im Folgenden beschranken wir uns auf zwei Raumdimensionen und auf einen Geschwindigkeitsvektor

v = (a,b)” mit 0 < a < b. Den Raum IR? iiberziehen wir mit einem #quidistanten Gitter
G=h-ZxZ (h>0KXklein)
Der Einfachheit halber schreiben wir abkiirzend x5 := h(j, k) und f;x(t) == f(t, z;x).

stz € G,sogibtes £ € (0,1) und s > 0 derart, dass h(j —&,k—1) =, — sv, und aus der Taylorformel
folgt

1 1 .
v VIt zia) = (6 zip) = [z —sv) + O(s%) = ~(fialt) = (5,2 = &k = 1)) + O(s7)
AuBerdem rechnert man leicht nach, dass s = h/b und £ = a/b.

Wegen h(j — &,k — 1) ¢ G muss der Funktionswert f(¢, h(j — &,k — 1)) durch lineare Approximation aus

den Werten an Nachbarpunkten berechnet werden. Dies geschieht durch den Strahlensatz

f(tah(jak_ 1)) _f(tvh(j —f,/{— 1)) f(tvh(jak_ 1)) _f(t7h(j B 17k_ 1))

¢ N 1 |

also durch die Konvexkombination

fAhg—=&k—=1)=0=&) " fir1+E&f-1p61.
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Ist nun Q C IR? ein (konvexes) beschrinktes Gebiet, so definieren wir G := G N Q und die endliche Index-
menge Zo = {(j, k) € ZxZ|h(j, k) € Go}. Wir schreiben £(t) := (f;x)jrez,. Durch Festlegung geeigneter
Randbedingungen lisst sich fiir f aus den vorherigen Uberlegungen ein System linearer Differentialgleichun-

gen der Form
f'(t) = Af(¢)
herleiten.

Komponentenweise lautet dieses System

1

fin = e (b—a)fjr—1+afj—1p—1—bfjr)-
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4.2 Kinetische Gleichungen

Kinetische Gleichungen sind ein wichtiges Hilfsmittel zur Modellierung von Stromungen und stellen
(Integro-) Differentialgleichungen fiir Funktionen f = f(¢,z,v) dar. Hierbei sind ¢ der Zeitparameter,
z € Q C RY der Orts- und v € VC RY der Geschwindigkeitsparameter. Sie sind von der Form

O f(t,x,v)+ oV f(t,z,v)=Jf(t, x,.)](v)

Numerisch gelost werden sie haufie unter Anwendung eines operator splitting-Verfahrens. Das bedeutet,

dass alternierend in kleinen Zeitintervallen der Lange At die beiden folgenden Probleme gelost werden.

(i) Lose 0:f(t,z,v) + oV f(t,x,v) =0,

(i) Fiir alle z € Q 16se 0y f(t,v) = J[f(t,.)](v).

Den ersten Schritt haben wir oben ausfiihrlich besprochen. Zur Losung des zweiten Problems kann u.a. das

klassische Runge-Kutta-Verfahren herangezogen werden.
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