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Kapitel 1

Stochastische Prozesse

1.1 Definitionen

Sei [§2, A, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 1.1.1. Eine Familie X7 := (X¢)ter, T # (0 von reellen Zufalls-
grofen iiber [, A, P] heifst (reellwertiger) stochastischer Prozess oder zufdl-
lige Funktion.

Man kann X7 auffassen als Funktion X : T x Q — R mit den Eigenschaf-
ten:

1. fiir festes t € T ist X(¢,-) eine Zufallsgrofe

2. fiir festes w €  ist X (-,w) eine deterministische Funktion von T' mit
Werten in R (eine sogenannte Trajektorie oder Realisierung)

Die Menge T ist eine beliebige Parametermenge, die jedoch meist als Zeit
aufgefasst wird. Ist T" abzdhlbar, so heilst X7 Prozess mit diskreter Zeit. Wir
nehmen dann 0.B.d.A. an, dass T'= Ny = {0,1,2,...}.

Das wahrscheinlichkeitstheoretische Verhalten eines stochastischen Pro-
zesses wird durch die ,endlichdimensionalen Verteilungen®

P(th EBl,...,th S Bn)

fiir beliebige n € N, t; € T, B; € B charakterisiert, wobei B die o-Algebra
der Borelmengen von R ist.

1.2 Markovsche Ketten

1.2.1 Grundbegriffe

Definition 1.2.1. Ein stochastischer Prozess Xt mit diskreter Zeit und mit
Werten in einer abzidhlbaren Menge & C R heifst Markovkette, wenn

P(AX]L = Tn+1 | th =T1y.-- ,th = xn) = P(Xt = Tn+1 ‘ th = l‘n)

(Markoveigenschaft)

n+1 n+1
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Vn € N und th €T mit t] < to < -+ < tpq1 mit P(th =21,...,Xt, =
xpn) > 0 gilt.

S heifst Zustandsraum der Markovkette. Die bedingten Wahrscheinlich-
keiten P(X,, = j,| X,_1 = 4), i,j € S heiken Ubergangswahrscheinlichkei-
ten. Die Wahrscheinlichkeiten P(Xo = i),i € S beschreiben die Anfangsver-
teilung po.

Im Folgenden ist S = {0,1,2,...} bzw. § = {0,1,...,m}. Abkiirzend
schreiben wir p;j(n) = P(X,, =j | Xp—1 =1).

Satz 1.2.2. Zu einer vorgegebenen Anfangsverteilung und Familie von Uber-
gangswahrscheinlichkeiten existiert eine Markovkette mit dieser Anfangsver-
teilung und Familie von Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten werden i.Allg. zu Matrizen zusam-
mengefasst:

P, = (pij(n)iy = (P(Xn = j | X1 = 1))y

Die so entstehenden Matrizen P,, heifien Ubergangsmatrizen und besitzen
folgende Eigenschaften:

1. pijz(), Vi,j €S

2. Z.pij =1, Vi € S, d.h. die Zeilensumme ist 1.
J

Eine Matrix mit diesen beiden Eigenschaften heifst stochastische Matrix.
Satz 1.2.3. Es seis+1 <1 <n—1. Dann gilt fir alle i mit P(Xs =14) > 0:
P(Xo=j|X,=i)=Y P(X,=j| X =k)P(X; =k | X, =1).

k
(Gleichung von Chapman-Kolmogorov)
Bewets. Sei P(X, =1) > 0.

PX,=j|Xs=1)

P(X, =)
Y P(Xn=5,Xs=14,X;=k)
- P(X, =)
B Z P(X,=75Xs=0,X,=k) P(X; =k, X, =1)

) P(X,=1) P(X, =k, Xs=14)
k:P(X,=k,X ,=i)>0

= > P(X,=j|X,=i,X;=k)P(X; =k | X, =)
k:P(X;=k,Xs=i)>0

=P(Xn=jlXi=k)

=Y P(X,=j|Xi=kPX, =k|X, =1 O
k
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Wir schreiben abkiirzend p;j(n) := P(X, = j) und fassen die p;(n
zum Vektor p,, zusammen: p,, := (pj(n))jecs. Auferdem setzen wir P(") :=
(P(X,, = j | Xo =1))i; und nennen P n-Schritt- Ubergangsmatriz.

Lemma 1.2.4. (X,)nen, sei eine Markovkette mit den Ubergangsmatrizen
P™ n e N, und der Anfangsverteilung po. Dann gilt:

1. pf = i

2, P(XO = io, . ,Xn = Zn) = piO(O) Hlpij’l’ij (])
]:

Beweis.
zu 1.: Es gilt:
pi(n)=P(X,=j) = D>  P(X,=jXo=1)
i:P(X0=1)>0
P(X,, = j,Xo = 1) .
= P(X,y =
' Z P(Xo = 1) (Xo =1)
1:P(Xo=1)>0
= Y PX.=j|Xo=0)P(Xo=1i)
i P(X0=1)>0

= Y P(Xn=3j|Xo=14)P(Xo=1)

= Skalarprodukt von py mit j-ter Spalte

von P("),

zu 2.: Beweis mittels vollstdndiger Induktion

n=1:

P(XO = 7;07X1 = ’il) = P(X1 = il | Xo = Zo)P(Xo = io)
= pioil(l)pio (O)
n > 1: Behauptung sei richtig fiir P(Xy = ig,..., X, = i), Betrachtung von
P(Xo =70, ., Xny1 = ny1):
1. Es sei P(Xo =ig,...,Xn =1,) > 0. Dann

P(XQ :i0;~'~7Xn+1 :in+1): P(Xn+1 :l.n+1 | X() :7;07~~’7Xn :’Ln)
CP(Xo =0,y X = in)

= Dininss (M4 1)pi (0) ﬁlpij,lij (4)
2. Es sei P(Xo =ig,...,Xn =i,) = 0. Dann ist (Induf{tionsvoraussetzung)
Dio (0) jli[l Pi;_1i;(j) = 0 und daraus folgt p;,(0) jﬁz Pi;_1i; () = 0. Aufer-
dem ist auch P(Xo =1g,..., Xpnt1 = int1) = 0. O

P(Xn+1:7;n+1 |)(n:’tn)P()(QZ’LO7
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Definition 1.2.5. Eine Markovkette (X, )nen, heifst homogen, wenn P,, =
P, =: P fiir alle n € Ny gilt.

Gilt p, = pny1 =: p fur alle N € Ny, so heift p (= po) stationdire
(Anfangs-) Verteilung der Markovkette.

Fiir eine stationdre Verteilung p muss gelten
1. p” = p"P (lineares Gleichungssystem), wegen p;,, = p, P,

2. > P(Xo=1) =1, damit p eine Verteilung beschreibt
1€S

Schreibweise fiir homogene Markovketten:
pij = P(Xn =7 | X1 =1)
Pl = P(Xirn = j | Xi = 8) = P(Xa = j | Xo = 1)
Damit gilt:
P(Xa =j) = Y piy P(Xo = k).
keS
Lemma 1.2.6. Fir eine homogene Markovkette gilt:
P = pn. (1.1)

Beweis. Nach der Gleichung von Chapman-Kolmogorov gilt:

P — pn-p — p-2)pp — ... — P~ O

Beispiel 1. (spezielles Warteschlangenmodell)
e Zum Zeitpunkt 0 befindet sich kein Kunde im System.

e Die Anzahl der Kunden, die im Zeitintervall (n — 1, n] eintreffen, ist
eine Zufallsgrofe und wird mit Y,, bezeichnet.

Wir nehmen an, dass die Y,, unabhéngig und identisch verteilt sind mit

P(Y,=0)=03; P(Y,=1)=05; P(Y,=2)=0.2

e In cinem Zeitintervall (n— 1, n] wird genau ein Kunde abgefertigt, falls
zu Beginn des Intervalls (d.h. zum Zeitpunkt n — 1) mindestens ein
Kunde auf Bedienung wartet.

e Das Wartesystem umfasst 2 Wartepliatze. Sind beim Eintreffen eines
Kunden alle Warteplitze besetzt, verlasst dieser Kunde das Wartesys-
tem wieder.
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1.2.2 Rekursive Konstruktion von Markovketten

Es seien gegeben

e Wahrscheinlichkeitsraum [(2, A, P|

e Zufallsgrofe X mit Werten in [S, P(S)]

e Zufallsgrofen Wi, Wa, ... mit Werten in [R, B]; {Xo, W1, Wa, ...} sto-

chastisch unabhéngig

e Familie von Borel-messbaren Funktionen f,, : S x R — S.

Satz 1.2.7. Die Folge (X;)nen, mit

Xn = fn(Xn—la Wn)

ist eine Markovkette deren Ubergangswahrscheinlichkeiten P, = (pij(n))ijes
gegeben sind durch

pij(n) = P(fn(iaWn) = ])

Ist fr, = f und sind die W; identisch verteilt, so ist die Markovkette homogen.

1.2.3 Klassifikation der Zustande homogener Markovketten
Definition 1.2.8.

1.

2.

3.

Ein Zustand ¢ heifst absorbierend, wenn p; = 1 gilt.

Der grofste gemeinsame Teiler d; aller n € N mit pgzn ) > 0 heift Periode
von 1.

()
i
Schreibweise: i — j. (Vereinbarungen: pg-J) := 1, d.h. jeder Zustand ist

0 . . 1
z(j) =0 fiir 4 # j und pl(-j) = Ppij)

J heiflt von i aus erreichbar, falls ein n > 0 existiert mit p;.” > 0.

von sich aus erreichbar; p

. ¢ und j heifen verbunden, wenn i — j und j — i (Abkiirzung i < j).

1 heifst wesentlich, wenn ¢ aus allen von i erreichbaren Zusténden j
ebenfalls erreichbar ist, d.h. wenn gilt Vj : ¢ — j = j — 4. Anderenfalls
heifst ¢ unwesentlich.

Gilt fiir alle ¢ € S die Beziehung d; = 1, so ist die Markovkette aperi-
odisch.

Bemerkung 1.2.9. < ist eine Aquivalenzrelation, zerlegt also S in Aquiva-
lenzklassen.
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Beispiel 2. Wir betrachten die homogene Markovkette mit den Zusténden
S =1{0,1,2,3,4} und der Ubergangsmatrix

"

I
S O Ok
S O O NI=R|w
ok O O O
OO = OO
—o-o O O

Man kann sich die Ubergangsmatrix durch den sogenannten Markov-Graphen
veranschaulichen:

3/4

W O DD

1 12

e Der Zustand 4 ist absorbierend.
e Die Zustidnde 2 und 3 haben die Periode 2, der Rest Periode 1.

e Vom Zustand 0 ist nur der Zustand 1 erreichbar und umgekehrt. Die
Zustande 3 und 4 sind von 2 erreichbar usw.

e Die Zustande in den folgenden «-Klassen sind untereinander verbun-
den:

C1 ={0,1}, Co = {2,3}, Cs = {4}.
e Die Zustande 0, 1 und 4 sind wesentlich; 2 und 3 unwesentlich.

Die «-Klassen entsprechen den stark zusammenhéngenden Komponenten
des Markovgraphen.

Behauptung 1.2.10. Die Elemente einer Aquivalenzklasse von < sind ent-
weder alle wesentlich oder unwesentlich und sie besitzen alle dieselbe Periode.

Beweis.

Z.z.:Alle Zustinde einer Aquivalenzklasse sind wesentlich bzw. unwesentlich:
Angenommen, in Klasse C existiere mindestens ein wesentlicher Zustand ¢. Dann
ist zu zeigen:

ein beliebiger anderer Zustand j € C ist ebenfalls wesentlich, d.h.

i wesentlich,j < i,j —k=k—j
Wir haben:

1= 5] —2k=>1—k=>k—1
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weil ¢ wesentlich ist; und daraus folgt
k—j

Z.z.: Alle Zustinde einer Aquivalenzklasse haben die gleiche Periode:
Zustinde 7 und j sind aus einer Aquivalenzklasse C:

(7n) (n)

ite—jg=3dm=>1n>1:p;;" >0,p;" >0.

Sei pl(»f) > 0. Dann gilt mit Chapman-Kolmogorov fiir alle j € C:

Ay = S

pﬁ?)pﬁz pi” > 0.

(n+2stm) - 0, denn wegen p'?)

(X3

> 0 ist auch p>*

(%3

Analog gilt p;; > 0. Daraus folgt

di|n+s+m ANdj|n+2s+m=d;|s Vs mit p') > 0.

(23

(s)

Da d; ggT aller s mit p;;” > 0 ist, muss d; | d; gelten. Vertauschen von i und j

tithrt zu d; | d;, woraus sich d; = d; ergibt. O
Definition 1.2.11. Eine homogene Markovkette heifst irreduzibel, wenn nur
eine Aquivalenzklasse vorhanden ist.

Rekurrenzverhalten' einer homogenen Markovkette

Es seien
= P(Xn=j, Xn1 #j, . X1 £ ]| Xo=1), n>2
1
f() = Dij

Die fi(f) sind also die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass der Zustand j, aus-
gehend vom Zustand 4, zur Zeit n zum ersten Mal erreicht wird.

Definition 1.2.12. Ein Zustand ¢ heifit rekurrent, falls der Prozef bei Start
in ¢ mit Wahrscheinlichkeit 1 nach ¢ zuriickkehrt, d.h. wenn

f . Zf(n)

n=1

Anderenfalls (f}; < 1) heift i transient.

Satz 1.2.13. Es sei Qi; = P(X,, = j fir unendlich viele m | Xo = i).
Dann gilt:

'Riickkehrverhalten
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i rekurrent < Qi =1 0 1p§Zn) =

2. i transient < Qu =0 > 7, pgf) <0

Folgerung 1.2.14. Unwesentliche Zustdnde sind transient.
Bewets.
¢ unwesentlich = 33, 3m : p( m O,p;.?) =0VneN
= Qi = P(X} =i fiir unendlich viele k | Xg =4) <1 -— pgn) 1
O

Behauptung 1.2.15. Die Zustinde einer Aquivalenzklasse sind entweder
alle rekurrent oder alle transient.

Beweis. z.z.: i rekurrent, i < j = j rekurrent

Aus i < j folgt Im,n > 1: p(m) > 0, p(") > 0. Damit ergibt sich
DR W
v=1
= ZPJ?)pﬁf ry”
—pﬂ pw )Zp” = 00. 0

Beispiel 3. (Zuféllige Irrfahrt auf den ganzen Zahlen)
Wir betrachten eine homogene Markovkette mit S = Z und den Uber-
gangswahrscheinlichkeiten

Diitl =D Dii—1=q=1—p

fiir ein p € (0,1).

Jeder Zustand ist von jedem anderen erreichbar, es gibt also nur eine
Aquivalenzklasse. Auch sind alle Zusténde wesentlich.

Es ist klar, dass die Kette nicht in einer ungeraden Anzahl von Zeitschrit-
ten in einen Zustand ¢ zuriickkehren kann, insbesondere ist

p((fgﬂ) =0, neNp.

Fiir gerade Zeitpunkte ergibt sich diese Wahrscheinlichkeit zu

9 2n 2n)!
p((),(r)l) — ( >pnqn: ( ' )' nqn'
n nmn.

Die Stirlingsche Formel
nl ~n"t2e7/21
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besagt, dass n! asymptotisch dquivalent der rechten Seite ist, d.h.

|
lim ln— =1
n—oo ptae—ny/21
Fiir a,, ~ by, ist bekannt, dass die Reihen > a, und )b, dasselbe Konver-
genzverhalten besitzen. Diese Eigenschaft wird im Folgenden ausgenutzt. Es
gilt

(2n) n (2n)2”+% e 2"/2m
Poo ~ (P9) n2ntle—2n9r
_ (4pg)" _ (4p(1—p))"

Jar  Jar

1 falls p = &
4p(1 —p) = 2
a4 2 {< 1 sonst.

Nun ist

(2n)

Wir konnen jetzt das Konvergenzverhalten von > | Poo abschitzen.

Firp=q= 5 ist die Kette wegen

o0 o0

poo

n=1 = n:l
rekurrent, fiir p # ¢ hingegen wegen

= 2n) = ()" n
dp00 ~ D <D (4p(1-p)" < oo
n=1 nm n=1

transient, obwohl alle Zustidnde wesentlich sind!

Behauptung 1.2.16. Ist j transient, dann gilt fir alle i

o)
>op) <o
n=1

und folglich lim pg-l) =0.

Falls i ein rekurrenter Zustand ist, gilt Q; = > o, (n) = 1. Die f
definieren also eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die erste Riickkehrzeit
auf N. y; sei der Erwartungswert (im Falle der Existenz) dieser Riickkehrzeit.

(Falls der Erwartungswert nicht exstiert, gilt u; = co.)

Wi = i nfl(ln)

n=1
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Definition 1.2.17. Ein rekurrenter Zustand i heifst positiv rekurrent, wenn
i < oo gilt; im Fall p; = oo heiflt ¢ null-rekurrent.

Sind alle Zusténde (einer homogenen Markovkette) rekurrent bzw. positiv
rekurrent, so heifst die Markovkette selbst rekurrent bzw. positiv rekurrent.

Satz 1.2.18. Fin rekurrenter Zustand ist genau dann null-rekurrent, wenn
lim p{” =0 gilt.

n—oo

Behauptung 1.2.19. Die Zustinde einer rekurrenten Klasse sind entweder
alle positiv rekurrent oder null-rekurrent.

Beweis. Ubung O

1.2.4 Grenzverhalten der Ubergangswahrscheinlichkeiten ei-
ner homogenen Markovkette

Satz 1.2.20. Fir eine irreduzible, aperiodische und rekurrente Markovkette
gilt

1.2
0 sonst. (12)

(n) _ {ulg falls pj < oo,

Satz 1.2.21. Fir eine irreduzible und rekurrente Markovkette mit der Peri-
ode d > 1 gilt

P — 0 ke {1,2,...,d—1} und (1.3)
d
lim p) = Ll i <00, (1.4)
n—oo” " 0  sonst.

Satz 1.2.22. Fine homogene Markovkette sei irreduzibel und aperiodisch.
Dann sind alle Zustinde genau dann positiv rekurrent, wenn eine stationdre
Verteilung p = (m;)ies existiert. Falls diese existiert, ist p eindeutig und es
gilt
=4 — lim p™ vijes. (1.5)
J 1 n—oot 4 ’

Satz 1.2.23. Fine homogene Markovkette mit endlichem Zustandsraum S
besitzt

1. evtl. transiente Zustdinde

2. mindestens einen rekurrenten Zustand

3. keine null-rekurrenten Zustdnde

4. keine wesentlichen transienten Zustdinde.
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Beweis.
1. vgl. Einfithrungsbeispiel
2. S endlich = 3 : Qs > 0= Q;; = 1 = 7 rekurrent
3. Angenommen, es exisitiert ein null-rekurrenter Zustand 1.
= d null-rekurrente Zustandsklasse C, die 7 enthélt
= C=1{j:i+< j}, da rekurrente Zustinde wesentlich sind

M) — 0, denn 3Im : p™ > 0, also pl(.:m_") > p{Mplm)

= VjecC: nILrI;opij i o D
wobei pl(,;’wn) — 0 wegen der Null-Rekurrenz von ¢

Andererseits folgt aus } . pE?) = 1Vn € N die Gleichung

IS IAES

jec
im Widerspruch zu lim pl(-?) =0.
n—oo
4. Ubung O
Folgerung 1.2.24. Fir eine irreduzible aperiodische Markovkette mit S =
{0,1,...,m} existiert eine eindeutige stationdre Verteilung p = (7;)ies, und
es gilt
lim P = : : sowie (1.6)
n—oo
7TO 7T1 .o oe. Trm
lim p, =p. (1.7)
n—oo

Beweis. noch zu zeigen ist: lim p, = p
n—oo

. PR )
i PO =) = li 3 P30 = i)
=" P(Xo =1) lim p?

Bemerkung 1.2.25.
1. Falls die homogene Markovkette mit S = {0,1,...,m} irreduzibel,
aber nicht aperiodisch ist, gilt noch

n

: 1 (v)
g 2 py = nd

v=0
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. R .
i 3P =) =

wobel p = (7;)jes die eindeutige stationére Verteilung bezeichnet.

2. Der Zustandsraum S einer irreduziblen homogenen Markovkette mit
Periode d kann in d nichtleere, disjunkte Klassen D, (r =0,...,d—1)
zerlegt werden. Beim Ablauf der Kette werden dabei die Klassen D,
zyklisch durchlaufen, d.h. von einem Zustand der Klasse Dy kann man
nur in einen Zustand der Klasse Dg 1 und von Dy_1 nur in Dy gelangen.

Definition 1.2.26. Eine homogene Markovkette heifst ergodisch, wenn un-
abhéngig von i € § die Grenzwerte

lim p(ﬂ)

. = T4
n—oo L J

existieren und eine Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber [S, P(S)] definieren.

Folgerung 1.2.27. FEine irreduzible aperiodische Markovkette mit endlich
vielen Zustinden ist ergodisch.

Satz 1.2.28. Es sei (Xy)nen, €ine homogene Markovkette mit endlich vie-
len Zustinden. Falls ein | > 0 derart existiert, dass P! eine Spalte mit aus-
schliefflich positiven Zahlen enthdlt, ist die Markovkette ergodisch und es gilt
bezeichnet.

= 7, wobei p = (m;)ics die eindeutige stationdre Verteilung

Satz 1.2.29. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.2.28 existieren ein C' >
0 und ein r € (0,1) mit

|P(Xp, =j)—m| <Cr" VjeSVneN.

Absorptionswahrscheinlichkeiten

Im folgenden ist 4 ein transienter Zustand, T" C & Menge der transienten
Zustande und C eine Rekurrenzklasse.

Wir interessieren uns fiir den Fall, dass die Markovkette in einem transi-
enten Zustand ¢ startet und schlieflich in der Rekurrenzklasse C ankommt.
Dazu fiithren wir

(C) = P(X1 €C| Xo = i)
Wz(n)(C)ZZP(XnECaXn—l€T7""X1€T|X0:i)’ n>1

ein, das sind die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass die Markovkette in n
Schritten die Menge T verlédsst und erstmalig in C eintritt. Aufferdem ist

mi(C) == Z WZ(”)(C)
n=1
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die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass C von der Markovkette bei Start in ¢
erreicht wird. Man sagt, dass der Prozess in Klasse C absorbiert wird.
Es gilt
re) =S P(Xi=k| Xo=1)=> pa

keC keC

Wir berechnen nun '™ (C),n > 2.

mM(C)=P(X,€C,Xp 1 €T,.... X1 €T | Xo =1)
=P(X,€C.Xp1€T,.... X T, | X1=j| Xo=1)

JjeT
=Y P(X,€C Xy 1€T,..., X, €T, Xy =j| Xo =1)
JjeET
_ 2 P(Xn€C,Xn1€T,....,X2€T, X1 =7,X0=1) P(X1=4|Xo=1)
= P(Xo=1) P(X1=j|Xo=1)

jeT
= E P(Xn€C,Xpn_1€T,...X2€T|X1=5)P(X1=7|X0=1)
jeT
_ (n—1)
=> ") pij
jer

Weiterhin ist

m(C) =xP(C) + i ()
n=2

=r0C)+> p; Y 7" V()

JET n=2
=m;(C)

Dies fiihrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem
1
ﬂ'z(C) :7'('2( )(C)+Zpij7rj(C) (1.8)
JET
zur Bestimmung der ;(C).
Bemerkung 1.2.30.

1. Falls P(3n: X, € T | Xo = i) = 1 gilt, besitzt dieses Gleichungssystem
eine eindeutige Losung.

2. Aus 71',51)(6) =0Vi e T folgt wegen 7T§n) C) = ZjeTpijW](.n_l)(C) auch

s (C) = 0Vn > 2, d.h. wenn man nicht in einem Schritt von 7' nach

i
C kommt, dann iiberhaupt nicht.
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Satz 1.2.31.

1. Es seien C eine aperiodische positiv rekurrente Klasse und j € C. Dann
gilt firieT:

lim p(m =m;(C) lim p(n) = m;(C)7;j. (1.9)

n—soo’ 4 n—oo’ 49

2. Falls C eine periodische positiv rekurrente Klasse ist, gilt firi e T
lim li ) — mi(0)m (1.10)
n—oo 1 lpij o I )
V=

Wir sind nun( i)n der Lage, die Grenzwerte der Ubergangswahrscheinlich-
n
?
Dazu zerlegt inan die Markovkette in rekurrente Klassen und die Menge
der transienten Zusténde T'. Jede rekurrente Klasse kann man als irreduzible
Markovkette mit Periode d > 1 auffassen, sodass mit den Sétzen 1.2.20 und
1.2.21 die Grenzwerte in diesen Klassen berechnet werden kénnen. Mit dem
letzten Satz lassen sich dann die Absorptionswahrscheinlichkeiten fiir die

Zustande aus T in die jeweiligen rekurrenten Klassen bestimmen.

keiten lim,, . p;;’ zu bestimmen.

Beispiel 4. Wir betrachten eine leicht veranderte Version des Beispiels 2 mit
Zustinden S = {0, 1,2,3,4,5} und Ubergangsmatrix

12000
%%000
P=|[0 3 03 0
00 1 0 3
00001

Diese Markovkette hat die Rekurrenzklassen C; = {0, 1}, C2 = {4} und die

transienten Zustdnde 7" = {2,3}. Daher wissen wir, dass lim, .., P" die
folgende Struktur hat:

m m 0 0 0
m m 0 0 0
lim Pn = 7~T20 77'21 0 0 77'24
n—oo ~ ~ ~
m30 731 0 0 734
0 0O 0 0 1
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Zunéchst bestimmen wir mg und 71, indem wir C; als homogene Markovkette
auffassen. Dann ist (7r0 711) als stationare Verteilung Losung von

13
w1 1) = m).
2 2
Es ergibt sich mg = % und m = %

Um die 7;; zu erhalten, miissen wir erst die Absorptionswahrscheinlich-
keiten m2(Cy1) und 73(C1) (oder m2(C2) und m3(C2)) kennen. Der Ansatz (1.8)
fihrt auf das System

m(C1) = 3 +0-m2(C1) + 5 - m3(C1)
73(C1) =0+ § - m2(C1) + 0 - w3(Cy)
mit der Lésung m5(C1) = 2 und 73(Cy) = 1. Damit haben wir:
oo =m(C1) To=%-%2=15
o1 =ma(Cy) m =2-2=2
7T24—7['2(C2)'7T4:%'1:%.

1.2.5 Erwartungswert der ersten Eintrittszeit in eine Menge

Der Erwartungswert der Zeit des ersten Eintritts in eine Menge ist wichtig
z.B. fiir die Average-Case-Analyse bei stochastischen (Such-)Algorithmen.

Es sei B C §. Dann ist S(B) die erste Fintrittszeit in B:

S(B) = {min{n eNyg: X,eB} falls{neNy:X,eB}#0

00 sonst.
Bezeichnungen:
B¢:=S\B Komplement von B bez. §
b := card B¢ Anzahl der Elemente von B¢
P o = (pij)i jenc Teilmatrix der Ubergéinge auerhalb von B
Po.pc = (P(Xo =1));cpc  Anfangsverteilung aukerhalb von B

I, b x b-Einheitsmatrix
e; i-ter Einheitsvektor

1,:=(1...1)T € R?

Satz 1.2.32. (X,)nen, sei eine homogene Markovkette mit S = {0, ..., m},
der Ubergangsmatriz P und der Anfangsverteilung po. Sind dann alle (evtl.
auch komplezen) Eigenwerte der Matriz P go betragsmdfig kleiner als 1, so
existiert der Erwartungswert E (S(B)) und es gilt

E(S(B)) = pg ge (I — Ppe) ' 1.
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Beweis.

E(S(B)) = 3 nP(S(B) = n)

= P(S(B) =1) +2P(S(B) =2) + 3P(5(B) = 3) + - --

=Y "P(S(B)=n)+ > _ P(S(B)=n)+ Y _ P(S(B)=n)+-
n=1 n=2 n=3

|
(]
o)

(S(B) >mn)

Y P(Xo¢B X1 ¢B,...,X, ¢B)
n=0

Andererseits ist

P(Xo€B,...,X,¢B) = Z Z P(Xo =i0,..., Xp =1ip)

i0c€BC in,€BC

— Z Z P(XOZiO)Hpij—lij

iw€BC i, €BC Jj=1

n
= E E P(XOZZ(])E E sz'j,lij
i0€BC i,€B¢ i11€BC  i,_1€BCj=1

— Z Z P(Xo =1ig) €, (Ppc)"e;,

i0€BC i, €BC

= pch(PBc)"lb.

Es ist also -
E(S(B)) =pjge Y, (Ppe)" 1.

n=0

Nun gilt fiir eine Matrix A, deren Eigenwerte betragsméfig alle kleiner als 1 sind,
die Beziehung (Verallgemeinerung der Formel fiir geometrische Reihen)

iA" =(I-A)".
n=0

Die Bedingung ist hier erfiillt und daher ist
1

E(S(B)) = pg pe(ly = Ppe) 1. H

Bemerkung 1.2.33. Es gilt stets: Die Eigenwerte A\ der Matrix A = (a;;),
i,7 € {1,...,m} liegen in einer der Kreisscheiben der komplexen Ebene mit
Mittelpunkt a;; und Radius 3, [a;;], d.h.

A —ayu| < Z |agjl. (Gershgorin-Schranken)
J#
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Daraus ergibt sich
IA] <A — @] + |ai] < Z |aijl.
jES
Somit

1. Die Eigenwerte einer stochastischen Matrix sind betragsméfig < 1.

2. Die Voraussetzungen von Satz 1.2.32 sind z.B. erfiillt, wenn alle Zei-
lensummen von P e kleiner als 1 sind. (Eine stochastische Matrix A
hat stets den Eigenwert 1, denn A1 =1.)

1.3 Markovsche Prozesse mit diskretem Zustands-
raum und stetiger Zeit

1.3.1 Einfiihrung

Definition 1.3.1. Ein stochastischer Prozess (X;);>¢ mit Zustandsraum
S = {0,1,...} heifst Markovsche Kette mit stetiger Zeit (MKSZ) falls fiir
jede Auswahl t1,%9,... von Zeitpunkten mit ¢; < t;11 die zugehorige Folge
eine Markovkette (Xy, )ren, bildet, d.h. fiir jede solche Auswahl gilt:

P(th+1 = ,L?’L—i-l | th = in? .. 7Xt1 = Zl) = P(th+1 = 2”“‘1 ’ th = ,Ln)

Eine MKSZ wird wahrscheinlichkeitstheoretisch vollstdndig beschrieben
durch

1. die Ubergangswahrscheinlichkeiten
pij(s,t) :=P(X; =j| Xs=1),s <t
und
2. die Anfangsverteilung po = (P(Xo = 17)),cg
Es gilt
pij(t1,ts) = Zpik(tlat2)pkj(t2,t3) Vi,jeS ti<ty<tseT

keS
(Chapman-Kolmogorov)

und

P(X; =j) =Y P(Xo = i)pi;(0,1).
i€S

Eine MKSZ ist homogen, wenn die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij(s,t)
nur von der Differenz ¢ — s abhéngen. Wir schreiben

pij(t—5) =P(Xy=j| Xs=1)=P(Xy—s=7| Xo=1),t—5>0
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fiir die Wahrscheinlichkeit, in ¢ — s Zeiteinheiten von ¢ nach j {iberzugehen
und fassen diese wieder zu einer Matrix P(t) zusammen

P(t) = (pij(t))i,jES’ t > 0.

Auferdem vereinbaren wir

1 falls i=j
i:(0) 1=
pj( ) {0 sonst.

Fiir eine homogene MKSZ gilt wegen der Gleichung von Chapman-Kolmo-

gorow
P(s+1t) =P(s)P(t).

Bemerkung 1.3.2. Es existiert nicht fiir jede stochastische Matrix IT eine
MKSZ mit P(1) = II. Z.B. ist II = (9 }) nicht als P(3) - P(3) mit einer
reellen Matrix P(3) darstellbar.

Definition 1.3.3. Es sei (X;);>0 eine homogene MKSZ mit den Ubergangs-
matrizen (P(t)):>0. Eine reelle Matrix Q, die der Beziehung

QR=P(), t>0

gentigt, wobei
e :—kg 7/{:!Q —|+tQ—i——!Q 4 (],]|)

ist, heilt Intensitatsmatriz (Generatormatriz) des Prozesses.

Es gelten die folgenden Rechenregeln:

d
& (eAt) = A_eAt = eAtA (112)

cA(stt) _ JAs | At (1.13)
o(ATBIE — oAl Bt f]ls AB = BA (1.14)

Aus (1.13) folgt wegen

[ — oAl—t) _ (AL —Al _ Al Al

zusatzlich eine schone Formel fir die entsprechende Inverse:

(eAt) -1 _ oAt

Falls eine Intensitdtsmatrix existiert, so ist sie eindeutig bestimmt und

es gilt wegen (1.11):
P(t) -1
Q= lim 2 T

t—0
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d.h.
lim 240,
qij = . :
v %E}% Pij (? 1 5 = j.

Fir Q gilt aufferdem

1. ¢ij 20, i# jund g; <0

2. Falls Z#i gij = —qi < 00, ist jede Zeilensumme 0:

> aij =0.
jeS
Das ist bei endlichem Zustandsraum stets der Fall.

Interpretation der Intensitidten Die Wahrscheinlichkeit, in Zeitein-
heit ¢ (¢ klein) von 4 nach j, ¢ # j, Uiberzugehen, ist nédherungsweise g;;t,
die in 7 zu bleiben anndhernd ¢;;t + 1. In den Anwendungen geht man im
Allgemeinen von Q aus.

Berechung von P(t) bei Kenntnis von Q

Die Berechnung P(t) nach (1.11) ist im Allgemeinen ungiinstig, da
e Rundungsfehler bei der Berechnung von Q" auftreten und
e die Konvergenz sehr langsam sein kann.

Alternativen sind

1. Ausnutzen der Beziehung

P(t) =e'Q = lim <I—|— ?)n

n—oo

2. Losung der ,,Kolmogorovschen Differentialgleichungen‘

d
P'(t) = &etQ =Q -Q=QP(t) (Riickwértsgleichung)
/ d 1q _ tq . .
P'(t) = Era Q=P1)Q (Vorwirtsgleichung)
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1.3.2 Der homogene Poisson-Prozess

Definition 1.3.4. (X,,),en sei eine Folge unabhéngiger mit Parameter A > 0
exponentialverteilter Zufallsgrofen. Weiterhin seien Ty = 0, T,, = > 1" X,
n € N. Dann heift der durch N; := max{n € Ng | T), < t}, t > 0, definierte
Prozess (homogener) Poissonprozess mit dem Parameter .

Die Folge (T},)nen, nennt man Folge der Ankunftszeiten.

z.B.: N ist Anzahl der in einem Bediensystem bis zum Zeitpunkt ¢ an-
kommenden Kunden

Satz 1.3.5. Ein Poissonprozess besitzt unabhdngige, poissonverteilte Zu-
wdachse, und es gilt fiir N, =Ny ., — Ny, die Beziehung

tnt1] n+1

k) _ ()\(tn+1 - tn))ke—)\(tn+1—tn)

P(N i

tnytn-&-l] -
Satz 1.3.6. Der durch 1.3.4 definierte Prozess ist ein homogener Markov-
prozess mit

. ' o At —8))70 s
P(Nt:]|N5:Z):P(N(Szt]:]_z):(((j_i)))!e >\(t )

fiir 0 < s <t,i,j € No,i < j.

Beweis. Sei 0 < tg < t; < -+ < t, < ---. Dann ist Ny, = Ny, _, + D,, mit
Dy, = Ny, 1,1, € N. (Dy)nen ist eine Folge unabhéngiger Zufallsgréfen (némlich
der nach dem vorherigen Satz unabhéngigen Zuwéchse), die unabhingig von Ny,
ist. Nach Satz 1.2.7 (rekursive Konstruktion von Markovketten) ist (IVy, )nen, eine
Markovkette, also ist (Nt)ie[o,00) eine MKSZ.

P(Ny=j|Ng=1i)=P(Ns+ N(s4y = j | Ns =)
P(Ns +N(s7t] =7J,Ns = Z)

P(Ns =1)
 P(Ny=i,Nyy =j—i)
P(N, = i)
P(Ns :Z)P(N(st] :.7_1)
_ , hiineickei
PN, = 1) (Unabhéngigkeit)

= P(N(s,y =7 —1)
und mit dem vorherigen Satz

At —s)" o Mt—s)
(j —i)!

Aus der letzten Gleichung ergibt sich auch die Homogenitét. O
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Weitere Charakterisierungen eines homogenen Poissonprozesses

Satz 1.3.7. Es sei (Ni)i>0 ein stochastischer Prozess mit S = Ny, dessen
Trajektorien nichifallend sind. Wenn

1. (N¢)¢>0 unabhdngige Zuwdchse besitzt, d.h. fir 0 < t; < ta < --- <
tn, < --- die Zufallsgrofien Ny, — 0, Ny, — Ny, ... unabhdingig sind,

2. die Zuwaichse zeitlich homogen sind, d.h. wenn Ny, 1p— Ny, 45 und Ny, —
Ny, fir alle h > 0,t2 > t1 dieselbe Verteilung besitzen, und

3. die Beziehungen

P(N, = 1) = M+ o(h)
P(N}, > 2) = o(h)

fiir ein A > 0 erfillt sind,
dann ist (N¢)i>0 ein homogener Poissonprozess mit der Intensitdt \.

Bemerkung 1.3.8. Die Aussage des Satzes bleibt richtig, wenn 3. durch die
Bedingungen

3.a) (IVy) ist nicht identisch gleich Null
3.b) N(0)=0
3.c) Die Trajektorien besitzen nur Spriinge der Hohe 1.

ersetzt wird.

Satz 1.3.9. (Uberlagerung und Aufteilung von Poissonprozessen)

1. Es seien (Ni)i>0 und (My)i>0 voneinander unabhdingige Poissonpro-
zesse mit den Parametern A > 0 und p > 0 sowie den Ankunftszeiten-
folgen (Tp,)nen, und (Sp)nen,- Die durch

Uy:=0

kp :=min{k : Ty, > Up—1}
Ly :=min{l: S, >U,_1}
Up == min{Ty,, S, }

definierte Uberlagerung von (T )nen, und (Sp)nen, bildet dann die An-
kunftszeitenfolge eines Poissonprozesses mit Parameter X + p.
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2. Ist (Ix)ken eine von (Ni)i>o unabhdingige Folge Bernoulli-verteilter
Zufallsgréfen mit p € (0,1) und teilt man die Ankunftszeitenfolge
(T )nen, von (Ni)i>o zufdllig auf gemdf

U=V =0
Un — Tk;n mit kn = mln{k‘ : Tk; > Unflalk‘ = 1}
Vi =1y, mit 1y, :=min{l : T; > V,_1, [; = 0},

so bilden (Up)nen, und (Vp)nen, die Ankunftszeitenfolgen zweier un-
abhdngiger Poissonprozesse mit den Parametern Ap und A(1 — p).

1.3.3 Die Struktur homogener MKSZ

Es sei A\; := —q;.

Satz 1.3.10. Sei Q = (¢ij)ijes eine Matriz mit den Figenschaften
1. qi; <0, q; >0, j#1

2. > 4ij =0
jes
die den Bedingungen 0 < inf;es \; und sup;cs \i < 00 gentigt. Weiterhin sei
eine Anfangsverteilung pg gegeben.
Dann gibt es eine homogene MKSZ (X¢)i>0 auf [, A, P] mit den Uber-
gangsmatrizen P(t) = e'Q und der Anfangsverteilung po. (X;)i>0 kann wie
folgt konstruiert werden:

1. (Yn)nen, sei eine homogene Markovkette auf [Q2, A, P| mit dem Zu-
standsraum S, der Matriz der Ubergangswahrscheinlichkeiten

oA

(PY>ij mit P(Yn—H =7 | Y, = Z) = {0 (1'15)

) = 1.
und der Anfangsverteilung po.

2. Die Verweildauern Agy1 9m Zustand Yy sind untereinander und von
(Yo )nen, unabhingige mit dem Parameter Ay, exponentialverteilte Zu-
fallsgrifien.

3. Setze
k k+1
X =Y. ﬂi?“ ZA] <t< ZA] (AO :0)
j=0 j=0
Bemerkung 1.3.11.

1. (X7,)neny = (Yn)nen, heifst eingebettete Markovkette.
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2. Die Exponentialverteilung der Zwischenzeiten hangt bei MKSZ von
dem Zustand ab, in dem sich die MKSZ befindet. Besitzen die Verweil-
dauern eine beliebige stetige Verteilung (positive Dichte nur fiir ¢ > 0),
die auch vom Zustand, in den der Prozess iibergeht, abhéngen kann,
erhélt man einen sogenannten Semi-Markovschen Prozess.

3. Analog zum Markovgraphen kann man einen Intensitditsgraphen be-
trachten (unter den Voraussetzungen des Satzes). Interpretation:

(a) Die Verweilzeit in jedem Zustand (Knoten) ist nach einer Expo-
nentialverteilung mit der Summe der wegfithrenden Kantenwerte
als Parameter verteilt:

Ai = Z qij-

JjesS\{i}

(b) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind proportional zu den Wer-
ten der wegfiithrenden Kanten

Qi
Dij = %

)

1.3.4 Grenzverhalten der Ubergangswahrscheinlichkeiten ho-
mogener MKSZ

Satz 1.3.12. Es seien (X¢)i>0 eine homogene Markovkette mit der Inten-
sitatsmatriz Q sowie (Yy)nen, die zugehorige eingebettete Markovkette (mit
der durch (1.15) gegebenen Ubergangsmatriz Py).

1. Ist die Markovkette (Yy,)nen, trreduzibel und positiv rekurrent, so exis-
tiert

lim P(t) =

)
t—o00

pT
pT
wobei p die stationdre Verteilung von (Xy)i>o ist.

2. p ist genau dann stationdre Verteilung von (X¢)i>0, wenn p*Q = 0.

Bewets.
zu 2.: Jede stationére Verteilung erfiillt diese Bedingung:

p" =p"P(1)
_ pTetQ
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Differentiation nach ¢ ergibt
0=p"Qe'?
0=p"Q. (63“‘-’2)71 existiert

Andererseits folgt aus p”Q = 0 sofort
t2
p7e'Q =p” <I+tQ+2Q2+---)

v w7 (T4 Q)

= pT. D

Beispiel: Geburts- und Todesprozesse

Unter einem Geburts- und Todesprozess versteht man eine MKSZ mit S = Ny
bzw. S = {0,1,...,m}, fiir die nur die Intensitéten ¢; ;—1, ¢;; und ¢; ;+1 von
Null verschieden sein konnen. Man bezeichnet g; ;41 =: A\; als Geburtsinten-
sitat und g; ;1 =: p; als Todesintensitdt.

Betrachtung eines endlichen Geburts- und Todesprozesses: Die
eingebettete Markovkette ist irreduzibel und positiv rekurrent. Daher exis-
tiert eine stationédre Verteilung p” = (7g ...y, ). Diese ist Losung des Glei-
chungssystems p”Q = 0 mit

-0 Ao
pr o —(A\1+ ) A
Q= 12 —(A2+p2) A2

Um  —Hm

0. Spalte: — A\gmg + 1w =0

Ao
= T = — 7T
M1

1. Spalte: Agmp — (A1 + p1)m1 + pome =0
Ao
12

1
$W2=£()\17T1+H17T1—>\07T0)= 0

i. Spalte: A\i—1mi—1 — (N + i)™ + pig1mis1 =0

= Myl = (i + pimi — Ni—1mi—1)

Hi+1
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Vermutung aufgrund der ersten beiden Ergebnisse:

AOAL - Ao
=20 Al (1.16)
pipz - i

In die obige Gleichung eingesetzt ergibt sich

1 A0AL - Ao AOAL - Ao AoATL - Ai2
Tit1 = Ai Tt p— T~ Ai-1————————— 70
Hi+1 M2 - - - g M2 - - - g M2 - - - fhi—1
AoA1 - A
= 0,
M2 - - g1

womit die Vermutung bestétigt ist. Sie hélt auch fiir ¢ = m:

m. Spalte: — A\ 1Tm—1 + tmmm =0

Am—1 A0AL T At
Tl = ———————————TT0.
Hm M2 - - m

= Ty =

Da (mp...7my) eine Verteilung ist, haben wir als zusétzliche Bedingung
>ty m =1 und damit

m m
AoA Ai
i—0 o MiH2-
1
=My = ST (1.17)
L+2 05 loll/lm"'ml
Spezialfall:
A=A 1=0,....m-—1
M] =p .7 - 1> , M
Dann ist
T, — () )
W
1
T = N
1+357 (ﬁ)
mit
050 {1
iz; K ZZ; H = Py sonst.

m

)

Die eingebettete Markovkette ist hier periodisch, d.h. lim,— pZL exis-

tiert nicht.
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1.4 Semi-Markovsche Prozesse

1.4.1 Einfiihrung

Definition 1.4.1. Seien (Y},)nen, ein stochastischer Prozess mit Werten in
S = Ny und (V,,)nen, eine Folge von nichtnegativen Zufallsgrofen, die die
Zwischenankunftszeiten (Verweildauern)

TO =0
T :=W
n
To:=Y Vin>2
i=1
T(t) :==max{n e N: T, <t}

realisiert.
Der durch X(t) := Ypq),t > 0 definierte Prozess (X;);>o heit Semi-
Markovscher Prozess, wenn die Bedingungen

P11 =3, Vo1 <t| Y, =ipn,..., Yo =10, Vi < tp,..., V1 < t1)
=P(Yoi1 =5, Vo <t|Y,=1iy) (SM1)

und
P(Yny1 =7, Va1 St Yo =1)=PY1 =5 V1 <t| Yo =1) (SM2)
erfiillt sind (fiir alle Vorgeschichten mit positiver Wahrscheinlichkeit).
Bemerkung 1.4.2. Aus (SM2) folgt die Homogenitit von (Y3,)nen,:
Jim P(Yo1 =7, Vo <t Yy =4) = lim P(Yy =5, Vi <t [ Yo =1)
PY,t1=j|Yon=19)=PY1=j]|Yy=1).
Verhalten von (Y;,)nen,:

(Y3, nen, ist eine homogene Markovkette (eingebettete Markovkette) mit den
Ubergangswahrscheinlichkeiten

bij = }H&P(Yn—i—l =Jy Va1 <t | Y, = Z)
Die Abbildung M mit

M(t) = (mij(t)); jes» mij(t) := P(Yosr =, Vs <t | Yo = 1)
wird Semi-Markovscher Kern genannt.
Verweilzeitverteilungsfunktionen:
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1. Verweilzeit im Zustand 4
Hi(t) := P(Vpy1 <t | Yy =1) = my;(t)
jES
Erwartungswert der Aufenthaltsdauer im Zustand 4:

[e9]

[ xhi(z)dz Verweilzeiten stetig verteilt

i = L =0
> 2jP(Vap1 =5 | Yo =1i) Verweilzeiten diskret verteilt
j

2. Verweilzeit im Zustand i bei Ubergang zu j

Fi'(t):P(Vn+1§t|Yn:iaYn+1:j)
P(Vn+1 St,Yn:i,Yn+1 :.7) P(Yn:Z)

PY, =14,Ynt1 =7) P(Y, =1)
P(Vig1 <t, Y1 =7 | Y, =1)
n P(Ypi1=7|Yn=1)
_ mij(t)
B Dij

Bemerkung 1.4.3. Eine MKSZ ist ein Semi-Markovscher Prozess mit
Fij(t) =1- €_>\it = Fi(t), t> 0.

Folglich
Hi(t) =) mi(t) =Y pijFy(t) = Fi(t) =1 — ™
jes jes
i = xh;(x)dz = zhe MPdr = —
=0 0 Ai

1.4.2 Grenzverhalten der Ubergangswahrscheinlichkeiten

Bezeichne Tj; die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Besuchen in Zu-
stand i. Wir setzen voraus, dass die Verteilung von Tj; nicht gitterformig ist
(eine Verteilung heift gitterformig, wenn es ein d > 0 gibt mit ) ° ) P(X =
nd) =1).

Satz 1.4.4. Es sei (Xi)i>0 ein Semi-Markovscher Prozess mit (Yy)nen, als
zugehoriger eingebetteter Markovkette. Ist die obige Voraussetzung erfillt und
ist (Yn)nen, irreduzibel und positiv rekurrent, so gilt

. . . Tl
lim P(X;=j | Xo=1i)=p; = =2 —,
{00 ( | ) J ZkeS Tl

wobei (o, ..., m,...)" die stationdre Verteilung von (Yy)nen, bezeichnet.
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1.5 Simulation stochastischer Prozesse

1.5.1 Markovketten

Gegeben sei die Anfangsverteilung pp und die Ubergangsmatrix P.
1. Erzeugen einer Realisierung ig von Xy geméfs po

2. Simulation des Folgezustandes gemif Ubergangsmatrix P

1.5.2 Poissonprozess
Gegeben sei die Intensitéit A.

1. Moglichkeit: Erzeugen einer Folge unabhéngig mit A exponential verteil-
ter Zufallszahlen X;, ¢ = 1,2,.... Poissonprozess:

n
N, = max{n € No : T,, < t} mit T, = »_ X;
=1

2. Moglichkeit: Ausnutzung von: Die Ankunftszeiten T7,75,... verhalten
sich unter der Voraussetzung, dass in (¢;_1,¢;] genau k; Ankiinfte eintre-
ten, wie die geordneten Werte X1,..., Xy, auf (¢;_1,%;] gleichméfig stetig
verteilter Zufallsgrofen X ;. Daraus ergibt sich das Verfahren:

1. Zerlegung der Zeitachse in disjunkte Intervalle (¢;_1, ;]

2. Erzeugen mit A\ poissonverteilter Zufallszahlen k; fiir jedes Teilinter-
vall (ti—ly ti]

3. Erzeugen von k; auf (t;_1,t;] gleichméRig stetig verteilter Zufallszah-
len

1.5.3 Markovketten mit stetiger Zeit

Gegeben seien pg und die Intensitdtsmatrix Q.
1. Erzeugung einer Realisierung ig von Xg geméfs pg

2. Simulation der ersten Zwischenzeit als exponentialverteilte Zufallszahl
mit Parameter \;; = —¢;,

3. Realisierung des Folgezustandes i; geméf der Ubergangswahrschein-
lichkeiten der eingebetteten Markovkette
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1.5.4 Semimarkovsche Prozesse

Gegeben seien pg und myj(t),i,j € S. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten
der eingebetteten Markovkette sind

bij = lim P(Yn+1 = j, Vn+1 <t ‘ Y, = Z) = lim mij(t).
t—o0 t—o00
1. Erzeugen einer Realisierung iy von X geméifs pg

2. Erzeugen des Folgezustandes i; geméf Ubergangsmatrix der eingebet-
teten Markovkette

3. Erzeugen der Verweilzeit in ig geméaft Verteilung

mi;(t)
Digiq

P(V1 gt’XU:Z'O,Xlz’L'l):



Kapitel 2

Einfilhrung in die Theorie der
Warteschlangen

2.1 Klassifikation

Ein Bediensystem besteht aus drei wichtigen Komponenten:

Der Input-Prozess beschreibt den Kundenstrom, d.h. die Ankunft von
Auftragen.

Der Bedienmechanismus beschreibt die Abarbeitung von Auftrégen,
zum Beispiel durch die Bedienungszeit je Auftrag.

Bedienungsorganisation charakterisiert das Verhalten der Kunden im Sys-
tem bzw. die Behandlung der Kunden durch das System.

Man unterscheidet anhand der Bedienungsorganisation drei Arten von Sys-
temen:

kombinierte Warte-

1
Wartesysteme und Verlustsysteme Verlustsysteme
Kunden warten Wartekapazitét keine Warteplatze
geduldig, falls beschrankt

Bediengerite besetzt

Ein Bediensystem wird symbolisch in der Form
A/B/s/m
dargestellt, wobei

A Kundenstrom

B Verteilung der Bedienungszeit
s Zahl der Bediengeréte (Server)
m  Zahl der Wartepléitze

bedeuten. Aufterdem macht man folgende Annahmen:

32
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Kundenstrom
e Es kommt jeweils nur ein Kunde an.

e Die Zwischenankunftszeiten 7; sind unabhéngige, identisch verteilte
Zufallsgrofien.

A Bedeutung
GI (general independent) 7; beliebig verteilt

M (Markov) 7; exponentialverteilt (Poissonscher
Kundenstrom)
E;  (Erlang) 7; Erlang-verteilt mit Parameter k
D  (deterministic) 7; einpunktverteilt
Bedienprozess

e Alle Bediengerite sind gleichartig.

e Die Bedienungszeiten B; sind unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
grofen (und unabhéngig von 7;).

B Bedeutung
G (general) B; beliebig verteilt
M (Markov) B; exponentialverteilt

In Abhéngigkeit von m unterscheidet man wie oben

m=20 Verlustsysteme
m = 0o Wartesysteme (A/B/s/oco =: A/B/s)
0 <m < oo kombinierte Warte- und Verlustsysteme.

Im Folgenden wird dieses Schema haufig durch Angabe der Verteilungs-
parameter erweitert, z.B.M(\)/M(u)/s/c.

Man geht in der klassischen Warteschlangentheorie davon aus, dass sich
im System (n&herungsweise) eine stationére Verteilung eingestellt hat und
bestimmt fiir die stationédre Verteilung z. B. die folgenden Kenngréfen:

Verteilung der Zahl der Kunden im System

Verteilung der Warteschlangenlénge

Verteilung der Wartezeit eines einzelnen Kunden

Verteilung der Verweilzeit eines Kunden im System

Verlustwahrscheinlichkeit (fiir kombinierte Warte- und Verlustsysteme)

Art des Ausgangsstroms.
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2.2 Das Modell M(\)/M(u)/1/00

X bezeichne die Anzahl der Kunden, die sich zur Zeit ¢ im System (in der
Warteschlange oder in Bedienung) befinden, T; die Ankunftszeit des i-ten
Kunden und T} den Zeitpunkt, zu dem der i-te Kunde nach Beendigung der
Bedienung das System verlasst.

(X¢)e>0 wird als Geburts-und Todesprozess modelliert:

1. Die Wahrscheinlichkeit, dass gleichzeitig zwei und mehr Kunden an-
kommen oder das System verlassen, und die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass ein Kunde das System betritt, wenn ein anderer Kunde es ver-
lasst, ist jeweils 0 (P(X =Y) =0, falls (X,Y) stetig und unabhéngig
verteilt). Die Realisierungen des Prozesses weisen daher (mit Wahr-
scheinlichkeit 1) nur Spriinge der Héhe +1 oder —1 auf.

2. Es kann gezeigt werden, dass die "Zwischenzeiten” zwischen den Spriin-
gen exponentialverteilt und unabhéngig sind. (X;):>¢ ist also eine MKSZ.

3. (Xt)t>0 ist homogen.

4. Die Gestalt der Ubergangsintensititen soll am Beispiel von Qiji+1 er-
lautert werden. Dazu wird zunéchst p; ;11(t) betrachtet.
Im Folgenden bezeichnen B (Bedienungszeit) eine mit dem Parameter
w und 7 (Zwischenankunftszeit) eine mit dem Parameter A exponenti-
alverteilte Zufallsgrofe.
Falls ¢ > 1 gilt, befindet sich ein Kunde in der Bedienungsphase, und
die restliche Bedienungszeit ist wegen der Gedéchtnislosigkeit der Ex-
ponentialverteilung wie B verteilt. Weiterhin ist die Zeit, die bis zur
Ankunft des nichsten Kunden vergeht, wie 7 verteilt, und die beiden
Zeiten sind unabhéngig. Also ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im
Zeitintervall (0,¢] genau ein Kunde hinzukommt, aber kein Kunde das
System verlésst, gleich P(7 < ¢, B > t). Die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass zwei oder mehr Kunden hinzukommen (und eine geeignete Anzahl
von Kunden das System verldsst), kann mit o(¢) abgeschétzt werden.
Somit ergibt sich im Fall ¢ > 1:

Pii+1(t) = P(1 <t,B > t) + o(t)
= P(r <t)P(B >t)+o(t)
= (1—eMe ™ 4 o(t) = e M — e~ MM L o(p),
ef'ut — 67()‘+/¢)t . _’ue*/j't -+ ()\ —+ Iu)ef()‘“hu’)t

R =]
qii+1 tll%l n tll%l 1

Falls sich kein Kunde im System befindet, beginnt die Bedienungszeit,
sobald ein Kunde das System betritt. Der Zeitpunkt 7', zu dem dies
geschieht, ist wie 7 verteilt. Die dann beginnende Bedienungszeit und
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die Zeit bis zum Eintreffen des néchsten Kunden sind wie B bzw. 7 ver-
teilt. Alle Zeiten sind unabhéngig. Zum Zeitpunkt ¢ befindet sich genau
ein Kunde im System, wenn die Bedienung des Kunden zum Zeitpunkt
t noch nicht abgeschlossen und kein weiterer Kunde hinzugekommen
ist oder wenn insgesamt zwei oder mehr Kunden eintreffen (und eine
geeignete Anzahl von Kunden das System verldsst). Die Wahrschein-
lichkeit fiir die zweite Moglichkeit kann wieder mit o(t) abgeschétzt
werden. Somit ergibt sich fiir ¢ = 0:

p071(t) P(B >t—0,71>t— 9)ff(9)d9 + O(t)

e HE=0) = AE=0) N =N g 4 o(t)

I I—.

)

(e — e~ Mty 4 o(1),

=

Gii+1 = A.

In dhnlicher Weise erhélt man ¢;;—1 = p und ¢;; = —(A + p).

(X¢)e>0 ist damit ein Geburts- und Todesprozess mit Geburtsintensitét
A und Todesintensitét g, und man kann die Aussagen zur Existenz einer
stationaren Verteilung bei Geburts-und Todesprozessen anwenden:

Falls o := % < 1 gilt, existiert eine stationére Verteilung p = (po, . . ., i, - -

mit
po=1-—p, pi = 0'(1— o) (geometrische Verteilung)

und weiterhin lim; o P(Xy =n) = p, = 0"(1 — 0).
o heiflt auch Verkehrsdichte.

2.3 Das Modell M(\)/M(u)/s/o0

Sei (X¢)i>0 wieder die Anzahl der Kunden im System. (X;);>¢ ist dann eine
MKSZ, die durch die Intensitdtsmatrix

A j=i+1,

Wi J=1—-1
Q= (gj) = .
! A +w) j=i
0 sonst

mit

T
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gekennzeichnet ist.

Zunachst iiberlegen wir uns, ob eine stationdre Verteilung existiert. Dazu
stellen wir fest, dass (X¢)i>0 ein Geburts- und Todesprozess ist, fiir dessen
Wahrscheinlichkeiten py geméf (1.16) gilt

)\k {]jﬁkp() k< S,
pr=——"D0=14 "
M1 Bk Wp[) k’ZS

Damit p = (pg) eine Verteilung beschreibt, muss die Summe 1 sein. Daraus

ergibt sich mit Verkehrsdichte o = %

Der Klammerausdruck konvergiert fiir

== <1, (2.1)

g)\
s su

so dass also eine stationdre Verteilung genau dann existiert, wenn diese Be-
dingung gilt. Man kann (2.1) so interpretieren, dass die s Server mit durch-
schnittlicher Bearbeitungszeit i den Kundenstrom bewiltigen kénnen. We-

gen
Z<g>l 1 s
S 1-2 s-p

=0

erhélt man fiir die Wahrscheinlichkeiten der stationédren Verteilung

k
g 1<k<s,
P = lim P(Xt:k;)z{k’p“ =0
— 00

k
Ta=sbo k>
mit

1 1
Po = = . (2.3)

s—1 ok 0° s—1 ok 0°

S
> E! T s— > k! —Di(s—
P sl s—op =0 (s=1)!(s—0)

Im Folgenden setzen wir (2.1) als erfiillt und ¢ als grofs voraus und kénnen
deshalb von der stationéren Verteilung ausgehen.
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2.3.1 Mittlere Anzahl der Kunden im System

Wir kiirzen X; mit X ab und berechnen E (X) unter Annahme der statio-
ndren Verteilung, d.h. P(X = k) = p,

Dabei wurde von der Beziehung

() =S () = e

(s—o0)

Gebrauch gemacht.

2.3.2 Mittlere Warteschlangenliange
L bezeichne die Lange der Warteschlange zur Zeit ¢.

o dps fiir k=0,
Pk+s k>0

Der Erwartungswert von L ist (Ubung)
Qerl
(s = Dls = 0™

E(L) =
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2.3.3 Wartezeit W eines Kunden in der Warteschlange

Die Wartezeit W ist die Zeit vom Eintritt in das System bis zum Beginn der
Bedienung.
Fir z > 0 ist

PW>xz)=> PW>uz|X=kp,
k=s

wobei k die Anzahl der Kunden ist, die sich schon im System befinden.

Damit der neu eintreffende Kunde mindestens die Zeit x in der Warte-
schlange verbleibt, diirfen héchstens k — s der Kunden das System in dieser
Zeit verlassen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass [ Kunden das System in
einem Intervall der Liange x verlassen, wenn sich £ Kunden im System be-
finden, sei ¢(x, k).

k—s
PW>z|X=k=> qk).
=0

Solange eine Warteschlange existiert (also alle Bediengerite besetzt sind),
ist der Ausgangsstrom ein Poissonprozess mit Intensitat sy, d.h.

l
(k) = (splt;'r) —

| |
<n
=
H
cn
|—|
W‘ k
=] o;
8
\-;
| I |

5““8 po s,u:v Q k

N s
i £ o 5
N s! s l' s s
=0 k=0

e (o) s

s! — {! s—0
_6 SHT . S io: (/\x)l

s! s—0 l!
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_ 0°pos o SHT o= AT
sl(s — o)
_ Qspo e—(su—)\)x

~(s—=1l(s - o)
=:pp

P(W:O):1iﬁ)1P(W<x):1—lillr%P(W>:r):1—pb

heifst py Besetztwahrscheinlichkeit. Somit gilt fiir die Verteilungsfunktion

1 fpbe_(s“_’\)x x>0,

Fv(e) = {0 x < 0.

Die Verteilungsfunktion ergibt sich also als Mischung aus zwei Verteilungs-
funktionen: Fyy(x) = (1 —py) F1(z) + ppFa(z), wobei Fi die Verteilungsfunk-
tion einer Einpunktverteilung im Nullpunkt bezeichnet und Fb durch die
Dichtefunktion

) (sp— Ne~ =Nz 55,
falw) = {O z <0.

charakterisiert werden kann. Der Erwartungswert von W kann damit wie
folgt berechnet werden:

E(W)=(1-pp)0- P(W =0) +pb/ a(sp — )\)ef(s,u,f)\)mdx
0

:SMPE 5= E(AL). (2.5)

Bemerkung 2.3.1.
1. Die Beziehung E (L) = AE (W) gilt allgemeiner sogar fir GI/G/s/oo-

Systeme und wird héufig in der Form
L=\W (Formel von Little)

geschrieben, wobei A die mittlere Ankunftsrate (3 = E (7;)) ist.

2. Eine zu (2.5) analoge Beziehung gilt auch fiir die Anzahl der Kunden im
System X und die Verweilzeit V' eines beliebig ausgewihlten Kunden.
Es gilt

E(X)=0+E(L) =3 +E(L)
E (V) =E (W) + E (Verarbeitungszeit) = E (W) +

T
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und daher
E(X) = AE (V).

Veranschaulichung: Ein ankommender Kunde findet im Mittel die glei-
che Anzahl von Kunden vor, die er auch beim Verlassen zuriicklésst.
Alle Kunden, die er zuriickldsst, sind wihrend seiner Verweilzeit ange-

kommen. Im Mittel kommen wéhrend der Zeit E (V) AE (V) Kunden
an.

3. Analog zu obiger Herleitung fiir M /M /s/oco kann man die stationére
Verteilung und abgeleitete Formeln fiir das M /M /s/r — s-System (r >
s) bestimmen.

Die Intensitatsmatrix Q ist die Intensitdtsmatrix eines Geburts- und
Todesprozesses mit endlich vielen Zusténden. Eine stationére Vertei-
lung existiert stets. Sie hat die Gestalt

s—1 oF s 1—(o/s)r—s+1 -1 .o
[Zk:%) gL — ] fiir £ #1
po=Q N e (2.6)
[Zk:o% %(T—S—i—l)} fiir g =1

& 0<k<s
PE= {’“’pko - (2.7)

Man kann weiterhin zeigen, dass E (L) = AE (W) gilt, wobei A* =
(1—py)A. Die in das System eintretenden Kunden bilden einen Poisson-
prozess mit Parameter \* (abgewiesene Kunden: Poissonprozess mit
Parameter Ap, = A — \*).

4. Speziell fiir das M /M /s/0-System folgt

s —1
|
il (2.8)
k
Pk = HPO)

insbesondere gilt
QS

— s!

= > 7
k=0 k!

die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Kunde abgewiesen wird.

Ds (Erlangsche Verlustformel)

Die stationére Verteilung (2.8) heift auch gestutzte (truncated) Poisson-
verteilung oder Erlangsche Verlustverteilung. Diese Verteilung ergibt
sich auch fiir das M/G/s/0-System, wobei fiir die Bedienungszeit ein
endlicher Erwartungswert % existieren muss.
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2.4 Die Methode der eingebetteten Markovkette

Bei der Betrachtung allgemeinerer Modelle versucht man, die giinstigen Ei-
genschaften der Markovketten zu retten. Eine Moglichkeit ist die Methode
der eingebetteten Markovkette. Diese wurde von Kendall eingefiihrt und be-
steht aus 4 Schritten:

1. Bestimmung einer geeigneten Folge von Zeitpunkten (¢,)nen, die es
gestattet, eine eingebettete Markovkette zu konstruieren

2. Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten der eingebetteten Mar-
kovkette

3. Berechnung der stationdren Verteilung fiir die eingebettete Markovket-
te

4. Umrechnung der unter 3. erhaltenen Verteilungsresultate in die gesuch-
ten Systemgrofen, insbesondere (X)zy,

2.4.1 Das Modell M/G/1/c0

Annahme: Die Bedienungszeiten B,, seien stetig identisch verteilt mit Dich-
tefunktion f, und E (B,,) existiere.
Im Folgenden bezeichnen

T, den Endpunkt der Bedienungszeit des n-ten

Kunden (Kunde verlésst das System,)

die Anzahl der Kunden, die der n-te Kunde

im System zuriicklésst,

Y. die Anzahl der Kunden, die wihrend der Be-
dienungszeit des n-ten Kunden ankommen.

Dy = Tn+0

Offenbar gilt fiir D,, die Beziehung

anl + Yn —1 anl > 07
Y, Dy, =0.

Fiir die Verteilung der ankommenden Kunden gilt

/P 2= | Bu = 2)f(2)da

- j!) N f(2)da
— b,
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Man erkennt, dass alle Y;, identisch verteilt sind und dass fiir alle j € N, die
Beziehung h; > 0 erfiillt ist. Auferdem sind die Y}, untereinander unabhén-
gig, denn es gilt

n—Z Yn+1—])
L/O/ (Yo =i, Ynt1 = | Bn =2, Bur = y) f(2) f(y)dady

QD) ap O)d
e N re

e} [e.e]

- P%:“&:W@M/JWMFH&MZWW®
=0 y=0

= P(Yy = i) P(Yos1 = j).

Nach Satz 1.2.7 iiber die rekursive Konstruktion von Markovketten bil-
det (Dy)nen eine homogene Markovkette. Die Ubergangsmatrix P hat die
Gestalt

sz = P(Dn+1 :j ‘ Dn = Z) = hj—i—i—l 7 2 1 undj Z 7 — 1, (29)
0 sonst.
Somit hat P die Form
h(] hl ho hg
ho hi ho hs
P=|0 ho hi ho

0 0 hy M

Die Kette ist irreduzibel und aperiodisch, und man kann zeigen, dass die
Kette ergodisch ist, wenn AE (B) < 1 gilt.

Stationire Verteilung p fiir (D,)nen

— lim P(D, = k)
n—oo
Aus p”P = p erhilt man
k
Pk =Y hipk_it1 + hipo
=0

sowie

oo
Zpk =L
k=0
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Losung des Gleichungssystems mit der ,Methode der erzeugenden Funktio-
nen‘ ergibt

po=1—AE(B)
k (2.10)
P =Y hipk—it1 + hipo.
=0

Verteilung bei Ankunft eines neuen Kunden

Es soll nun gezeigt werden, dass die Verteilung der Zahl der Kunden, die
ein ankommender Kunde im System vorfindet, mit der Verteilung der Zahl
der Kunden, die ein Kunde beim Verlassen zuriicklésst, iibereinstimmt. Dazu
werden die folgenden, z.T. bereits eingefiihrten Bezeichnungen verwendet:

T, Zeitpunkt der Ankunft des n-ten Kunden
T, Zeitpunkt des Weggangs des n-ten Kunden
An = X7,_0 Anzahl der Kunden im System, die der n-te
Kunde vorfindet
D, = 740 Anzahl der Kunden, die der n-te Kunde im

System zuriicklasst

Satz 2.4.1. Es sei (X¢)t>0 ein stochastischer Prozess, dessen Realisierungen
(fast alle) Sprungfunktionen mit Springen der Hohe +1 sind. Wenn dann fir
alle k € Ny entweder

lim P(A, <k) oder lim P(D, <k)

n—oo n—oo

existiert, dann existiert auch der andere Grenzwert, und beide stimmen tiber-
ein.

Beweis. Es sei Xy = i. Es wird gezeigt, dass fur alle n € N, ¢« € Ny, k € N,, die
folgenden Beziehungen gelten:

1. Dn+i <k= An+k+1 <k und
2. Apip1 <k=>Dpy <k

Aus 1. folgt P(Dyy; < k) < P(Anti+1 < k) und aus 2. entsprechend P(Dy,4; <
k) > P(Anik+1 < k). Also gilt dann

P(Dpti < k) = P(Aniiy1 < k)
und weiter lim P(Dp4; < k)= lim P(Apipt1 < k)

n—oo

sowie lim P(D,, <k)= lim P(4, <k).

n—oo n—oo

zu 1.:
Angenommen, es sei D, 1; = j < k. Dann gab es n+j Ankiinfte vor dem Weggang
des (n + i)-ten Kunden, und der nichste Kunde kommt nach dem Weggang des
(n+1)-ten Kunden an. Dieser Kunde findet hochstens j Kunden vor, da seit dem
Weggang des (n + i)-ten Kunden weitere Kunden das System verlassen haben
kénnen, also A,1;+1 < j. k—j Ankiinfte spater kénnen hochstens k — j Kunden
mehr da sein, also A, 1,11 < k.
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zu 2.
Angenommen, es sei A, 1ry1 = j < k. Dann miissen n + i + k — j Kunden das
System vor dem Ankunftszeitpunkt T,,4 41 des (n+ k+ 1)-ten Kunden verlassen
haben. Der letzte Kunde, der das System vor T,,yx1 verliefs, hat hochstens j
Kunden zuriickgelassen, denn bis T, 4,41 konnen weitere Kunden eingetroffen
sein, also Dy yiyr—; < j. k—j "Abgangszeitpunkte” vorher kénnen sich héchstens
k — 7 Kunden mehr im System befunden haben, also D, 1; < k.

O

Folgerung 2.4.2. Falls fiir (Dy)nen eine stationdre Verteilung p = (p;)ies
existiert, gilt
lim P(X; =j) = pj.

t—o0

Mittlere Anzahl Kunden im System

E (X) kann im stationdren Zustand aus der stationdren Verteilung der ein-
gebetteten Markovkette berechnet werden (z.B. iiber die Methode der wahr-
scheinlichkeitserzeugenden Funktionen). Es gilt

\E (B?)
E(X)=XEDB)+ - 2.11
Auferdem ist die mittlere Lange L der Warteschlange
E(L) =) kpr
k=0
=D (k4 Dprt1— ) _pr+1
k=0 k=0
—E(X) =) m
k=1
=E(X) - (1—-po)
 NE(B?)
2(1-)ME(B))’
Mittlere Wartezeit (in Warteschlange)
Formel von Little: E (L) = AE (W)
AE (B2
LBy = BB (2.12)

~ 2(1-)AE(B))
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2.4.2 Das Modell GI/M(u)/1/c0

Annahme: Die Zwischenankunftszeiten 7; sind mit Dichte g verteilt und es
ist E (Tz> = %

Wir betrachten X7, _g = A,, also die Anzahl der Kunden im System, die
der n-te Kunde vorfindet. Man kann zeigen:

(An)nen, ist eine homogene Markovkette, fiir die im Fall A < p eine
stationére Verteilung existiert. Diese hat die Gestalt

DL = wk(l —w), k € Ny,

wobei w Losung der Fixpunktgleichung

w:/ e~ =912 g () dx
0

ist. Fiir A < p ist die Losung w € (0, 1) eindeutig und kann durch Iteration
ermittelt werden:

o0

Wi+l = /6_(1_%)“909(95”1'7 wo € (0,1).
0

Spezialfall: Wenn der bereits bekannte Fall eines Poissonschen Eingangsstro-
mes mit Intensitat \ vorliegt, ergibt sich w = %7 denn es gilt

/ e~ Umime \e=Aady = / Ae Hdx = / pe Hdr = —.
0 0 K Jo H

2.5 Warteschlangennetzwerke

Man unterscheidet zwei Arten von Netzwerken:

Offene Netzwerke : Es existieren eine Quelle, von der neue Kunden in
das System gelangen und eine Senke, durch die bediente Kunden das
System verlassen.

Geschlossene Netzwerke : Es sind keine Neuzugénge bzw. Abgénge mog-
lich.
2.5.1 Reversibilitdt und der Satz von Burke

Definition 2.5.1. Ein stochastischer Prozess (X¢)e(—oo0,00) heifit reversibel,
wenn ( Xz, Xt,, ..., Xp,,) und (Xo—t), Xopy, ..., Xry,,) fir alle 7 € R,m €
N, t; € R dieselbe Verteilung besitzen.
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Satz 2.5.2. Bine MKSZ (Xt)c(—o0000) Mit S = Ng und Intensititsmatriz
Q, die sich im stationdren Zustand befindet, ist genau dann reversibel, wenn
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p = (p;)ics derart existiert, dass gilt

Pidij = Pjgji Vi,j € S. (2.13)
Beweis. Es wird nur gezeigt, dass fiir eine reversible MKSZ die Beziehung (2.13)
gilt.
(X4)ter sei reversibel. Dann folgt
P(Xy =1, Xy = j) = P(Xy = j, Xppn = 1), also
P(Xy = )P(Xppn = j | Xo = 1) = P(Xy = j)P(Xyyn =i | Xy = j) und
schlieflich

P(Xt+h:j|Xt:Z') P(Xt+h:z|Xt:j)

Wy e =0 h S = h
sowie
DiGi; = Pjqji- O

Bemerkung 2.5.3.

1. Die im Falle der Giiltigkeit von (2.13) existierende Wahrscheinlichkeits-
verteilung p ist die stationdre Verteilung, denn

(" Q)i = ij%'i = Zpigij =Dpi Zqij =0 Vied.
jes jES jes

2. Aufgrund des obigen Satzes kann man hiufig p ,raten und dann (2.13)
priifen.

3. Die Anzahl der Kunden in einem M /M /s/co-System im stationdren
Zustand ist ein reversibler Prozess, denn fiir die stationére Verteilung

gilt
Ao A
pi = ——— Do,
e
also
Mo Nig Xo- -\
Difiitl = ————DoA; = POMi+1 = Dit1Git1,i-
LA 17 M1 i

Satz 2.5.4 (Satz von Burke, Satz vom Output). Die Zeitpunkte, zu denen
ein Kunde ein M(X\)/M(p)/s/oo-System im stationdren Zustand verldsst,
bilden einen Poissonprozess mit Intensitdt .

Bewets. Sei (Xi)icr die Anzahl der Kunden im System. Die Punkte, zu denen
ein Sprung der Hohe +1 erfolgt, bilden einen Poissonschen Eingangsprozess mit
Intensitit A\. Da (X;)er reversibel ist, miissen die Punkte, in denen der Prozess
(X7—_t)ter einen Sprung der Hohe +1 aufweist, ebenfalls einen Poissonprozess mit
Intensitét A bilden. Diese Punkte sind gerade die Punkte, zu denen ein Kunde das
System verlésst. O
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2.5.2 Jackson-Netzwerke
Im Folgenden bezeichnen
S;  Bediensystem Nr. ¢, 1 <4 < J,

Xt(i) Anzahl Kunden im Bediensystem 4

Realisierungen des Vektors (Xt(l), . ,Xt(‘])) werden mit x,y € NJ be-
zeichnet und es sei e; der i-te Einheitsvektor.
Es werden die folgenden Ubergangsmoglichkeiten in Betracht gezogen (S, 1
ist ein zusédtzliches System, das die ,,Aufenwelt* darstellt):

° Ubergang von S; nach S;
Ixy = [ij(x), falls y =x —e; +ej,
e Ankunft (von aufen) bei S;
Ixy = Ai(x), falls y = x + e,
e Abgang (nach aufen) von S;
Ix,y = i, g+1(x), falls y = x —e;.

Weiterhin wird die Abkiirzung

J+1

pi(x) = pij(x)
j=1

eingefiihrt.

Definition 2.5.5. Ein (offenes) Jackson-Netzwerk ist eine MKSZ (x¢)¢>0,
die folgende Voraussetzungen erfiillt:

1. )\1<X):)\Z, i:1,...,J,
und die Ankunftsprozesse von aufsen an jeder Station sind voneinander
unabhangige Poissonprozesse,

(die Bedienrate kann von der Zahl der Kunden im jeweiligen System
abhéngen, nicht aber von der Zahl der Kunden in anderen Systemen),

3. pij(x) = pi(s)ri;, wobei ryy, i =1,...,J, y=1,...,J +1, die Wahr-
scheinlichkeit bezeichnet, mit der ein Ubergang vom System S; zum
System S; erfolgt,

4. es existieren mindestens ein System, das von auften Auftrége erhélt und
mindestens ein System, von dem aus Kunden das Netzwerk verlassen
kénnen, d. h. (3¢ : A\; > 0) und (35 : 541 > 0),



KAPITEL 2. EINFUHRUNG WARTESCHLANGENTHEORIE 48

5. mit den Groflen
i
ri4li = =3 —— und 7ry41541:=0

2zt A

bildet P = (7ij); jeq1,..,.7+13 die Ubergangsmatrix einer irreduziblen
Markovkette.

Bemerkung 2.5.6. Insbesondere ist ein Netzwerk aus M /M /s/oo-Systemen
ein offenes Jackson-Netzwerk, falls 1. und 3. bis 5. erfiillt sind.

Bemerkung 2.5.7. Netzwerke, die die obigen Bedingungen mit Ausnahme
von Bedingung 2. erfiillen, werden auch Whittle-Netzwerke genannt.

Im Folgenden bezeichne A; die (Gesamt-)Ankunftsrate bei S; (von aufen
und von anderen Stationen) in einem System S;. Die A; erfiillen das lineare
Gleichungssystem

J
Ai=Xi+> Ajryi i=1,...,J (2.14)
=1

Fiir ein Jackson-Netzwerk besitzt (2.14) eine eindeutige Losung.

Zur Bestimmung der stationédren Verteilung wird die Abkiirzung

P(XW =0) = pi(0) = |1+ u(l)A?u(n)
n=1"" !

eingefiihrt (falls die Summe konvergiert).

-1

Satz 2.5.8. Fin Jackson-Netzwerk besitzt genau dann eine stationdre Ver-

teilung, wenn
i =
= pi(1) -+ pi(n)

fir alle i € {1,...,J} konvergiert. Im Falle der Existenz hat die stationdre
Verteilung mit x = (x1,...,xy) die Gestalt

p(x) = P(XW =gy, XD = 2)) = pi(21) - palaa) - - pslay)
mat A A A
7 Di 0 _ ) 7
i@ @) VT LD e
fir x; € Ng und i € {1,...,J}.

pi(x;) ==

Bemerkung 2.5.9. Im Spezialfall eines Netzwerks aus M /M /1/oo-Systemen
ergibt sich

P(X(l):xl,..., J)—:nJ :f[ ( )xj.

J=1
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Beispiel 5. In einer Verwaltung, die aus vier Abteilungen besteht, treffen
Kunden ein, die verschiedene Abteilungen durchlaufen miissen. Die Kunden
kommen in den Abteilungen 1 und 2 an, wobei die Ankunftszeitpunkte un-
abhéngige Poissonprozesse mit den Intensitdten A\; = 2 und A9 = 6 bilden.
Die Service-Raten in den Abteilungen seien p; = po = 20 und ps = pg = 40.
Die Zeiten werden in Stunden gemessen. Die Uberginge zwischen den Ab-
teilungen und nach aufen werden durch die Ubergangsmatrix P beschrieben.
Die letzte Zeile der Matrix erhélt man aus den Eingangsintensitaten.

1 1
03 1 o0o0
00100
1
P=|[2 00 3 1
1 g1 11
4 4 4 4
: 2000

Fiir die (Gesamt-) Ankunftsraten ergibt sich nach der Vorschrift

J
Ai:)\i+ZAjpji 1=1,...,J,

j=1
das lineare Gleichungssystem
A1 = 2 + %AS + iAAL
Ay = 6 + %Al
A = A+ Ay + TA4
Ay = A3+ A4,

das die Losung Ay = 153, Ay = 132, Ag = 32, Ay = 211 besitzt.

Da in allen Abteilungen die Bedienrate nicht von der Zahl der Kunden
A

abhingt, kann man jeweils vom Fall s = 1 ausgehen. Wegen ;72 <1, 1=
1,...,4, existiert eine stationédre Verteilung. Es gilt
o0 n
A, .
-1 7 M
Di 0 = - = 9
(#:(0) ;(%) pi — A

also p1(0) = o5, p2(0) = &2, p3(0) = 1,ps(0) = .
Mit diesen Grofen ergibt sich die stationére Verteilung zu

A T A T4
p(x1, 22,23, 24) = p1(0) <1> -~ p4(0) <4> .
M1 Ha

2.5.3 Geschlossene Netzwerke

Im Folgenden bezeichnen
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K Gesamtzahl der Kunden im Netzwerk,
J  Angzahl der Systeme.

Fiir die Uberginge zwischen den einzelnen Systemen werden die gleichen
Annahmen wie bei den Jackson-Netzwerken getroffen. Im Folgenden wird
das Vorgehen aber nur an Systemen .S; mit je einem Bediengerét (Bedienrate
;i) erldutert.

Die Menge

J
Z(JK)={(k1,....ks) | Y ki = K}
=1

beschreibt alle moglichen Aufteilungen von K Kunden auf J Systeme. Sie
besitzt (J+;§_1) Elemente.

Da keine Zugéinge und Abgénge erfolgen, hingen die Ankunftsraten an den
einzelnen Teilsystemen nur von den Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen
den Systemen ab. Die Ankunftsraten erfiillen das homogene lineare Glei-
chungssystem

J
Ai:ZAjpji Zzl,,.]
Jj=1

Das Gleichungssystem besitzt keine eindeutige Losung. Die A;, i =
1,...,J, sollten so gewéhlt werden, dass A; < u;, i =1,...,J, gilt.
Es existiert stets eine stationére Verteilung fiir den Vektor der Anzahlen X;
der Kunden in den Systemen S;, i = 1,...,J,; sie hat die Gestalt

k;
PXY =k, XY = k) = 1G) i

ZRGZ(J,K) H;]:I (%)k

mitf{:(iﬁ,...,l;{]).

Beispiel 6. Wir betrachten ein geschlossenes Netzwerk mit J = 2 Systemen,
K = 2 Kunden, der Ubergangsmatrix

11
— (2 2
P- (i o)

und den Bedienraten p; = 20, ug = 15.

Die Ankunftsraten A;, ¢ = 1,...,J, miissen das lineare Gleichungssystem
Ay o= A+ Ay
Ay = %Al
erfiillen, das die Bedingung Ay = %Al liefert. Mit der speziellen Losung
A1 =10, Ay = 5 erhélt man o1 := % = %, 02 = % = %
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Die stationdre Verteilung wird nach der Vorschrift

P(X1 =k, X0 =kg) = (1- Ql)g’lﬂ (1- 02)Q§2 = Q’flg?
’ (1—01)(1— 02)(0} + 0102+ 03) (0% + 0102 + 03)

bestimmt; es ergibt sich

2 k1 =2k =0
PX1=k,Xo=k)=5% k=1k=1
& ki =0,ky=2.



