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1 Funktionen von mehreren Variablen

1.1 Grenzwerte und Stetigkeit

Betrachtet werden Funktionen f: Dy C R" — R'.

Beispiele:

a)n=2,z=f(z,y)

In diesem Fall ist eine Veranschaulichung im R3 (z.B. 3D-Plots mittels
Computer) oder mit Hilfe von ebenen Schnitten (insbesondere Hohenlini-

en) moglich.
1) z=2%+4?

a) Schnitte mit den Ebenen z =¢, c€ R
(Hohenlinien, Niveaulinien)
liefern 22 +y? = ¢ (c > 0), also Kreise mit Radius /c.

) Der Schnitt z. B. mit der Ebene z = 0 ergibt z = 32, der Schnitt

mit y = 0 ergibt z = 2.

Die Funktion beschreibt ein Rotationsparaboloid.

2.) z = +/2? + y? beschreibt einen Kegel.
2 9

3.) z= % + z—Q stellt ein elliptisches Paraboloid dar.
a
Die Hohenlini $2 ?/2 - >0)b x2 92 = 1 sind
Ellle o enmlen?—i—b—z—c (c > 0) bzw. W+W_ sin
ipsen.
4) z=x-y

Die Betrachtung der Hohenlinien zeigt, dass im Nullpunkt ein soge-
nannter Sattelpunkt vorliegt.



5.) Als Cobb-Douglas-Funktion (im R?) bezeichnet man die Funktion
z = cr® -y,
wobei z den Output (Wertschépfung), x den Kapitaleinsatz und y den
Arbeitseinsatz bezeichnen.

b) Nun sei n beliebig und & = (1, ..., x,). Wichtige Funktionstypen sind

1.) lineare Funktionen y = f(Z) = f(z1,...,2Zn)= a0 + a121 + ..., +anx,
und

2.) quadratische Funktionen

y:f(‘r) :f(xlv"‘7$n)
= o+ @121 + ... anTp + a11T] + -+ Qs
+a122122 + - + An—1 nTn—1Tn.-

Als Abstandsbegriff im R"™ wird in der Regel die ”Euklidische Norm” ||.||

verwendet: Es seien & = (x1,...,2,), ¥y = (Y1,-..,Yn). Dann
. . n
17— 41l = 2%(@ - vi)%.
1=

Bemerkung: Es gibt auch andere Abstandsbegriffe, z. B. die sogenannte Ma-
ximumnorm ||.||ps mit

12 = Flar = max i - .

Analog zum Eindimensionalen definiert man eine e-Umgebung von I :
Uz} :=A{7 | |7 — gl <e}.

(k) ().

Im Weiteren sei &y = (27 ,...,Zn

Definition: Eine Folge (Zx)ren heifit konvergent gegen %, falls
klim ||Z — @o|| = 0 erfiillt ist.
— 00

(Schreibweise: lim @ = @)
k—o0

Es gilt: lim & = <= lim 2" = 2" Vi € {1,...,n}
k—oo k—o0
< Ve > 03k, Vk > ko Tx € U{zn}.
Definition: Die Zahl 7 heiflt Grenzwert von f an der Stelle Z, € Dy, wenn
klim f (&) = n fiir alle Folgen (&) )ren mit & € Dy \ {Z,} und klim T = T
— 00 — 00

gilt.

Schreibweise: lim f(Z) = n oder lim flz1,...,2n) =1

T—To (o) (o)
L1 =Ty "5eeyn—Tn



Definition: f heifit stetig in Zo , wenn lim f(Z) = f(Z,) gilt. f heifit ste-
T—Zo

tig, wenn f in allen Punkten Z, € Dy stetig ist.

Fiir zwei im Punkt %, stetige Funktionen sind auch die Verkniipfungen
f+g9, af (¢« € R) und f - g stetig in Z,. Die Funktion 5 ist stetig in
T, falls zusétzlich g(%,) # 0 gilt.

Beispiele:
2,2
1.) Die Funktion f mit f(x,y) = ——— ist stetig in allen Punkten
.’E2 + y2
22 g2 ,
(z,4) # (0,0). Weiterhin gilt wegen 0 SZ?I?'S 2 die Be-
2,2

ziehung lim Y 0. Also kann die Funktion f im Nullpunkt

2—0,y—0 12 + 12
"stetig fortgesetzt werden” zu der stetigen Funktion

s .z _ | fzy)  (x,y) #(0,0)
f mit f($7y>—{ 0 (x,y) = (0,0)
2.) Die Funktion f mit f(z,y) = xfi—{—ygﬂ

(z,y) # (0,0). Zur Untersuchung des Verhaltens in (0,0) kann man
verschiedene Folgen betrachten, die gegen (0,0) konvergieren.

ist stetig in allen Punkten

1
) Fiir die Folge (& )ren mit 7, = (2, 4*)) = (k’()) ergibt sich
lim f(7) = 0.

k—o0
I S - 11 .
() Fiir die Folge (Zk)ren mit T = <l<:’ k‘) ergibt sich
= 1
lim f(Z) = lim 72 =-.
k—oo k—oo 5

Also existiert der Limes 1(i)m . f(x,y) nicht, und die Funktion
xr— 7y*>

f kann nicht ”stetig fortgesetzt werden”.

1.2 Partielle Ableitungen

Es seien zunichst n = 2 und z = f(z,y).

Fiir ein fest gewéhltes y, wird die Funktion gp(yo)| R' — R! mit

W) (x) := f(x,y,) betrachtet.

(Der Graph dieser Funktion kann als Schnittkurve der Fliche z = f(x,y)
mit der Ebene y = y, aufgefasst werden.)



Definition: Ist ¢®) in z, differenzierbar (d. h., existiert

(Yo) — »(¥o) _
lim oWl (xo + h) — W) (z,) — lim f(@o+ R, yo) — f(%0,Yo) ),
h—0 h h—o h

so heiit (¢¥))(z,) die partielle Ableitung von f nach x im Punkt
(o5 Yo)-

Anstelle von %) () schreibt man f, (2o, yo) oder auch %(CEO, Yo)-

fe(2o,yo) beschreibt den Anstieg der Tangente an ¢(¥) im Punkt z, oder,
mit anderen Worten, den Anstieg der Tangente an f in (z,,¥y,) in Richtung
der z-Achse.

Es sei nun D, C R? die Menge aller Punkte (z,, g,), in denen f partiell nach
x differenzierbar ist.

Die partielle Ableitung nach x kann dann ihrerseits als Funktion aufgefasst
werden: f.| D, — R' .

Analog zur obigen Herleitung werden durch Vertauschung der Rolle von z
und y die Ableitung f,(z,,%,) von f nach y im Punkt (z,,y,)
bzw. die partielle Ableitung f,| D, — R! definiert.

Beispiel: Es sei f(z,y) = 2%y? + x. Dann ergeben sich f,(x,y) = 2zy® + 1
und f,(x,y) = 22%y sowie (zum Beispiel) f;(1,2) =9, f,(1,2) = 4.

Analog zum zweidimensionalen Fall wird fiir eine Funktion
fIlDf C R* — R! die partielle Ableitung fx; nach z; in folgender Weise
erklért:

(%) =1
Jas(&o) hmo h
(Dabei seien T = (z1,...,2,) und &, = (xgo), e ,$£LO)).
Sind alle f;,,7 = 1...n, stetige Funktionen, so heiit f stetig partiell dif-

ferenzierbar.

f(:z:go), e ,x(i)l,:n(o) + h,xl(i)l, . ,x%o)) - f(:zrgo), . ,m%o))

] )

Satz: Wenn eine e—Umgebung U.{7,} derart existiert, daf alle fg,,
i=1,...,n, auf U{Z,} existieren und beschrinkt sind, dann ist f stetig in
Zo.

Hohere partielle Ableitungen
Definition: Es sei f|D; C R" — R! partiell differenzierbar nach allen Va-

riablen 1, ..., x,. Sind die Ableitungen f;,,7i = 1,...,n, ihrerseits partiell
differenzierbar, so heifit f zweimal partiell differenzierbar.



Ofe;
an f stehenden Variablen wird zuerst abgeleitet. Ublich ist auch die Schreib-

1 (0) (0) (0)
2l i f . (2., 29
8xj6mif($1 v @) BT o0 (217 )

go)’ cees wgo)) bezeichnet, d.h., nach der niher

(Zo) wird mit in;Xj (z

weise

Satz: (Vertauschungsregel) (fiir B2, gilt im R" analog)
Wenn f, und f, sowie fy,, auf U{(zo,y,)} existieren und fgy in (2o, yo)
stetig ist, gilt fzy(mmyo) = fyx(l'myo)'

1.3 Ableitung mittelbarer Funktionen (verallgemeinerte Ket-
tenregel)

Gegeben seien eine Funktion f|Dy C R" — R' sowie eine Parameterdar-
stellung fiir einen ”Weg” im R™ in der Gestalt

z1=g1(t),...,2n = gn(t), t € Dy.

Dabei wird vorausgesetzt, dass (g1(t),...,gn(t)) fiir alle t € Dy zu Dy
gehort. Durch

E(t) == f(g1(t), g2(t), - - -, gn(?))

ist dann eine Funktion F| D, — R! erklirt. Gesucht ist die Ableitung F’.

Satz (verallgemeinerte Kettenregel)

Die Funktion f|Dy C R" — R! sei stetig differenzierbar nach allen Varia-
blen, und die Funktionen g¢;|Dg, — R', i = 1,...,n, seien differenzierbar.
Dann ist die Funktion F' differenzierbar, und es gilt

F'(to) = far (91(t0), 92(to), - -, gn(to)) 91" (to)+- - A fan (91(t0), - -, Gn(to) ) gn' (to)-

Beispiel: Es seien f(z,y) = 22y +y ,z(t) = g1(t) = 12, y(t) = go(t) = 2t + 1.
Dann kann die Ableitung von F' einerseits nach Einsetzen der Parameter-
darstellung gebildet werden:

F'it)y= ()22t + 1)+ (2t +1)) = ... = 10t* + 483 + 2.

Unter Ausnutzung des obigen Satzes erhilt man andererseits
F'(t)y=2t2- (2t +1) -2t + ((#*)> +1)- 2 =432t + 1) + 2t + 2
= 10t 4 4t + 2.

(0) (0)

Es sei nun insbesondere ¢1(t) = zy +ta1, ..., gn(t) =z’ + tay,
wobei /Y a? = 1 angenommen wird. Weiterhin werden @ = (ay,...,a,)7,
Ty = (xgo), e ,3:7(10)) sowie t, = 0 gesetzt.

Nach der verallgemeinerten Kettenregel erhélt man

F'(0) = le(:ngo), ... ,33510)) cap 4+ ...+ fmn(xgo), .. ,xﬁ{’))an.



Im R? gibt F’(0) den Anstieg der Tangenten im Punkt #, an die Fliche
z = f(x1,x2) in Richtung a an.

Definition: Die Zahl

0
6]:( ). Zfﬂfz .1‘1 R n))al

heif3t Richtungsableltung von f an der Stelle &, in Richtung a.

Definition: Der Vektor V£(#,) = V£(x\”, ..., a{) = (fo, (Fo), - -, fo (#0))T
heifit Gradient von f im Punkt Z,.

(Fiir den Gradienten ist auch die Schreibweise grad f(Z,) tiblich.)

0
Fiir die Richtungsableitung gilt damit 8—2(3—:’0) = ar'vf(Z,).
Das Skalarprodukt @’V f(Z,) wird maximal fiir @ = I\ng ;H, d. h., Vf(Z,)

gibt die Richtung des steilsten Anstiegs und entsprechend —V f(Z,) die
Richtung des steilsten Abstiegs einer Funktion an.

1 1 1 1
Beispiel: Es seien z = 22 4 y2, EL’:< )undc_i:< >
1% Yy 1 NAW 2 AR
2x

Dann erhélt man Vf(z,y) = < 9y ) V(1) = ( ; > sowie

of Log (226 0 Lo (2
7 —(1,1) = \/5(12)<2)_\/5, 862(1’1)_\6(11)(2)_2\/5'

Die durch den Gradienten gegebene Richtung des steilsten Anstiegs stimmt

of —-(1,1) ist der

hier mit der durch ds gegebenen Richtung iiberein, d.h., Dy

steilste Anstieg von f im Punkt (1,1).

1.4 Das totale Differential

Betrachtet wird eine Funktion f|Dy C R? — R', die in einer e—Umgebung
von (x,, Yy, ) stetig partiell differenzierbar ist. Der Wert f(z,,y,) sei bekannt;
gesucht ist (ndherungsweise) der Wert f(x, + h,y, + k) fiir kleine Werte h
und k.

Bemerkung: Anstelle von h und k werden in der Regel die Schreibweisen dz
und dy verwendet.

Es gilt
f(xo + dz, Yo + dy) - f(an yo) = fz(xoa yo)dx + fy(xoa yo)dy +7](dx’ dy)

=idf(%,yo)




Der Wert n(dz, dy) gibt gerade die Differenz zwischen dem wahren Funkti-
onswert an der Stelle (z, + dz,y + dy) und dem Funktionswert der Tangen-
tialebene f(xo,¥o) + f2(To, Yo)dx + fy(xo, yo)dy an dieser Stelle an.

Gilt fiir n die Beziehung

. In(dx, dy)|
lim =0, *
(de,dy)—(0,0) ||(dz, dy)]| )

so heiit f im Punkt (z,,y,) total (oder vollstindig) differenzierbar,
und

df($oa yo) = f:}c(xoy yo)dm + fy(xm yO)dy
heifit totales (oder vollstéindiges) Differential von f an der Stelle (z,, y,)-

Bemerkungen:

1. Die vorausgesetzte Stetigkeit der partiellen Ableitungen sichert die
Giiltigkeit von (*).

2. Eine in (z,, y,) total differenzierbare Funktion f kann dort lokal durch
die Tangentialebene angendhert werden.

Fiir eine Funktion f|D; C R" — R!' wird das totale Differential in analoger
Weise erklért:
df(a:go), e ,x%o)) = fu (:cgo), .. ,a:,(f))dxl + -+ fa, (wgo), ey x%o))dacn.

Anwendungsbeispiele fiir das totale Differential:

1.) Fehlerrechnung: Zwei Einflussgrofen kénnen jeweils nur bis auf einen
Fehler dx bzw. dy genau angegeben werden. Mit welchem (n#herungs-
weisen) Fehler ist bei der Angabe von z = f(x,,¥,) zu rechnen?
Losung: Es seien x =z, + Az, y = yo £ Ay, 2 = f(x0,y0) £ AF.
Man verwendet den N&herungswert

|df (zo,yo)| fir die wahre Abweichung Af, wobei Az mit dz und Ay
mit dy identifiziert werden.

2.) Gegeben sei eine Outputfunktion der Gestalt
flz,y) = cx®y*2, ¢>0, ag >0, ag > 0.

a) Wie veréndert sich der Output, wenn sich die Produktionsfakto-
ren z und y um dz bzw. dy dndern (Ausgangspunkt (z,,,))?
Losung: Die Anderung ergibt sich niherungsweise zu
df (2o, Yo) = carx1yS2dr + casrdtyd2~tdy.

b) Der erste Produktionsfaktor andert sich um dz. Um wieviel (dy)
muss man den zweiten Produktionsfaktor &ndern, damit das Aus-
gangsniveau des Outputs erhalten bleibt?



Losung: Das Ausgangsniveau sei f(z,,¥y,). Der Output soll sich
nicht dndern, also muss df (z,,y,) = 0 gelten. Daraus folgt
0 = fa(xo, Yo)dx + fy(xo, yo)dy und schlieflich
dy = _de'
fy (xm yo)
fo(To, Yo)

fy (3307 yo)
Grenzwert der Faktorsubstitution.

Der Quotient — heifit Substitutionsrate oder auch

1.5 Implizite Funktionen

Gegeben sei die Gleichung F(z,y) = 0. Wann beschreibt die Losungsmen-
ge dieser Gleichung (lokal) eine Funktion? (Erinnerung: Funktionen wurden
mit ihrem Graphen identifiziert.)

Beispiele:
1.) Betrachtet wird die Gleichung 22 + y? — 1 = 0.

a) {(x,y) € R?| 22 + y?> — 1 = 0} stellt nicht den Graphen einer
Funktion, sondern nur eine Relation dar.

B) {(x,y) € R x[0,00)| 2% +y? — 1 = 0} stellt eine Funktion f mit
der expliziten Form y = v/1 — 22, |z| < 1, dar.

7) {(z,y) € [0,00) x R'| 22 +y? — 1 = 0} stellt eine Funktion g mit
der expliziten Form x = g(y) = /1 — 2, |y| < 1, dar.

2.) Gegeben sei die Relation 22 + y? — 3zy = 0 (Kartesisches Blatt).
In jeder Rechteckumgebung des Nullpunktes ist die Relation

23 + 93 — 3xy = 0 weder als Funktion von z noch als Funktion von y
darstellbar.

Betrachtet wird eine “Rechteckumgebung*

Rs.5,(%0,Yo) = {(x,y)|(x — z,) < O1, |y — yo| < 2} eines Punktes (x,, yo).
Eine Funktion y = f(z) bzw. x = ¢g(y)) mit (x,y) € Rs,5,(T0, Yo), die in der
Form F(z,y) = F(z, f(z)) = 0 (bzw. F(z,y) = F(9(y),y) = 0) vorliegt,
heiflit implizit gegeben oder implizite Funktion.

Satz: Die Funktion F' sei auf einer Rechteckumgebung Rs, s, (70, yo) defi-
niert, und die folgenden Bedingungen seien erfiillt:

1') F(l'oayo) =0,

2.) F, existiert auf Rs,s,(%0, o) und ist dort stetig, und es gilt
Fy(xo,%) # 0.



Dann existieren eine Rechteckumgebung Ra,a, (%o, ¥o) und eine Funktion
y = f(z) derart, dass fiir alle x € (x, — a1,2, + 1) die Beziehungen
F(z, f(z)) =0 und |f(z) — yo| < a2 gelten.

Sind dariiber hinaus die Ableitungen F, und F), stetig auf Rs,s,(Z0,Yo), SO
ist f in allen Punkten x € (z, — a1, x, + o) differenzierbar, und es gilt

oy Wy Fulz, f(2)) %
PO = R ) a
Herleitung fiir (*): Aus F(z, f(x)) = 0 folgt

Fo(z, f(2)) + Fy(z, f(2)) - (@) =

Bemerkungen:

1.) Eine analoge Aussage gilt im Fall Fy(z,,y,) # 0:
Ist Bedingung 1.) erfiillt und gilt Bedingung 2.) fiir F,, dann existieren
eine Rechteckumgebung R, a, (%0, Ys) und eine Funktion z = g¢(y)
derart, dass fiir y € (y, — a2, Yo + 2) die Beziehungen F(g(y),y) =0
und |g(y) — xo| < a1 gelten. Sind dariiber hinaus die Ableitungen F
und Fy stetig auf Rs,s,(%0, Yo), so ist ¢ in allen Punkten
Y € (Yo — a2, Yo + ) differenzierbar, und es gilt
i) = _ _Bl@).y)

dy  Fu(9(y),y)

2.) Sind die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, muss es nicht notwendig
moglich sein, die Gleichung F'(z,y) = 0 rechnerisch (in geschlossener
Form) nach einer Variablen aufzulésen.

Beispiel: Betrachtet wird das Kartesische Blatt in den Punkten

(%0,90) = (0,0) und (z1,y1) = (V/2, V/4). Es ergibt sich

Fi(z,y) = 32% =3y = 3(2® —y), F.(0,0) =0, Fy(v1,29) = 3(V4—V4) =0
und

Fy(z,y) = 3y*> -3z = 3(y®—x), F,(0,0) =0, F,(x1,72) = 3(+/16—+/2) > 0.
Im Punkt (z,,%,) sind die Voraussetzungen des Satzes nicht erfiillt. Im
Punkt (z1,y1) ist ein Auflosung in der Gestalt y = f(x) moglich. Wegen

Fy(x, . . N
f(z1) = —M = 0 besitzt die durch 23 + y® — 32y = 0 in einer Um-

Fy(z1,91)
gebung von (z1,y1) gegebene Kurve in (x1,y;) eine waagerechte Tangente.

1.6 Extremwerte fiir Funktionen von mehreren Verinderli-
chen

1.6.1 Definitionen

Betrachtet wird eine Funktion f|Dy C R — R



Definition: Ein Punkt #, € Dy heifit lokale Maximalstelle (bzw. lokale
Minimalstelle) und f(Z,) lokales Maximum (bzw. lokales Minimum)
von f, falls eine e-Umgebung U.{Z,} derart existiert, dass

F(@0) = F(#) ¥ & € Udd,)

((7) < J(3) ¥ 7 € Ud@n})

gilt.

Falls f(Z,) > f(Z) V & € UAZ,}\{Z,} erfiillt ist, nennt man f(Z,) auch
isoliertes (oder eigentliches) lokales Maximum.

Definition: Falls f(Z,) > f(Z) V & € M gilt, heifit f(Z,) globales Maxi-
mum von f iiber M. Entsprechend heifit f(7,) globales Minimum von f
iiber M, falls f(Z,) < f(¥) VZ € M erfiillt ist.

Beispiele:

1.) f(z,y) = 2® +y? besitzt auf M = R? ein globales Minimum im Punkt
(0,0), aber kein lokales oder globales Maximum.

2.) f(z,y) = 22+y? besitzt auf [-2, +2] x [~2, +2] ein globales Minimum
im Punkt (0,0) und globale Maxima in den Punkten
(+2,+42), (+2,-2),(-2,4+2), (-2, -2).

Definition:

a) Eine Menge M C R™ heifit beschrénkt, wenn es eine Konstante
K € Rmit ||Z]| < K V& e M gibt.

b) Eine Menge M C R™ heifit abgeschlossen, wenn fiir alle Folgen
(Zn)neny mit &, € M VYn € N und lim %, = &, die Beziehung

n—oo
T, € M gilt.

Beispiele: R™ ist abgeschlossen, @) ist nicht abgeschlossen.
Die Menge [a,b] X [e,d] ist abgeschlossen, [a,b) X [c,d] ist nicht abge-
schlossen.

Bemerkung: Sind Teilmengen des R™ sowohl abgeschlossen als auch be-
schrinkt, werden sie auch kompakte Mengen genannt.

Satz: Stetige Funktionen f|Dy C R" — R' nehmen auf einer beschriinkten

und abgeschlossenen Menge ihr globales Maximum und ihr globales Mini-
mum an.

10



1.6.2 Lokale Extrema

Satz: f|D; C R" — R! sei auf einer e-Umgebung U{%,} erklirt, und es
existieren alle partiellen Ableitungen. Wenn f in %, eine lokale Maximalstelle
oder Minimalstelle besitzt, dann gilt

Beweis: Fiir i = 1,...,n sei g;(t) := f(:ngo), . >33§i)17t7$§?17 . ,:U%O)).

(0)

gi,i € {1...n}, ist jeweils eine Funktion einer Verdnderlichen, die in t = z;

differenzierbar ist und dort ein Extremum besitzt. Also gilt
gg(xz@) = 0= fo,(Z5).

Punkte (acgo),...,wﬁf)) mit fmi(xgg),...,mﬁf)) =0 Vie {l,...,n} heiflen
stationédre Punkte. Sie sind ”extremwertverdichtig”.

Beispiele:

1.) Betrachtet wird die Funktion f(z,y) = 2%y — 22y + %ey. Die partiellen
Ableitungen haben die Gestalt
folz,y) =22y — 2y,  fy(z,y) =2 — 2z + %ey.

Die notwendigen Bedingungen fiir das Vorliegen eines Extremums lau-

ten damit:
fe(z,y) =22y —2y =0 (1)
fy(q:,y):xQ—Qx—l—%ey:O (2).

Aus (1) folgt z = 1V y = 0. Fiir die Gleichung (2) ergeben sich folglich
zwei Fille:

a) Fiir z = 1 nimmt (2) die Gestalt 3e¥ = 1 an. Daraus erhilt man
y=1In %.

b) Fiir y = 0 nimmt (2) die Gestalt 2> — 2z + 2 = 0 an. Diese
Gleichung besitzt die Losungen x12 =1+ 4/1 — % .

Damit sind alle Losungen des Gleichungssystems (1)+(2) gefunden. Es
gibt 3 stationéire Punkte: P;(3,0), P2(3,0), P5(1,In 3).

Diese stationdren Punkte konnen z.B. unter Zuhilfenahme von Héhen-
linien weiter untersucht werden. Hinreichende Bedingungen, die die
zweiten partiellen Ableitungen nutzen, werden spéter angegeben.

2.) Fiir die Funktion f mit f(z,y) = xy gilt f.(0,0) = 0 = f,(0,0). Im
Punkt (0,0) liegt aber kein Extremum, sondern ein Sattelpunkt vor.

11



Definition:

a) Eine Menge M C R™ heifit konvex, wenn aus 1 € M und ¥y € M
auch A1 + (1 = N\)Za € M VA € [0,1] folgt.

b) D C R" sei eine konvexe Menge. Die Funktion f|D — R! heifit kon-
vex, (streng konvex) wenn
f()\fl—F(l—)\)fz) < )\f(fl)—}—(l—)\)f(fz) Vi1 €D, Zo € D, A € [0, 1]
(f(/\fl + (1 — )\)fz) < )\f(fl) + (1 — )\)f(fg) Vi1 €D, ¥o € D, A€

(0,1))
gilt.

c) Eine Funktion f heifit konkav (streng konkav), wenn —f konvex
(streng konvex) ist.

Beispiele:
a) e-Umgebungen und Rechteckumgebungen im R? sind konvexe Mengen.
b) f mit f(x,y) = 2% + 32 ist eine (streng) konvexe Funktion.
c) f mit f(z,y) = —(2% + y?) ist eine (streng) konkave Funktion.

Satz: f|D C R" — R! sei konvex (konkav) und stetig partiell differenzier-
bar. Gilt in #, € D die Beziehung Vf(Z,) = 0, dann besitzt f in Z, ein
globales Minimum (Maximum).

Zur Untersuchung, ob eine gegebene Funktion lokal, d.h. in einer e-Umgebung
eines Punktes, konvexes oder konkaves Verhalten aufweist, kann die Hesse-
matrix H (&) herangezogen werden:
frix1(Zy)  frize(Zy) ... frixn(Z,) )
. . . . o°f
H(Z,) == : : : = (7o) .
. . o O:Ul&x] ij
frnx1(Zo)  fanza(Zy) ... [frpzn(Zy) ’

Falls f zweimal stetig differenzierbar ist, ist die Hessematrix symmetrisch.

Satz: Eine Funktion f sei auf einer e-Umgebung U.{Z,} von Z, zweimal
stetig differenzierbar. Dann gilt

a) f konvex auf U {7, } <= H(Z,) positiv semidefinit VZ, € U{Z,}.

b) f streng konvex auf U{Z,} < H(Z,) positiv definit VZ € U{Z,}.

Es sei nun f|Dy C R? — R! zweimal stetig differenzierbar.
Jaa(

Die Hessematrix im Punkt &, besitzt dann die Gestalt H(Z,) = < 7 (20) o
zy(Zo Yy
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Die Hauptminoren der Hessematrix sind also fy(%,) und det H¢(Z,). Aus
dem Abschnitt iiber quadratische Formen ist bekannt, dass eine Matrix ge-
nau dann positiv definit (negativ definit) ist, wenn alle Hauptminoren posi-
tiv (positiv fiir gerade Zeilenzahl und negativ fiir ungerade Zeilenzahl) sind.
Daraus ergibt sich, dass eine Hessematrix im vorliegenden zweidimensiona-
len Fall nur dann positiv definit oder negativ definit sein kann, wenn die
sogenannte Diskriminante

O(x,y) := det(Hy(Z,)) = faa(2,y) - fyy(2,y) — (fuy(2,9))*
positiv ist. In Abhéngigkeit vom Vorzeichen von f,;(Z,) kann dann auf po-
sitive oder negative Definitheit geschlossen werden.

Satz: f|Dy C R* — R! sei in einer e-Umgebung U {Z,} zweimal stetig
differenzierbar, und es gelte fi(2o,y0) =0, fy(z0,¥o) = 0.

a) Ist 6(x,,yo) > 0, besitzt f an der Stelle (z,,y,) ein lokales Extremum.
Es handelt sich dabei um ein lokales Minimum, falls fu. (20, v,) > 0
gilt, und um ein lokales Maximum, falls f,,(z,,y,) < 0 erfiillt ist.

b) Gilt d(x,,yo) < 0, liegt an der Stelle Z, kein Extremwert vor.

c) Fiir 0(z,y,) = 0 ist eine Entscheidung ohne weitere Untersuchung
nicht méglich.

Zum Beweis von a): Es seien §(zo,y,) > 0 und fr. (2o, yo) > 0. Wegen der
Stetigkeit der 2. Ableitung gibt es eine e-Umgebung Uc{(zo,ys)}, so dass
fez(z,y) > 0 und 6(x,y) > 0 V(z,y) € U{(xo,yo)} gilt. Also ist f dort
(streng) konvex. Somit liegt in (z,,y,) ein lokales Minimum vor.

Gilt §(0,70) > 0 und frz(zo,7,) < 0, sind die obigen Uberlegungen fiir
g(x,y) = —f(x,y) durchfithrbar. f ist dann (streng) konkav, und in (z,, yo)
liegt ein lokales Maximum vor.

Allgemeiner gilt fiir Funktionen f|Dy C R" — R', die zweimal stetig diffe-
renzierbar sind, die folgende Aussage:
Es sei V f(Z,) =0 erfiillt. Ist dann die Hessematrix H¢(Z,)

e positiv definit, liegt in Z, ein lokales Minimum vor,
e negativ definit, liegt in Z, ein lokales Maximum vor,
e indefinit, liegt in &, kein Extremun vor,

e positv semidefinit oder negativ semidefinit, ist eine Entscheidung ohne
weitere Untersuchungen nicht moglich.

Fortsetzung des Beispiels: Betrachtet wird die Funktion f mit
flz,y) = :c2y—2acy+%ey, fiir die die stationdren Punkte (%, 0), (%, 0), (1,In %)
ermittelt wurden.
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Mit den zweiten partiellen Ableitungen

facac(*ray) = 23/7 fxy(xay> =2r—-2= fyw(x7y)7 fyy(x7y) = %ey
erhalt man
Sz, y) = 2z — 1) %ey =2y - ye¥ —4(x —1)°.

Einsetzen der stationéren Punkte ergibt nun 6(3,0) < 0 und
§(2,0) <0, d.h., in den Punkten (3,0) und (2,0) liegen keine Extremwerte
vor.

Weiterhin ergibt sich fiir den dritten stationdren Punkt
5(1,1n%) = QID% > 0, d.h., hier liegt ein Extremwert vor.
Wegen f,(1,In %) = 2ln% > 0 handelt es sich dabei um ein Minimum.

1.6.3 Die Methode der kleinsten Quadrate

Aufgabenstellung: Gegeben seien Wertepaare (z;,v;), ¢ = 1...,n. Ge-
sucht ist eine Funktion f, die "moglichst gut” den durch Wertpaare (z;, y;)
gegebenen Zusammenhang widerspiegelt (Regressionsanalyse).

Vorgehen: Ausgangspunkt ist eine Vermutung iiber die Gestalt von f, die
gewisse Parameter aq,...,a, enthélt (z.B. y = az + b mit den Parametern
a, b).

Die Parameter werden durch Losung der Optimierungsaufgabe

7

: 2
;— ; . *
o S @) ()
ermittelt.
Die Berechnung der stationdren Punkte der Extremwertaufgabe (*) fiihrt
im Allgemeinen auf ein nichtlineares Gleichungssystem.

Im Folgenden soll der Spezialfall der einfachen linearen Regression be-
trachtet werden. Der vermutete lineare Zusammenhang lautet dabei
y=ax+b.

Gesucht sind die Minimalstellen der Funktion ¢ mit
n

o(a,b) == > (y; —ax; —b)%, a € R,b € R.
i=1
Das Gleichungssystem zur Bestimmung der stationidren Punkte lautet:

pala,b) = gl 2Uyi —az; —b)(—z) =0, (1)

vl ,b) = ; 2Uyi —az; —b)(~-1) =0.  (2)

14



n n n
Aus (1) ergibt sich a Z 2 +b Z T = Z ZilYi,

aus (2) erhélt man « Z x; +bn = Z Yi.-

Damit liegt ein lineares Glelchungssystem zur Bestimmung von a, b vor. Es
kann in der Gestalt
n

a Z TiYi
4 <b> - )
> Ui
=1
PO PE
=1 1=

xi  on
i=1

Es wird nun vorausgesetzt, dass mindestens 2 der x;-Werte verschieden sind
(anderenfalls ist die Aufgabenstellung sinnlos). Dann folgt det A > 0. Das
ergibt sich aus der folgenden Rechnung;:

mit der Koeffizientenmatrix A = geschrieben werden.

Somit ist das lineare Gleichungssystem (*) eindeutig l6sbar. Die Lésung kann
z.B. mittels Cramerscher Regel angegeben werden:

n n
STy oy T
=1 1=1
n n n n
> Yi n nZwiyi—sz-Zyj
i=1 i=1 j=1

=1

Q>
Il
|

det A n
n oy ay— () xj)?
=1 j=1
n
Z a3 @y
i n noo n n
DoTi QLY DT DY 2Tl ) T
6: i=1 =1 _ =1 7=1 1=1 j=1
det A n

(a,b) ist der einzige stationire Punkt. (Die Entscheidung, ob es sich dabei
um ein Minimalstelle handelt, wire an dieser Stelle auch durch Betrachtung
des Verhaltens von ¢ an den ”"Réndern”des Definitionsgebietes moglich.)
Im Folgenden sollen die hinreichenden Bedingungen aus 1.6.2 angewandt
werden. Die zweiten partiellen Ableitungen haben die Gestalt
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n n
@aa(av b) =2 Z 1‘22, Qpab(a7 b) = (pba(aa b) =2 Z Ly @bb(av b) = 2n.
i=1 =1

n
23 a2 23

Damit ergibt sich §(a,b) = | 3} =l | =4det A >0,
i=1

unabhéngig von den Parameterwerten a, b. Somit ist die Funktion ¢ streng

n
konvex. Auflerdem gilt 2 )" 3312 > 0, also liegt im stationdren Punkt eine
i=1
globale Minimalstelle vor.
Als Ergebnis erhélt man
min _o(a,b) = 3. (y; — ax; — b)?, und die gesuchte Funktion lautet
(a,b)ER? i=1

y:&x+l;.

1.6.4 Extremwerte mit Nebenbedingungen

Es werden nur Punkte & € R", die den Bedingungen ¢;(¥) < 0,i=1,...,m,
geniigen, bei der Suche nach Extremwerten zugelassen.

Es sei M :={Z € R"| g;(¥) <0,i=1,...,m}

Definition: f|D; C R"™ — R! besitzt an der Stelle #, € Dy ein loka-
les Maximum (lokales Minimum) unter den Nebenbedingungen
gi(¥) <0,i=1,...,m, wenn ¥, € M und

f(Zo) > f(&) VZe DynUAZ,}NM

(f(@,) < f(@) VZe DyNUAZ,} N M)

fiir eine geeignete e-Umgebung U {Z,} gilt.

Im Folgenden wird nur der Spezialfall behandelt, dass alle Nebenbedin-
gungen in Form von Gleichungsrestriktionen vorliegen.

Beispiel: Gesucht sind die Extremwerte der Funktion f mit f(z,y) = 22+ 2y?
unter der Nebenbedingung ¢(z,y) =y — 22 +1 = 0.
Durch Betrachtung der Hohenlinien der Funktion f kann man erkennen,
dass in den Punkten (+3v/3,—1) und (—3v/3,—1) jeweils lokale Minima
und im Punkt (0, —1) ein lokales Maximum vorliegt.

Die Losung kann aber auch gesucht werden, indem die Nebenbedingung in

die Gleichung der Zielfunktion f eingesetzt wird:

(1) Einsetzen von y = 22 — 1 liefert die Funktion A mit
h(z) == f(z,y(x)) = 22 + 2(22 — 1)%.
Als notwendige Optimalitdtsbedingung ergibt sich daher
B (z) = 2z + 4(2% — 1)22 = 2x(42% — 3) = 0.
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"Extremwertverdéchtig” sind somit die Werte g, = 0 und zpg,, =
%\/3 Die zugehorigen y-Werte berechnet man aus y = 22 — 1.

Aus h'(z) = 2(422 — 3) + 2z - 8z erhilt man A”(0) < 0 und
R'(+2+/3) > 0 sowie h”(—3v/3) > 0, d.h., im Punkt (0, —1) liegt ein
lokales Maximum vor, und die Punkte (+3v/3, —1) sowie (—3v/3,—1)
sind jeweils lokale Minimalstellen.

Setzt man nun die Nebenbedingung in der Gestalt 22 = y + 1 in die
Zielfunktion ein, erhilt man die Funktion h mit h(y) = 2% +y + 1.
Aus der notwendigen Optimalititsbedingung A/ (y) = 4y+1 = 0 ergibt
sich nur die Lésung yg = —i, die unter Beriicksichtigung der Neben-
bedingung schlieBlich die Punkte (+4+/3, —1) und (—3v/3, —1) liefert.
Das lokale Maximum im Punkt (0, —1) wird auf diesem Weg nicht ge-
funden. Der Grund dafiir liegt darin, dass aus der Nebenbedingung
y > —1 folgt und somit y = —1 wie ein Randpunkt gesondert betrach-
tet werden muss. Dieser Effekt wiederum beruht darauf, dass die durch
die Nebenbedingung gegebene Kurve in keiner Rechteckumgebung des
Punktes (0, —1) als Funktion von y darstellbar ist.

Im Folgenden sollen die Extremwerte einer Funktion f|Dy C R? — R! unter
der Nebenbedingung ¢(z,y) = 0 untersucht werden. Dabei wird vorausge-
setzt, dass die Funktionen f und ¢ stetig partiell differenzierbar sind.

Angenommen, es gelte ¢y (2o,y,) # 0 fiir ein (z,,y,) € Dy. Nach dem
Hauptsatz iiber implizite Funktionen gibt es dann eine Rechteckumgebung
Rs,5,(%0,Yo) und eine Funktion g derart, dass die Beziehung ¢(z,y) = 0
auch in der Gestalt y = g(x) V(z,y) € Rys,5,(%0, Yo) angegeben werden kann.

Es sei nun h(z) := f(z,g(z)). Wenn h ein Extremum bei z, besitzt, muss
(mit yo = g(o))
W (o) = fu(osYo) + fy(TosYo) - g’ (o) = 0 gelten.

Mit g/(xo) =

Setzt man nun A, :=

—02(To, Yo) ergibt sich f,(xo, o) — 7fy($o,yo) 0z (To,Yo) = 0.
@y(xoayo) SDy(anyt))
_fy(x07 yo)

, so erhilt man einerseits
Spy(xov yo)

fa:(l'm yo) + )\O(Pm(xov yo) =0
und andererseits durch Umstellen der Definitionsgleichung fiir A,

fy(xm yo) + )\o(Py(wm yO) =0.

Zusammenfassend kann man feststellen, dass (z,,y,) und A, die Bedingun-

gen

f2(Tos Yo) + Aoz (X0, Yo) =0
fy($07 Z/o) + )\ogDy(x(” yo) == 0 (*)

()0(:1707 yo) =0

erfiillen.
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Ein analoges Vorgehen ist im Fall ¢, (20, y,) # 0 moglich.

Unter Verwendung der sogenannten Lagrangefunktion L mit

L(z,y,A) = f(z,y) + A(=z,y)
kann das System (*) in der folgenden Form geschrieben werden. \ heifit da-
bei Lagrangemultiplikator.

<x07y07)\0) =0
Ty(xoayOaAo) =0 (**)
%<m07y07)\0) =0

Der folgende Satz fasst die obigen Uberlegungen zusammen:

2 S

Satz (Multiplikatorenregel von Lagrange):

Die Funktion f|Dy C R? — R! besitze an der Stelle (z,,y,) € Dy ein lokales
Extremum unter der Nebenbedingung ¢(z,y) = 0. Die Funktionen f und ¢
seien in allen Punkten der Menge {(z,y) € R?| ¢(z,y) = 0} stetig partiell
differenzierbar, und es gelte v (%0, Yo) 7 0V @y (Z0,Yo) # 0.

Dann existiert ein A, € R derart, dass das Gleichungssystem (**) erfiillt ist.

Beispiel: Fiir das oben betrachtete Beispiel hat die Lagrangefunktion die
Gestalt L(x,y, \) := 22 + 2y + Ay — 22 + 1). Daraus ergibt sich das Glei-
chungssystem

Ly(z,y,\) =2z —2zA=22(1—-)X) =0 (1)
F(ey\) =y -2 +1=0 3).

Aus (2) erhdlt man A\ = —4y, was durch Einsetzen in (1) zu 2z(1 +4y) =0
fiihrt. Diese Gleichung ist erfiillt fiir z = 0 (Fall 1) oder y = —3 (Fall 2).

Im Fall 1 ergibt sich mit unter Ausnutzung von (3) y = —1; im Fall 2 nimmt
(3) die Gestalt 22 = % an. Somit erhélt man 1 = i%\/g

Die Lagrangesche Multiplikatorenregel ist nur ein notwendiges Kriterium,
die weitere Untersuchung der gefundenen ”extremwertverdéichtigen” Punk-
te ist z. B. durch Betrachtung der Hohenlinien moglich.

Fiir Funktionen f|R"™ — R!, deren Extremwerte unter den m Gleichungs-
restriktionen ¢;(z1,...,2,) =0, i = 1,...,m gesucht werden, kann man in
dhnlicher Weise vorgehen.

Die Lagrangefunktion hat die folgende Gestalt:

m

L(zy, ... Zpy Ay Am) i= f(@1, ooy xn) + D0 Nigi(x1, ..oy Tp).

=1
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Wenn f und alle ¢;, i = 1,...,m, stetig partiell differenzierbar sind und

3 dp1 (=
dﬁi (To) ... 85711 (%)

die Matrix : : den Rang m besitzt, dann ist die
Opm (= Opm (=
ail ((L‘O) P (9fvn (370)

Existenz reeller Zahlen )\go)7 e )\gg) mit

L, (‘Tgo)""’x7(10)7)‘§0),...7A$72)):0 1=1,...,n,
Ly (:L‘go)7., ;L'glo),)\go)"..’)\(o)):(] 7=1,...,m,

notwendig dafiir, dass an der Stelle Z, ein lokales Extremum der Funktion
f unter den Nebenbedingungen ¢;(Z) =0, i = 1,...m, vorliegt.

2 Gewohnliche Differenzengleichungen und Diffe-
rentialgleichungen

2.1 Differentialgleichungen
2.1.1 Einfithrung

Gleichungen, in denen (eine oder mehrere) Ableitungen einer gesuchten
Funktion einer Variablen enthalten sind, heilen gewdhnliche Differen-
tialgleichungen:

F(z,y,y,...,y"™)=0

ist eine gewohnliche Differentialgleichung der Ordnung n (in impliziter Form).

Gesucht sind alle Funktionen y = (), die der Differentialgleichung geniigen
(sogenannte allgemeine Losung).

Im Gegensatz zu den gewohnlichen Differentialgleichungen kommen bei par-
tiellen Differentialgleichungen partielle Ableitungen von Funktionen meh-
rerer Verdnderlichen vor.

Beispiel B1: Wachstumsmodell des Volkseinkommens (nach Boulding)

Es bezeichnen

y(t) das Volkseinkommen zum Zeitpunkt ¢,

¢(t) den Konsum zum Zeitpunkt ,

i(t) den Umfang der Investitionen zum Zeitpunkt ¢.

Das Modell geht von folgenden Annahmen aus:

y(t) = c(t) + (D),
ct) =a+p0yt) (=0, 0<f<1),
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y'(t) =~i(t) (y>0).
Daraus erhilt man die Differentialgleichung

y'(t) = v(y(t) — c(t)) = v (y(t) — By(t) — ) = (1 = By(t) — oy,
in Kurzform ¢’ = v(1 — B)y — ay.

Definition: Eine Differentialgleichung der Gestalt

Y™ (@) + pa1(@)y™ (@) + -+ pr(@)y (2) + po(x)y(z) = g()

heifit lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist ¢(z) = 0, heifit
die lineare Differentialgleichung homogen, anderenfalls inhomogen. Gilt
pi(x) = a;,i = 0,...,n — 1, spricht man von einer linearen Differentialglei-
chung mit konstanten Koeffizienten.

Beispiele:
1) y"+2%" —Inzxy =0 ist eine homogene lineare Differentialgleichung
3. Ordnung.

2.) Die Differentialgleichung aus Beispiel B1 ¢/ = (1 — 3)y — -y ist eine
inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.

2.2 Gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel: Die Differentialgleichung v’ = z besitzt die allgemeine Losung
2
y(z) = % + ¢, d.h., die Losung stellt eine Kurvenschar dar.

Will man aus der Kurvenschar einer allgemeinen Losung eine Kurve auswéhlen,
die durch einen vorgegebenen Punkt (x,,y,) verlduft, kann dies durch Ein-
setzen des Punktes in die allgemeine Losung geschehen (allerdings nur unter
gewissen Existenz- und Eindeutigkeitsbedingungen). Der Punkt (x,,y,) cha-
rakterisiert hdufig einen ” Anfangszustand” des jeweils beschriebenen Phéno-
mens; entsprechend wird die Bedingung y(z,) = y, dann Anfangsbedin-
gung genannt.

Im betrachteten Beispiel ¢ = x ergibt y(z,) = y, die Beziehung y, = % +c,

damit ¢ = y, — %‘2’ und schlieflich die spezielle (oder partikulidre) Losung
2 2

y(z) = %+yo_ %

2.2.1 Die Methode der Trennung der Variablen

Ausgangspunkt ist eine Differentialgleichung der Gestalt ' = f(z) - g(y)
(Differentialgleichung mit trennbaren Variablen).

Formal wird wie folgt vorgegangen:

y = % = f(z)-9(y)
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dy = xIr)ax
Sy =@

/;(ZZ) :/f(:p)dx.

Beispiel: Fiir die Differentialgleichung 3/ =

= 55

Regel (unter der Annahme, dass y #0) :
1 1
Infy|+c1 = 3In|z|+c

x # 0, ergibt sich mit dieser

Infy| =  Infa] + s

eln|y| — e%ln|z\+03 — (eln|x\)% . %3
<~
=:c4>0
lyl = car/|z|.
Fiir y > 0 folgt dann wegen |y| = y die Beziehung y = +c4+/|z| und fiir
y < 0 erhélt man y = —ca/|z|.

Es bleibt noch die Frage zu kldren, ob die beim obigen Vorgehen ausge-
schlossene Funktion y = 0 zur allgemeinen Losung gehort. Einsetzen in die
Differentialgleichung zeigt, dafl y = 0 ebenfalls Losung ist.

In zusammenfassender Form kann die allgemeine Losung in der Gestalt
y = cy/|z|, ¢ € R beliebig, angegeben werden.

Bei Anwendungen in Okonomie oder Technik sind zusétzliche Voraussetzun-
gen iiber den Definitionsbereich, z. B. x > 0, hiufig anzutreffen.

Es soll nun die Frage behandelt werden, unter welchen Voraussetzungen
durch einen vorgegebenen Punkt (z,,y,) genau eine Kurve der Losungskur-
venschar verlauft.

Satz: Gegeben sei die Differentialgleichung 3’ = f(z,y). Ist die Funktion
f auf einer Rechteckumgebung Ru;(x,, yo) eines Punktes (z,,y,) stetig und
erfiillt die Bedingung

|f(zoy1) = fzy2)| < Klyr — el fiir alle (z,91), (2,92) € Rap(To,y0) (%),
so hat die Differentialgleichung 3y = f(x,y) genau eine Losung in Ry, (0, Yo),
welche die Anfangsbedingung y(z,) = y, erfiillt.

Bemerkung: Hinreichend fiir (*) ist die Stetigkeit von f, auf R, (2o, Yo)
Fortsetzung des Beispiels B1: Die Differentialgleichung ¢ = v(1 — 8)y — ay

geht mit den Abkiirzungen a := (1 — ), b := o in die Form ¢y’ = ay — b
iiber, die mit der Methode der Trennung der Variablen behandelt wer-
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den kann. Die Annahme, dass das Volkseinkommen zum Ausgangszeitpunkt
t = 0 den Wert y, besitzt, erfasst man mit der Anfangsbedingung y(0) = y,.

Die Losung kann wie folgt ermittelt werden:
d

Jagp =/ 1dz  (y# by

1

b
—Inly——-|=t+a
a a

Inly — & =ta+c

ly— 2| =€t cs.

Schliefflich ergibt sich y — g = c4e™, wobei ¢4 > 0 oder ¢4 < 0 gilt. Da

Yy = % ebenfalls Losung ist, lautet die allgemeine Losung y = ce® + g, ceR
beliebig.

Ersetzt man die Abkiirzungen wieder durch die Originalsymbole, erhélt man
y = ce?1-0 4 %5, c€R.

Wegen y(0) = ¢+ ﬁ =y, folgt c =y, — ﬁ, also

y(t) = (o — 125)0 00 + 2

2.2.2 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Gegeben sei eine Differentialgleichung der Form y' + p(x)y = q(z).

Die zugehérige homogene Differentialgleichung 3’ 4+ p(xz)y = 0 kann stets
durch Trennung der Variablen gelost werden:

y’dz —p(z)y

[ =—Jp)dz yF#O0

In|y| = — [ p(x)dz + c;.

Die allgemeine Loésung der homogenen linearen Differentialglei-

chung 1,;O0rdnung lautet somit

yn = ce” P@AT —: co(z), ¢ € R, beliebig.

Die Struktur der allgemeinen Losung der (inhomogenen) Ausgangsdifferen-
tialgleichung beschreibt der folgende Satz:

Satz: Es seien y; eine (spezielle) Losung der inhomogenen linearen Differen-
tialgleichung v’ 4+ p(z)y = ¢(x) und yy, die allgemeine Losung der zugehori-
gen homogenen Differentialgleichung. Dann ist y, := yp + ys die allgemeine
Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung.

Beweis:

1.) Es wird zunéchst gezeigt, dass jede Funktion y, der angegebenen Ge-
stalt die Differentialgleichung erfiillt:
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yo(z) = yp,(x) + yi(z) = —p(x)yn(z) — p(x)ys(z) + q(z)
= —p(z)(yn(z) + ys(x)) + q(x) = —p(x)ya(z) + q(z).

2.) Es sei g eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung.
Es wird gezeigt, dass dann die Funktion ¢ — ys die homogene Differen-
tialgleichung erfiillt.

(H(2) = ys(2)) = 7' (x) = yi(z) = —p(2)§(x) + q(x) + p(x)ys(z) — q()
= —p(x)(y(x) — ys(z)).

Damit werden die folgenden Schritte zur Losung einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung nahe gelegt:

1.) Bestimmung der allgemeinen Losung yj, der homogenen Differential-
gleichung,

2.) Bestimmung einer speziellen Losung ys der inhomogenen Differential-
gleichung,

3.) Angabe der allgemeinen Losung geméif y, := yp, + ys.
Bestimmung einer speziellen Lésung einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung

Ein Verfahren, das stets angewendet werden kann (sofern es moglich ist, die
Integrale in geschlossener Form auszuwerten), ist die Methode der Variati-
on der Konstanten (J. Bernoulli):

Dazu wird ein spezieller Ansatz fiir die Gestalt von y, gemacht:

Ansatz: ys(z) = c(x) - p(z),
wobei ¢ eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung und
c eine zu bestimmende Funktion von z bezeichnen.

Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung ergibt

d(@)p(x) + c(z)¢'(z) + p(x)(c(z) - o(2)) = q(2)
d(@)p(x) + c(z)[¢'(x) + p(z)e(2)] = ¢(2).

Da ¢ Losung der homogenen Differenentialgleichung ist, muss
¢ (x)+p(x)p(z) = 0 gelten. Somit erhilt man ¢/ (x)-p(z) = g(z) und daraus

d(x) = nx , also eine Bestimmungsgleichung fiir ¢(z).
Die allgemﬁine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet dann:
Ya(z) = - () + c(z) - p().
Beispiel: Gegeben sei die Differentialgleichung y' 4+ £ = Vaz+1, z > 0.
1.) Im ersten Schritt wird die allgemeine Losung der homogenen linearen

Differentialgleichung bestimmt:
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y =-1

Y
[2o s

y x

Inly|=—-In|z| + & (Wegen x > 0 gilt |z| = x).
— Ine _ _ &
y_eenz_celnm_;

C
yp = —, c € R.
X

2.) Im zweiten Schritt wird eine spezielle Losung der inhomogenen linea-
ren Differentialgleichung mittels Variation der Konstanten bestimmt.

Ansatz: y; = @

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:
de—c ¢ 5
3 + S5 =VZ +1
x x
d= x\/ 2 +1 \ \
fx\/ﬂidx—thzdt %E:%(:p2—|—1)§—|—[{_

Da nur eine spezielle Losung benétigt wird, kann K = 0 gew#hlt wer-

11
den. Somit ergibt sich y; = — g(a:2 + 1)%
x

3.) Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet nun

111 11
ya:c-;—i—;-g(xz—i-l)%:;(c—i-g(xQ—l—l)%).

Eine Probe kann durch Einsetzen in die Differentialgleichung erfolgen.
2.3 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

2.3.1 Allgemeine Eigenschaften

Gegeben sei eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung in der allge-
meinen Gestalt :

Y™ 4 po1(@2)y" Y + - pi (@)Y +po()y = qlx). (1)

Gesucht ist eine n-mal differenzierbare Funktion y, die die Differentialglei-
chung (1) und auBerdem die Beziehungen

y(xo) = To, y/(xo) =m, ... ay("_l) (xo) = Tn—1 (2>

erfiillt (Anfangswertaufgabe (AWA).

Satz: Wenn die Funktionen p,, ..., p,—1; g stetig auf dem Intervall [a, b] mit
Zo € (a,b) sind, dann besitzt die Differentialgleichung (1) genau eine Losung

y, welche die Bedingungen (2) erfiillt.

Wie fiir lineare Differentialgleichung 1. Ordnung kann man zeigen, dass
Yo = Yn + Ys gilt, wobei y, die allgemeine Losung der Differentialgleichung,
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yp die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung und y, eine
spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung bezeichnen.

Definition: Die Funktionen ¢1, @9, ..., ¢, heiflen im Intervall [a,b] linear
unabhiingig, wenn aus der Beziechung

capi(x)+ ...+ cpop(x) =0V € [a,b]

stets ¢ = co = ... = ¢, = 0 folgt.

Anderenfalls (d.h., wenn ci1p1(x) + -+ + cpn(z) = 0 Vo € [a,b]) A Je; # 0)
heilen die Funktionen linear abhingig.

Beispiele:

1.) Die Funktionen ¢1(z) = 1, @ao(z) = x, ¢3(z) = 22 sind im Intervall

[a, b] linear unabhingig. Das ergibt sich aus den folgenden Uberlegun-
gen:
Es gelte ¢1 + cox + 322 = 0 Vz € [a, b]. Einsetzen von drei z-Werten
x1, T2, 3 € [a,b], x; # xj,1 # j, fithrt auf eine homogenes lineares
Gleichungssystem zur Bestimmung von c¢1, ¢2, cs3, das nur die triviale
Losung ¢; = co = ¢3 = 0 besitzt. (Die Koeffizientendeterminante ist
eine sogenannte Vandermondesche Determinante, die unter den getrof-
fenen Annahmen stets von Null verschieden ist.)

2.) Die Funktionen ¢1(z) = 1, w2(z) = z, ¢3(z) = 5z + 6 sind linear
abhéngig im Intervall [a, b], denn es gilt
—6p1(2) = 5p2(2) + p3(x) = 0V € [a, b].

Definition: Ist jede der n Funktionen ¢y, ..., ¢, mindestens (n — 1)-mal dif-
ferenzierbar, so heif3t

p1(z) pa(z) on ()

o1 () h() @ ()
WL‘D17...,¢7”($) =

-1 -1 -1
AV @) e )

die Wronskische Determinante des Funktionensystems @1, ..., ¢y.

Satz: Sind die Funktionen 1, ..., ¢, linear abhéngig in [a,b] und (n — 1)-
mal differenzierbar, so gilt W, . .. (x) = 0Vz € [a,b].

Aquivalent dazu ist die folgende Aussage: Gilt Wiy, o, (x) # 0 fiir minde-
stens ein x € [a,b], so sind die Funktionen ¢, ..., ¢, linear unabhéngig in

[a, b)].
Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
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Definition: Jedes System von n linear unabhéngigen Losungen einer homo-
genen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung heifit Fundamentalsy-
stem (FS) von Losungen der Differentialgleichung.

Satz: Die Losungen ¢1,...,p, einer linearen homogenen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung bilden genau dann ein Fundamentalsystem, wenn die
Wronskische Determinante die Beziehung W, . . () # 0 erfiillt.

Bemerkung: Fiir Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung
n-ter Ordnung gilt (fiir ein Intervall [a, b] aus dem gemeinsamen Definitions-
bereich der Losungen) entweder

Wor,...oon (@) # 0V € [a,b] oder Wy, o, () =0V € [a,b)].

Satz: Gegeben sei die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung
Y™ 4 pu1(2)y™ D 4 .+ po(x)y = 0 mit auf [a,b] stetigen Funktionen
Pk, k=0,...,n— 1. Dann besitzt die allgemeine Loésung dieser Differenti-
algleichung die Gestalt

y(z) = crp1(x) + ... + cpipn(x),
wobei {p1,...,¢,} ein Fundamentalsystem von Losungen der Differential-
gleichung und ¢y, ..., ¢, beliebige reelle Konstanten bezeichnen.

2.3.2 Fundamentalsysteme fiir homogene lineare Differentialglei-
chungen mit konstanten Koeffizienten

Gegeben sei die Differentialgleichung

Y+ a1y + L ary 4 agy =0 (3)
mit den konstanten Koeffizienten a;, i =0,...,n — 1.

Die Funktionen des Fundamentalsystems werden mit dem

X

Ansatz: y(x) = e
gesucht. Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung ergibt dann
A 4oa, AT L g heM + ape™ = 0 und weiter

e)w ()\n _i_an_l)\nfl 4+ - +a1)\+ao) =0.
LOVZVA

Die enstandene Gleichung

AN, AN e ta, =0 (4)

heilt charakteristische Gleichung der Differentialgleichung.

Py(A\) := A"+ a, 1\ 1+ ...+ a1\ + a, wird auch charakteristisches Poly-
nom genannt.

(4) besitzt n (ggf. komplexe) Losungen A;, i =1,...,n.
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Satz:

a) Besitzt die charakteristische Gleichung (4) n verschiedene reelle Losun-
gen A\, ..., Ay (N € R, Ny # Ay, i # j), dann ist
pr(z) = NP pa(a) = e, () = eM?
ein Fundamentalsystem fiir (3).

b) Besitzt (4) nur reelle Losungen, wobei gewisse Losungen mehrfach auf-
treten, so werden jeder k-fachen Nullstelle A; die k Funktionen
pi1(z) = % pip(z) = M, ., @i p(x) = 2P leti®
zugeordnet.

Beispiel: Gegeben sei die Differentialgleichung vy — 3y’ — 2y = 0.

Die charakteristische Gleichung fiir diese Differentialgleichung lautet

M -3x-2=0.

Sie besitzt die Nullstellen Ay = 2, Ag3 = —1.

Damit ist €2*,e™®, ze™® ein Fundamentalsystem von Losungen fiir die ge-
gebene Diffrentialgleichung und die allgemeine Losung der Differentialglei-

chung lautet y = ¢1€?* + coe™ + cyze™?.

Um auch dann ein Fundamentalsystem von Losungen angeben zu kénnen,
wenn nicht alle Nullstellen der charakteristischen Gleichung reell sind, wer-
den Grundkenntnisse iiber komplexe Zahlen benttigt. Deshalb wird im Fol-
genden ein kurzer Abschnitt zu komplexen Zahlen eingefiigt.

2.3.3 Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen wurden bereits zu Beginn des 16. Jahrhunderts eingefiihrt.
Ausgangspunkt der Uberlegungen war der Wunsch, den Zahlenbereich so zu
erweitern, dass auch z.B. die Gleichung 22 + 1 = 0 eine Losung besitzt.

Mit der imaginiren Einheit 4, die durch i> = —1 definiert ist, lautet die
algebraische Form einer komplexen Zahl: z = a+i8, «a € R, 8 € R.

a heifit dann Realteil von z (a« = Re(z)), und (8 heifit Imaginérteil von z

(8 = Im(z)).

Ist @ = 0, spricht man von einer imagindren Zahl.
Ist B = 0, stellt z eine reelle Zahl dar.(Mit der Einfithrung der komplexen
Zahlen wurde also eine Erweiterung des Zahlenbereiches vorgenommen.)

Die komplexen Zahlen kénnen in der sogenannten Gauflschen Zahlenebene
dargestellt werden.
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Die trigonometrische Form einer komplexen Zahl z = o + 5 lautet
z=r(cosp+ising), 0 <r <oo, -1 < p < 7.

r = /a2 + 32 =: |z| heifit Betrag von z;

p =: arg z heiflit Argument von z.

Aus den Beziehungen o = r cos ¢ und 3 = rsin ¢ erhélt man tan ¢ = g und
damit (unter Beachtung des Vorzeichens von a und [3) eine Moglichkeit, bei
Kenntnis von v und 8 den Wert ¢ zu bestimmen.

Es gilt die Eulersche Formel: e®T% = ¢*(cos 8 + isin 3).
Rechenregeln fiir komplexe Zahlen:
Es seien z1 = aq + 51, 29 = ag + i0s.

(a) zi=m == =mAB =/

(b) (c+B1) £ (a2 +if2) = on £ ag +i(B1 £ B2)

(c) (a1 +if1) - (2 +if2) = (a1az — f1B2) + i1 2 + Pfro)

(d) a1 tify _ (eatib)(aa—ifs) _ ajaptB1fy | ;fraz—aif
az+if2 (a2+i62)(a2—i02) a3+p3 aZ+p53

Die Paare z; = a + if3, z9 = a — if3 heiflen (zueinander) konjugiert kom-
plexe Zahlen (Schreibweise: zo = z7).

Fiir ein Paar zueinander konjugiert komplexer Zahlen z = a+i3, z = a—if
gilt 2+ z = 2a, z- 2 = o® + 32, Daraus ergibt sich

(x—2)(x—2) = 22 —2ax+a?+ 32, Setzt man nun —2a =: pund o+ % =: ¢
sowie (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) 5 > 0, so erhélt man

a:_g,g:ﬂzmmitq—(§)2>o-

z=a+i0 und Z mit

a=—fund f=/g— (3)°

sind daher Lésungen der Gleichung z?> 4+ pxr +q =0,p € R, q € R,
2

falls die sogenannte Diskriminante D := 5 — ¢ negativ ist.

Beispiel: Gegeben sei die Gleichung A? + 2\ 4+ 3 = 0. Es gilt

D = (—1)? = 3 = —2 < 0. Also lauten die beiden Nullstellen

Mao=—14iV/—-D=—-14iy2.

Ein Polynom n-ten Grades " + a,_12" ' 4 ... 4+ a1z + a, liBt sich stets in
folgender Weise darstellen:

k !
P,(z) = H(:L‘—ml) : H (2 + pjz + q;),
i=1 j=k+1

wobei 2(I — k) + k = n, z;,pj,¢; € R, und die quadratischen Ausdriicke
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2+ pjr+q;, j=k+1,...,[, keine reellen Nullstellen besitzen.

2.3.4 Fundamentalsystem einer homogenen linearen Differential-
gleichung bei komplexen Nullstellen des charakteristischen
Polynoms

Die Ableitung einer komplexwertigen Funktion einer reellen Variablen ist
durch (z(z))" = (u(z) +iv(x)) = u/(z) + ' (x) definiert.
Es sei A = a + i8. Dann gilt

() = () = [e*7(cos(Bz) + isin(fx))] =(e* cos(Bz)) + i(e*” sin(Bz))
= e (—Fsin(fBx) + i cos(Bx)) +ae*®(cos(fz) + isin(fz))
e [sin(B) (ic — B) + cos(3z) (@ + i)
i(a+if3)
= (a+ 16)e**(cos(fx) + isin(fz))
— )\e)m’
d.h., die Rechenregel gilt wie im Reellen.

Bemerkung: Fiir e* mit A = o + i3 gelten auch die aus dem Reellen bekann-
r r
ten Potenzgesetze; insbesondere ist (e})s = ea™.

Ist e*, X\ komplex, Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung
mit konstanten Koeflizienten , so sind sowohl Realteil als auch Imaginérteil
Losungen. Dariiber hinaus sind Realteil und Imaginérteil linear unabhéngig.

Satz:

a) Besitzt die charakteristische Gleichung (4) einer homogenen linea-
ren Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten auch komplexe
Losungen « + i, so sind die beiden Funktionen

v1(x) = e*® cos(fBx), a2(x) = e* sin(fx)
linear unbhéngige Losungen der Differentialgleichung (1).

b) Tritt ein Paar a £ i3 k-fach auf, so werden ihm die Funktionen

p1(z) = e cos(Bz), pa(x) = €™ sin(fx),

p3(x) = xe® cos(fx), pa(x) = xe® sin(fx),

or_1(z) = 21 cos(Bx), por(x) = 2F e sin(Bz)

zugeordnet.

Beispiel: Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms seien
)\172 =0, A3 =4, /\4’5 = —1+4 31, )\6,7 =—1- 3.
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Dann ergibt sich das Fundamentalsystem

1, z, ¥ e~ cos(3z), e *sin(3z); xe ® cos(3x), re % sin(3x).

2.3.5 Bestimmung einer speziellen Lésung einer inhomogenen li-
nearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

Bei linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und
spezieller Gestalt der Stérfunktion ¢(z) kann man ys in Form eines
(an ¢(z) orientierten) Ansatzes suchen:

q(x) besitze die Gestalt _

a(x) = e *[Qm(x) cos(Bzx) + Qr(x) sin(Bx)],  (5)

wobei a und £ reelle Parameter, Q,, ein Polynom vom Grad m > 0 und Q,
ein Polynom vom Grad r > 0 bezeichnen.

Wichtige Spezialfille von (5) sind die folgenden:

a) =0, f=0: q(z) = Qm(z),

b) 5=0: q(z) = e Qm(x),

¢) a=0, Qu(z)=0: ¢(z) = Q.(x)sin(Bz).
Fiir die weiteren Betrachtungen seien «, (3 aus (5) festgelegt. Weiterhin sei
u = max{m,r}.

Fall 1: Ist a 4 0 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der ho-
mogenen Differentialgleichung, wihlt man den

Ansatz ys = e *[Ru(x) cos(Bx) + Ru(w) sin(Bx)],

wobei R,, ]éu Polynome vom Grade uw mit noch zu bestimmenden Koeflizi-
enten bezeichnen.

Fall 2: Ist o + i3 k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms der
homogenen Differentialgleichung (d.h., ¢(x) ist Losung der homogenen Dif-
ferentialgleichung, Resonanzfall) wihlt man den

Ansatz ys = zKe X[Ry(x) cos(Bz) + Ry(x) sin(Bz)].

Bemerkung: Gilt ¢(z) = q1(z) + ... + ¢(z), wobei die ¢; in der Form (5)

darstellbar sind, so ist der Ansatz ys; = ygl) +...+ ygl) moglich, wobei ygi)

einen zu ¢; gehdrenden Ansatz bezeichnet.

Beispiele:

1.) Gegeben sei die Differentialgleichung 3" + 2y" = 2422 — 6.
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a) Bestimmung der allgemeinen Losung y;, der homogenen Differen-
tialgleichung:
Aus dem Ansatz y = e ergibt sich die charakteristische Glei-
chung A% + 2)A? = A\2(\ + 2) = 0 mit den Losungen
A2 =0, A3 = —2.

Daraus folgt y, = ¢1 + cax + cze™2%.

b) Bestimmung einer speziellen Losung der inhomogenen Differenti-
algleichung;:
q(x) = 2422 — 6 lisst sich mit « = 0, 8 =0, Q(z) = 2422 —6 in
der Form (5) schreiben. Da 0 zweifache Nullstelle des charakteri-
stischen Polynoms der homogenen Differentialgleichung ist, ergibt
sich der folgende Ansatz:

ys = 22(A2? + Bx + C) = Az* + Bx3 + Ca?.
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

y = 4Ax> + 3Bx? + 2Cx,

y" = 12A2?% + 6Bz + 20,

y" = 24Ax + 6B,

24Ax + 6B + 2(12A42” 4+ 6Bx + 2C) = 24z* — 6.

Da die Funktionen 1, z, 2? linear unabhingig sind, kann man
A, B, C durch Koeffizientenvergleich ermitteln.

2 24A=24= A=1,

zl: 24A+12B=0= B = -2,

2°: 6B+4C=—-6=C=3.

Man erhilt y, = 2* — 223 + %mQ.
¢) Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet nun
Yo = C1 + Cox + cze 2 4opt — 23 4 %x2.

2.) Gegeben sei die Differentialgleichung
y" +y =22+ 3e™ + cos + cos(4x) + (3x — 1) sin(4x).
Die charakteristische Gleichung der homogenen Differentialgleichung
lautet A2 + 1 = 0. Sie besitzt die Losungen A1 o = *i.

Eine spezielle Losung fiir die inhomogene Differentialgleichung kann
folglich mit dem Ansatz

ys = (A12% + Agx + A3) + Be™ + x(Cy cosz + Cysinx)
+[(D1z 4+ D3) cos(4z) + (Dsz + Dy) sin(4z)]

gesucht werden.

Bemerkung: Fiir lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung mit be-
liebigen (nicht notwendigen konstanten) Koeffizienten des homogenen Teils
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und beliebigem ¢ ist zur Bestimmung von y, die Methode der Variation
der Konstanten anwendbar.

ys wird mit dem Ansatz

ys = C1(z)p1(x) + ... + Cp(z)pn()

gesucht, wobei 1, ..., @, ein Fundamentalsystem der homogenen linearen
Differentialgleichung bezeichnet.

Zur Bestimmung der Funktionen C;, i = 1,...,n, reicht die Differentialglei-
chung nicht aus, es kénnen n — 1 weitere Forderungen gestellt werden (so
dass die Rechnung “durchfithrbar” wird).

1

Beispiel: Gegeben sei die Differentialgleichung y” + 4y = )

, 0<z < 3.

a) Die homogene Differentialgleichung fithrt zu der charakteristischen Glei-

chung A\? 4+ 4 = 0 mit den Lésungen A1,2 £ 2i. Daraus ergibt sich

yp = €1 cos(2x) + co sin(2x).

b) Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung wird mit

dem folgenden Ansatz gesucht:

ys = C1(x) cos(2x) + Ca(z) sin(2z).

Die erste Ableitung liefert

Y, = C1(x) cos(2z) + Cy(x) sin(2z) +C (x)(—2sin(2z)) + Ca(x)(2 cos(2z)).
Zusatzfor?drerung:‘zo’

Unter Beachtung von Cf(z) cos(2z) + C)(x)sin(2z) = 0 ergibt sich fiir die
zweite Ableitung

yr = C1(x)(—2sin(2x))+Ch(x)(2 cos(22))+C1(z)(—4 cos(2z))+Co(z) (—4 sin(2z)).

Die zweite Ableitung wird nun in die Differentialgleichung eingesetzt:
C1(x)(—2s8in(2z))+C%(x) (2 cos(2x))+C1 (z) (—4 cos(2x) )+ Co(z) (—4 sin(2z) )+
4(C1(x) cos(2x) + Co(x) sin(2x))

= O (2)(~2sin(22)) + C(x)(2 cos(2x)) =

sin(2z)

Zur Bestimmung von €'y und Cy hat man zwei Gleichungen, némlich
Cf(x) cos(2z) + Ch(x)sin(2z) =0

C1(x)(—2sin(2z)) + C4(x)(2 cos(2z)) =

sin(2x)”

Es handelt sich hierbei um ein lineares Gleichungssystem fiir C] und C9,
dessen Koeffizientendeterminante gerade die Wronskische Determinante des
Fundamentalsystems der homogenen Differentialgleichung ist. Das Gleichungs-
system kann daher stets mit der Cramerschen Regel gelost werden:
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0 sin(2x)

) 75111(1295) 2 cos(2x) 1
Cl = . = T3
cos(2x) sin(2x) 2
—2sin(2x) 2cos(2x)
‘ cos(2x) 0
—2sin(2z) 1
Chy = 5 Qo) _ 5 cot(2x).

Durch Integration erhilt man schlielich Cy (z) = —%; Ca(z) = +1 In(sin(2z)).

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet somit
y = c1 cos(2x) + o sin(2z) — £ cos(2z) + 1 In(sin(22)) - sin(2z).

2.4 Lineare Differentialgleichungssysteme

Es werden nur lineare Systeme 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten be-
trachtet.

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen ist die allgemeine Form:

y’1 =anyir+...+amnyn + (J1($)

y;L =an1Y1+ ...+ QuplYn + Qn(l‘)

In Vektorschreibweise hat das System die Gestalt
Y1 Yy ail ... Qin T

/
Yn Yn anl .. Qnn dn

a) Zun#chst werden homogene lineare Differentialgleichungssysteme
i = Ay betrachtet.

Die allgemeine Gestalt der Losung lautet

Un = a1t () + ... + cplin(),

wobei 1 (), ..., Yn(x) linear unabhingige Losungsvektoren bezeichnen.
Die Losungsvektoren werden wieder mit einem Ansatz gesucht:
Der Ansatz zur Bestimmung der ; lautet:

a

g=ae a=|: | #0, Ae R.
Qnp
Einsetzen des Ansatzes in das Differentialgleichungssystem ergibt

A@er — Ader = 0 und weiter \@ — Ad = (A — \E)d@ = 0.
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Damit ist die Aufgabe auf ein Eigenwertproblem zuriickgefithrt worden. Die
gesuchten Werte A sind gerade die Eigenwerte der Matrix A und die Koef-
fizientenvektoren @ die zugehorigen Eigenvektoren. Allerdings miissen jetzt
auch komplexwertige Eigenwerte und Eigenvektoren in die Betrachtungen
einbezogen werden. Sie kénnen analog zu dem in Teil I, 3.6.1., beschriebe-
nen Vorgehen ermittelt werden.

Die Eigenwerte \; werden aus der Gleichung det(A — AE) = 0 ermittelt.
Die zugehorigen Eigenvektoren @; erhélt man dann als Losung der linearen
Gleichungssysteme (A — \;E)d; = 0.

Beispiel: Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
y1 = —3y1 — 2y2
Yy = 2y1+ 2y
Mit g(x) = (yl (:c)) ergibt sich die Gestalt ¢ = (_3 _2> 7.

y2(x) 2 2
—_————

2
(A — AE)d = 0. Die Eigenwerte ergeben sich aus

A
Der Ansatz § = @e’ mit @ = (;“) fithrt zu dem Eigenwertproblem

—3-X =21 5 _
‘ 9 2)\‘—)\ +A—-2=0
zZu A1 = 1 und g = —2.

Nun werden fiir die beiden Eigenwerte die zugehorigen Eigenvektoren a; be-
stimmt:

Betrachtung von A\; = 1: Aus (A—\ E)a; = (_4 _2> <a1> = <O> folgt

2 1 as 0
as = —2aq. Eine Variable ist frei wahlbar. Mit der speziellen Wahl a1 = 1
ergibt sich d; = _; .

(Hier und im Folgenden wird auf eine zusitzliche Indizierung der Hilfsvaria-
blen aj, as mit der Nummer des Eigenwertes verzichtet.)

Betrachtung von Ay = —2 : Aus (A — \oE)ds = <_; _Z> <Zl) = <8>
2

folgt a1 = —2ao. Mit der speziellen Wahl as = 1 ergibt sich d@s = <_§>

Die beiden Vektorfunktionen y; = <_;) e’ und yo = <_?) e~2% sind linear

unabhéingige Losungen des Differentialgleichungssystems; sie bilden also ein
Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung des homogenen Systems lautet
somit

1 —2
Yh =1 (_2> e’ + ¢ ( 1> e 2,
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Allgemein konnen nach der Losung des Eigenwertproblems folgende Fille
auftreten:

Fall 1: Alle Eigenwerte A\;, ¢ = 1,...,n, sind reell und verschieden. Dann
wird mit den zu A;, i = 1,...,n, gehorigen Eigenvektoren d; die allgemeine
Losung in der Gestalt

yp = 181N + ..+ cpdne™®

aufgebaut.

Fall 2: Es treten Paare konjugiert komplexer Eigenwerte « &= i3 auf. Alle
Paare sind verschieden.

Dann wird zunéchst (fiir jedes konjugiert komplexe Paar) der (komplexe)
Eigenvektor @ zu a + i3 bestimmt.

(Das reicht aus, denn ist @ = b+ ic komplexer Eigenvektor zu a + i3, so ist
b—ic Eigenvektor zu o — i/3.)

Zu jedem Paar werden dann die beiden linear unabhéngigen Losungen

y1 := Re(d[e™* cos(fx) + 1e** sin(fz)]) und
y2 = Im(d[e*” cos(fz) + ie™* sin(fx)])

gebildet.

Fall 3: Es treten mehrfache Eigenwerte auf, d.h., die algebraische Vielfach-
heit (fiir mindestens einen Eigenvektor) ist grofier als 1. (Man beachte, dass
die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes, die der maximalen Anzahl
der zum betrachteten Eigenwert gehorigen linear unabhéngigen Eigenvekto-
ren entspricht, kleiner als die algebraische Vielfachheit sein kann.)

Existieren zu einem k-fachen Eigenwert A genau k linear unabhéngige Ei-
genvektoren dy, ..., ds, werden die k Losungen

171 = 61€Az, ceey gk = Eike)‘x

zum Aufbau des Fundamentalsystems verwendet.

Anderenfalls miissen fehlende Fundamentallssungen in der Gestalt p,(x)e?®
mit einem Vektorpolynom p,(z) = ¢, + 1z + ... + GtV gesucht werden.

In jedem Fall kénnen zu einem k-fachen Eigenwert A\ k linear unabhingige
Losungen po(z)e™, ..., pr_i(2)e* des Differentialgleichungssystems ge-

funden werden.

b) Nunmehr werden inhomogene lineare Differentialgleichungssyste-
me der Gestalt i = Ay + ¢ betrachtet.

Die allgemeine Losung hat die Form 4, = 4}, + 45, wobei ¥ eine spezielle
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Losung des inhomogenen Systems bezeichnet.

Zur Bestimmung von g sind die

e Variation der Konstanten oder

e spezielle Ansétze bei konstanten Koeffizienten und spezieller Gestalt von

¢ moglich.

Beispiel: Gegeben sei das Differentialgleichungssystem
L, (=3 =2 o 0
Y72 2)¥ )

«) Aus fritheren Berechnungen ist die allgemeine Losung des homogenen

1 -2
Systems yp = ¢1 (_2> e’ + co < 1) e~2% bekannt.

() Eine spezielle Losung des inhomogenen Systems wird mit dem Ansatz
. Ao+ Aw) (yl s(SU))
= = ’ esucht.
Ys (Bo + Bz y2,5(1') &
(Da 0 kein Eigenwert von A ist, sind keine weiteren Zusétze notig.)

Einsetzen in das Differentialgleichungssystem liefert die beiden Glei-
chungen

A + 3(Ao + Alw) + Q(BO -+ Blw) =0,

By — 2(140 + Al.’E) — 2(BO + Bl.’E) = 2x.

Durch Koeffizientenvergleich erhélt man dann folgende Bestimmungs-

gleichungen fiir die Konstanten:

1. Gleichung: z°: A; +3A4,+2B,=0
xb: 3A1 + 2B, =0

2. Gleichung: 2°: By —2A4,—2B,=0
X —2A1 — 231 = 2.

Das entstandene lineare Gleichunssystem besitzt die Losungen
A,=1, Ay =2, B,=-3, B =-3.

Daraus bildet man die speziellen Losungen des Differentialgleichungs-

systems y1, = 142z, Y2 = —%—3@'. In Vektorform lautet die allgemei-
ne Losung schliellich i = ¢; ( ;) e’ + co (_f) e 2 4 < 15+ 2§ >

Bemerkung: Ein lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung kann im
Allgemeinen auf eine lineare Differentialgleichung hoherer Ordnung zuriick-
gefithrt werden. (Gelegentlich entstehen mehrere lineare Differentialgleichun-
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gen hoherer Ordnung, die unabhéingig voneinander gelost werden konnen.)

Beispiel: Gegeben sei das bereits geloste Differentialgleichungssystem

y1 = —3y1 — 2y

yh = 2y1 + 2y + 2.

Durch Ableiten der ersten Gleichung und Ausnutzen der zweiten Gleichung
erhilt man y{ = =3y} —2y} = —3y] —2(2y1+2y2+2x) = —3y| —4y1 —4ys—4x.
yo wird mit Hilfe der ersten Gleichung ersetzt. Es ergibt sich die Differenti-
algleichung

yl = =3yy — 4y +2y; + 6y1 — 4z = —y; + 2y — 4a.

Diese Differentialgleichung hat die Losung

Yy = c1e’ + o2 41 4 22.

Aus der ersten Gleichung folgt nun

_ _3 _ 10 _ _3 T —2x 1 9 1 r_ 9 —2x 9
Y2 SY1 — V1 s(c1e” + cpe™* + 1 4+ 2z) —5(cie coe™* + 2)
= —2¢1e* — %026*29” — % — 3x.

Zusammengefasst lautet die Losung
_ 1\ ., 1\ o, 1+ 2x
v=a () e () (575

2.5 Differenzengleichungen
2.5.1 Lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung

Differenzengleichungen treten auf in Modellen, in denen Prozesse zu diskre-
ten, gleichabstdndigen Zeitpunkten, z. B. n =0,1,2..., betrachtet werden.

Beispiel: Wachstumsmodell fiir das Volkseinkommen nach Boulding

Im Folgenden bezeichnen

y(n) das Volkseinkommen in der Perode n,
¢(n) den Konsum in der Periode n,

i(n) die Investitionen in der Periode n.

Es wird angenommen, dass die betrachteten Groflen den folgenden Bezie-
hungen gentigen:

y(n) = ¢(n) +i(n),

c(n) = a+ py(n), a>0,0<p8<1,

y(n+1) —y(n) =~i(n), ~>0.

Aus diesen Modellannahmen ergibt sich

Ay(n) :=y(n +1) —y(n) = vi(n) = y(y(n) — c(n)) = y(y(n) - By(n) — a)
=71 =By(n) —ar.

Die y(n), n € N, kénnen rekursiv aus den vorhergehenden Werten berech-
net werden, wenn ein ” Anfangswert” y(0) bekannt ist.
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Im Folgenden wird die Schreibweise y,, anstelle von y(n) verwendet (n € N).

Definition: Es seien (ay,)nen, und (by,)nen, Folgen reeller Zahlen. Eine Vor-
schrift der Form

Yn+1l = ApYn + by, (1)

heifit lineare Differenzengleichung 1. Ordnung.

Satz: Die lineare Differenzengleichung (1) besitzt die allgemeine Losung

n—1 n—2 n—1

tn=cllax+ > bp [[ as+bp1 (n>2) (2),
k=0 k=0 l=k+1

Y1 = cao + b,

Yo = ¢, ¢ € R beliebig.

Beweis:

1.) Fiir n = 2 ist die Beziehung (2) richtig, denn es gilt
Y2 = a1y1 + b1 = ai(ca, + by) + by = capa1 + boar + by

1 0 1
ZCHak—i-Zbk H a; + by.
k=0 k=0 I=k+1

2.) Wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit von (2) fiir y,, auch die Giiltigkeit
fiir y,+1 folgt. Damit kann dann aus der Giiltigkeit von (2) fiir n = 2
auf die Giiltigkeit fiir n = 3 geschlossen werden, woraus wiederum die
Giiltigkeit fiir n = 4 folgt usw.

Nach Beziehung (1) gilt

n—1 n—2 n—1
ynJrl:anyn"'bn:an CHak+Zbk H al“‘bnfl +bn
k=0 k=0 I=k+1

n n—2 n
:CH a; + Ebk H a; + anbp—1 + by,

k=0 k=0 I=k+1

n n—1 n
:CHal"f'Zbk H a; + by,

k=0 k=0 Il=k+1

d.h., die gewiinschte Beziehung ist erfiillt.

Bemerkung: Im Fall a,, = a, b, = bVn € N, ergibt sich

n—2 n—l1 " oL
+b falls a # 1
— ™ b n—k—1 b=-ca®+b k= ca aml’ ’
Yn = ca®+ kgo ¢ e kgoa c+bn, fallsa=1.

2.5.2 Der Differenzenoperator

y(n) kann als Funktion y| N, — R aufgefasst werden. Fiir diese Funktion
wird dann durch A(y(n)) := y(n+1)—y(n) eine neue Funktion Ay| N, — R
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gebildet. Sie wird (erste) Differenz von y genannt.

Die k-te Differenz kann dann rekursiv definiert werden:

A (yn) = AAF Y (y(n))) mit Al(y(n)) = Aly(n)).
Speziell fiir k = 2 und k = 3 ergibt sich

A%(y(n)) = Aly(n+1) —y(n)] = y(n+2) —y(n+1) — y(n+1) + y(n)
=y(n+2) —2y(n+1) 4+ y(n), sowie

A3y(n) = Aly(n +2)—2y(n + 1) +y(n)] = y(n + 3)—2y(n +2)+y(n + 1) —
y(n+2)+2y(n+1) —y(n)
=y(n+3)—3y(n+2)+3y(n+1) —y(n).

Auch hier wird wieder die abkiirzende Schreibweise y,, = y(n) verwendet.

FEine Gleichung, in der neben n auch Differenzen bis zur Ordnung r vor-
kommen (Differenzengleichung r-ter Ordnung), lidsst sich folglich auch als
Gleichung darstellen, in der neben n die Grolen vy, ynt1, ..., Yntr auftre-
ten.

2.5.3 Lineare Differenzengleichungen héherer Ordnung

Im Folgenden werden nur lineare Differenzengleichungen mit konstanten Ko-
effizienten betrachtet.

Definition: Eine Vorschrift der Gestalt
Yntr + Cr—1Yntr—1 + ... + Q1Yn+1 + QoYn = Gn (3)

mit a, # 0 heifit lineare Differenzengleichung der Ordnung r mit
konstanten Koeffizienten. Im Fall ¢,, = 0 Vn € N, heif3t die Differenzen-
gleichung homogen, anderenfalls inhomogen.

Satz: Die Differenzengleichung (3) mit a, # 0 hat eine eindeutige Losung
Yn, N € No, wenn r aufeinander folgende (Anfangs-) Werte y vorgegeben
sind.

In diesem Fall ist eine rekursive Berechnung, ausgehend von den Anfangs-
werten, moglich. (Beispiel: ygio — yp = 0,9, = 2,y1 = 4)
(a)

Die allgemeine Losung yy ’ einer linearen Differenzengleichung r-ter Ord-
nung ldsst sich stets in der folgenden Form schreiben:

u =y oy,

(h)

wobei yy, ... die allgemeine Losung der homogenen Differenzengleichung und
yﬁls) ... eine spezielle Losung der inhomogenen Differenzengleichung
bezeichnen.

Weiter gilt

ygh) (1) (r)

=ciYn +...+CYn (1) (r)

, wobei yn’,...,yn  linear unabhéngige Losungen
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der Differenzengleichung darstellen (Fundamentalsystem).

Die Funktionen y,(ll),...,y,(f) heiflen linear unabhingig, wenn aus der

Giiltigkeit der Beziehung
clyg) + ...+ cry,(f) = 0Vn > 0 die Beziehung

c1 =...=¢ =0 folgt.

Zur Uberpriifung der linearen Unabhingigkeit kann die sogenannte Casorati-
Determinante

y{f; y?; . y%;
1 2 .
Wy, ey = yl y1 3/1

herangezogen werden. Es gelten die folgenden Aussagen:

1.) Sind die Funktionen y,gl), . ,yq(f) linear abhéngig, so ist
W(y,(}), e ,y,(f)) =0.

2.) Fir Losungen einer homogenen linearen Differenzengleichung gilt auch
(1) (r)

die Umkehrung, d.h., die Funktionen v ’,...,ys  sind genau dann
linear unabhéngig, wenn W(yg), e ,y,(f)) £ 0 gilt.

Beispiel: Betrachtet werden die Funktionen
yfml) =1, y,(?) =(=1)", y,(f) = 5". Es ergibt sich

111
Wt vy =1 -1 5|#0.
11 25

Die drei Funktionen sind also linear unabhéingig.

Bestimmung der allgemeinen Lésung einer homogenen linearen
Differenzengleichung r-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Die Funktionen fiir das Fundamentalsystem werden mit dem
Ansatz y, ;= \", A#0O0,

gesucht.

Einsetzen in den homogenen Teil der Differenzengleichung (3) liefert
AT e AT g AT 4 g A = 0.

Da A # 0 vorausgesetzt wurde, kann diese Gleichung durch A" dividiert
werden, und man erhélt die sogenannte charakteristische Gleichung
N+ a, AN+ a M +a, =0.

Die Losungen der charakteristischen Gleichung werden nun zur Zusammen-
stellung des Fundamentalsystems verwendet. Dabei geht man wie folgt vor:
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(a) Fiir jede reelle Losung \; der charakteristischen Gleichung mit Viel-
fachheit k; bildet man die k; Losungen

i1 2 ik _
g = P = g = ke,

(b) Fiir jedes Paar konjugiert komplexer Losungen )\(1]% = a+i0 der Viel-
fachheit k; bildet man die 2k; Losungen

(1) (5,2)

Y = cos(np), 4§ = 17 sinfng),
y,(f’?’) = nr" cos(ny), yr(L]A) = nr"sin(ny),
05 im0 o), 40 = iy,

wobei r = y/a? + (3% gilt und ¢ durch cosp = &, sinp = g (bzw.
tan = g bei vorheriger Bestimmung des Quadranten) definiert ist.

Die Gestalt der y, im Fall komplexer Losungen des charakteristischen Po-
lynoms resultiert aus der Umformung
(a+iB)" = (re®)" = r"e™ = r"[cos(nyp) + isin(nyp)]

und der Uberlegung, dass Realteil und Imaginérteil linear unabhiingige Losun-
gen der homogenen linearen Differenzengleichung ergeben.

Beispiel: Gegeben sei die Differenzengleichung

Yn+a T 4Yn+3 + TYnt2 + 6Ynt1 + 2yn = 0.

Der Ansatz y, = A™ liefert die charakteristische Gleichung
MEAN A2+ 6A+2=A+1)2(A+1)2+1) =0,

die die Losungen \; 2 = —1 sowie A\34 = —1=1 besitzt. Die komplexe Lésung
z = —1-+1i kann in die trigonometrische Form z = \@ei%” umgewandelt wer-
den. Die folgenden Funktionen bilden somit ein Fundamentalsystem:

yi) = (=1, ) =n(=1)", ) = 2% cos(ndn), yi) = 28 sin(ndn),

und die allgemeine Losung der Differenzengleichung ergibt sich als Linear-
kombination der Funktionen aus dem Fundamentalsystem.

Bestimmung einer speziellen Lésung der inhomogenen linearen
Differenzengleichung

Zur Bestimmung einer speziellen Losung gibt es (analog zu den Differen-
tialgleichungen) im Wesentlichen zwei Moglichkeiten: die im Allgemeinen
aufwindige Variation der Konstanten und - im Fall konstanter Koeffizien-
ten - die Suche nach geeigneten Losungen mit einem speziellen Ansatz, der
sich nach der Gestalt des 'Storgliedes’ g, richtet.

Im Folgenden sollen nur die speziellen Ansétze naher betrachtet werden. Sie
werden nach #dhnlichen Prinzipien wie im Fall von Differentialgleichungen
aufgestellt.

41



Wenn ¢, die Gestalt ¢, = r"(Qm(n) cos(ng) + Qm(n) sin(nyp))

(wobei Q,,(n) ein Polynom des Grades m und Q(n) ein Polynom des Gra-
des m bezeichnen) aufweist, wird der

Ansatz yff) = (R (n) cos(ng) + Ry(n)sin(ng))

mit v = max{m,m} und unbestimmten Koeffizienten der Polynome R, (n)
und Ru(n) verwendet. Ist re’? k-fache Nullstelle des charakteristischen Po-
lynoms der homogenen Differenzengleichung, muss dieser Ansatz noch mit
dem Faktor n* multipliziert werden.

Beispiel: Gegeben sei die Differenzengleichung 12 — 2yn+1 — 3y, = n3".

1.) Die charakteristische Gleichung der homogenen Differenzengleichung lau-
tet A2—2X\—3 = (A—3)(A+1) = 0. Daraus ergibt sich die allgemeine Losung
(h)

der homogenen Differenzengleichung v, ’ = c1(—1)" + c23"™.

2.) Zur Bestimmung einer speziellen Losung der inhomogenen Differenzen-
gleichung wird der Ansatz

yﬁf) =n3"(An + B) = 3"(An? 4 Bn)

gewihlt. Dabei wurde beriicksichtigt, dass 3 = 3¢” einfache Nullstelle des
charakteristischen Polynoms unter 1.) ist.

Einsetzen dieses Ansatzes in die Differenzengleichung liefert
3"2(A(n+2)2+B(n+2))—2-3"Y(A(n+1)2+ B(n+1))—3-3"(An? + Bn)
=n3",

woraus sich nach Division durch 3" und Koeffizientenvergleich bez. der Funk-
tionen n?, n und 1 die Losung y,(f) = 3"(in2 — 4%71) ergibt.

Die folgende Tabelle enthélt wichtige Spezialfille der allgemeinen Formel fiir

einen speziellen Ansatz:

dn ‘ A ‘ Ansatz
b0+b1n1+...—l—b8ns 1 Bo—{—Blnl—f—...—l—Bsns
a(bo + bin' + ...+ bsn®) a a"(Bo + Bin! + ...+ Bsn®)
S S
cos(yn)(bg + ...+ bsn®) cosy + isin (Ag + ...+ Agn®) cos(yn)

oder sin(yn)(bp + ... + bsn®) +(Bo + ...+ Bsn®)sin(yn)

a" cos(yn)(bo + ...+ bsn?®)
oder a”sin(yn)(bg + ...+ bsn®)

a"(Ag + ...+ Asn®) cos(yn)

@.CosTy + tasiny +a"(By + ...+ Bsn®)sin(yn)

Spalte 2 dieser Tabelle gibt an, fiir welchen Wert A nachgepriift werden muss,
ob er unter den Nullstellen der charakteristischen Gleichung der homogenen
Differenzengleichung vorkommt. Ist A k-fache Nullstelle, muss der Ansatz in
Spalte 3 mit dem Faktor n* multipliziert werden.

Bemerkung: Ist a negativ, kann ae? in der Form (—a)ei(“/‘”) geschrieben
werden und hat damit auch die Gestalt e’ mit » > 0. Weiterhin gilt dann

ys) = (—a)" cos(n(y + ) + (—a)"sin(n(y + 7)) = (~a)" cos(ny) cos(nm) +
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(—a)™sin(ny) cos(nm) = (—a)™(—1)" cos(ny) + (—a)™(—1)" sin(n-y)
= a" cos(nvy) + a" sin(n7).

Beispiel: Gegeben sei die Differenzengleichung

Ynt2 + 2Yns1 + 2yn = (—1)" COS(%WTL)'

1.) Fiir die homogene Differenzengleichung erhélt man mit dem Ansatz
yfmh) = \" die charakteristische Gleichung A%+ 2\ +2 = 0 mit den Nullstellen

A2 = —1 £ ¢. Umwandlung der Lésung Ay = —1 4 ¢ in die trigonometrische
Form \/ﬁei%“ fithrt schliellich zur allgemeinen Losung
yq(lh) =123 cos(3mn) + 2% sin(37n).

2.) gn lisst sich in der Gestalt a” cos(yn)(bo+...+bsn®) mita = —1, vy = 37
und s = 0 darstellen.

Da (—1) - cos(2m) +i(—1) - sin(37) = $v/2 — i3+/2 keine Nullstelle der cha-
rakteristischen Gleichung unter 1.) ist, wird der Ansatz

yif) = A(—1)" cos(2mn) + B(—1)"sin(37n) verwendet.

Einsetzen in die Differenzengleichung liefert

A(=1)""2 cos(37(n +2)) + B(—1)""?sin(37(n + 2))

+2A(-1)"H cos(iﬂ(n +1)) + 2B(—1)" L sin(3n(n + 1))
+24(—1)"cos(3wn) + 2B(—1)"sin(3mn) = (—=1)" cos(3mn).

Unter Beriicksichtigung der Beziehungen

COS(iﬂ'(TL +2)) = cos(2mn)cos(3f) — sin(3mn)sin(3F) = sin(3wn) sowie
cos(47r(n+ 1)) I\f(—cos(iwn—sm(iwn)

s1n(47r (n+2)) = —cos(2mn,

sin(37(n + 1)) = $v2(—sin(37n) + cos(3mn))

ergibt sich
A(=1)"sin(37n) + B(—1)"(— cos(iﬂn))

—2A(-1 )”1f( cos(3mn)—sin(37n))—2B(—1)"4v/2(—sin(37n)+cos(3mn))
+24(—1)"cos(3wn) + 2B(—1)"sin(3mn) = (—=1)" cos(3mn).

Division durch (—1)" und Koeffizientenvergleich bez. der linear unabhéngi-

gen Funktionen cos(%m) sowie sin(%ﬂn) liefert das lineare Gleichungssystem

2+V2)A+(-1-v2)B=1,
(1+V2)A+( 2+V2)B=

Dieses Gleichungssystem besitzt eine eindeutige Losung. Mit den ermittelten
Werten fiir A und B kann dann yﬁf) und schliefflich die allgemeine Losung

der Differenzengleichung angegeben werden.
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