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Einfiihrung

Die Stochastik umfasst die Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische
Statistik sowie die darauf aufbauenden Theorien. Sie beschéftigt sich mit der
Untersuchung zufilliger Erscheinungen.

Das Rechnen mit ,,Unsicherheiten” kann nicht umgangen werden, da es einer-
seits prinzipiell nicht moglich ist, alle Eingangsgrofien eines Modells ganz genau
zu erfassen (Heisenbergsche Unschirferelation, Beschranktheit der menschlichen
Mboglichkeiten) und andererseits die Gewinnung und Bearbeitung eines hinrei-
chend angepassten deterministischen Modells hiufig einen unvertretbar hohen
Aufwand erfordern wiirde.



Die Stochastik stellt eine Vielzahl von mathematischen Modellen fiir Aufgaben-
stellungen mit ,,Unsicherheiten” bereit. Eine Reihe von Anwendungen der Sto-
chastik hat bereits eigenstéindige Bedeutung erlangt, z.B. Warteschlangentheo-
rie, Zuverlédssigkeitstheorie, statistische Qualitatskontrolle, Informationstheorie,
Monte-Carlo-Methoden.

Beispiel: Warteschlangentheorie (Bedienungstheorie)

Gegeben ist Bedienungssystem (Rechnernetz), das in folgender Wei-
se charakterisiert werden kann:

e Es gibt eine oder mehrere Bedieneinheiten (Rechner).

e Die Kunden (Jobs) kommen zu vorher nicht bekannten Zeit-
punkten im Bedienungssystem an.

e Die Bedienungszeiten sind nicht deterministisch.

In der Regel soll das Bedienungssystem ,,optimal” gestaltet werden
(kostengiinstig, Einhaltung von Leistungsgarantien, geringe Durch-
laufzeit ...).

Dazu werden Aussagen iiber die Entwicklung der ,, Warteschlange”,
die mittlere Verweilzeit der Kunden im System, die mittlere Ausla-
stung der Bediengeréte usw. benétigt.

Die Warteschlangentheorie bietet wahrscheinlichkeitstheoretische Mo-
delle zur Behandlung dieser Fragestellungen an. Oft liefert folgendes
Modell eine gute Anndherung an die Wirklichkeit:

e Der Kundeneingangsstrom ist ein sogenannter Poisson-Prozess.

e Die Bedienungszeiten werden als unabhéngige, exponentialver-
teilte Zufallsgrofien aufgefasst.

Die Parameter der in den Modellen zugrunde gelegten Verteilungen miissen i.
Allg. geschitzt werden (— Statistik). Es ist moglich, gewisse Modellannahmen
mit Hilfe statistischer Test zu tiberpriifen (— Statistik).
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1 Zur historischen Entwicklung der Wahrscheinlich-
keitsrechnung

Die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie wurden im Zusammenhang mit
der Betrachtung von Gliicksspielen geschaffen.
Der Briefwechsel von B. Pascal, P. de Fermat (1654) iiber die 2. Aufgabe
des Chevaliers de Méré gilt als der Beginn der Entwicklung der Wahrscheinlich-
keitstheorie zur selbststdndigen Wissenschaft.

2. Aufgabe von de Méré: Zwei Spieler vereinbaren, eine Reihe von
Partien zu spielen. Gewinner soll derjenige sein, der als erster s
Partien gewonnen hat. Das Spiel wird vorzeitig beim Stand von a:b
abgebrochen. Wie ist der Gewinn aufzuteilen?

(z.B. s=3, a=2, b=1)

Weitere wichtige Beitrige zur Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie lei-
steten die Wissenschaftler

e Ch. Huygens 1657: Uber Berechnungen beim Wiirfelspiel,
e J. Bernoulli 1713: Ars conjectandi,

e P. S. Laplace 1812: Théorie analytique des probabilités (klassische De-
finition der Wahrscheinlichkeit),

e S. D. Poisson (1781 - 1840).

In der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts kam es zur Stagnation der Entwick-
lung der Wahrscheinlichkeitstheorie in Westeuropa.

In Russland wurde die Wahrscheinlichkeitstheorie vor allem durch P.L. Tsche-
byschev (1821 - 1894) und seine Schiiler (unter ihnen A. A. Markov (1856 -
1922)) weiterentwickelt.

Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie im 19. Jahrhundert gab es in der
Bevolkerungsstatistik, der Fehlerrechnung, im Messwesen, im Versicherungswe-
sen, in der Ballistik und der kinetischen Gastheorie.

Auf dem Mathematikerkongress in Paris im Jahre 1900 sagte D. Hilbert in
seiner beriihmten Rede:

,2Durch die Untersuchungen iiber die Grundlagen der Geometrie
wird uns die Aufgabe nahegelegt, nach diesem Vorbilde diejenigen
physikalischen Disziplinen axiomatisch zu behandeln, in denen schon
heute die Mathematik eine hervorragende Rolle spielt, dies sind in
erster Linie die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die Mechanik.” (6.
Hilbertsches Problem)



Die axiomatische Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung wurde 1933 von
A. N. Kolmogorov (1903 - 1987) in der Arbeit ,, Grundbegriffe der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung” geschaffen. Seither hat sich die Wahrscheinlichkeits-
rechnung stiirmisch entwickelt.

2  Grundbegriffe

2.1 Zufallsexperiment (zufilliger Versuch)

Definition:

Ein Zufallsexperiment (zufilliger Versuch) ist ein Experiment,
das unter gleichen duferen Bedingungen (zumindest gedanklich) be-
liebig oft wiederholbar ist, und dessen Ergebnis im Rahmen verschie-
dener Moglichkeiten ungewiss ist.

Beispiele:

B1: Werfen eines Wiirfels,

B2: Messen der Zeit fiir die Abarbeitung eines Jobs,

B3: Feststellen der Anzahl der Kunden in einem Bedienungssystem zu einem
festen Zeitpunkt.

Die Menge aller moglichen, sich gegenseitig ausschlieBenden Ergebnisse eines
Zufallsexperimentes wird mit €2 bezeichnet.

Beispiele:

Bl: Q = {1,2,3,4,5,6),

B2: Q = (0;00) (Mafleinheit angeben),

B3: Q = {0,1,2,...}.
Teilmengen von 2 heiflen (zuféllige) Ereignisse (i. Allg. nicht alle).
Ereignisse werden in der Regel mit den Buchstaben A, B, C... bezeichnet.

Die einelementigen Teilmengen {w} heifilen auch Elementarereignisse.
Man sagt ,,Das Ereignis A tritt ein“, wenn ein w € A beobachtet wird.

Beispiele:
B1: A... Es wird eine gerade Zahl gewiirfelt.
A =1{24,6}.
B2: B... Die Bearbeitung eines Jobs dauert mindestens 1 Minute.
B = [60; 00) (in Sekunden).
B3: C... Es befinden sich hochstens 3 Kunden im Bedienungssystem.
C =1{0,1,2,3}.

Beziehungen und Operationen zwischen Ereignissen

Es seien A, B, A; C Qi = 1,2... Die folgenden Verkniipfungen von Ereignissen
werden haufig betrachtet:



Schreibweise Sprechweise

AUB A oder B

fj A mindestens ein A;

Zzlﬁ B A und B

ﬁ A; alle A;

ﬁl(auchAc) das zu A komplementéire Ereignis

() wird unmégliches Ereignis und () sicheres Ereignis genannt. A und B
heiflen ,,unvereinbar®“, wenn AN B = () gilt.

Falls ) abzéhlbar ist, kann man alle Teilmengen als Ereignisse zulassen, d.h.,
Ereignisse sind i. Allg. die Elemente der Potenzmenge P(£2).

Falls 2 iiberabzéhlbar ist, fithrt die Verwendung der Potenzmenge zu Schwie-
rigkeiten schon bei der Definition einfacher Verteilungen. Man beschriankt sich
daher auf ein ,kleineres* Mengensystem, das eine o-Algebra bildet.

Definition:

Es sei © eine nichtleere Menge. Ein System A von Teilmengen von
Q heiit o-Algebra iiber (), wenn

(1) Qed
(2)Ac A= Ac A,

(3) A,e A i=12... = U A; e A.
=1

Ist neben der Menge der Ergebnisse € eine o-Algebra iiber €2 gegeben, so heifien
alle A € A Ereignisse. A wird auch Ereignisfeld genannt.

2.2 Die relative Haufigkeit

Die Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmafles werden den Eigenschaften
der relativen Haufigkeit nachgebildet. Aus diesem Grund wird an dieser Stelle
kurz auf die relative Haufigkeit eingegangen.

Ein Zufallsexperiment werde n-mal unabhéngig voneinander wiederholt. Wird
dabei m-mal das Ereignis A beobachtet, so heifit

m
relative Hiufigkeit von A in n Versuchen.

Die relative Haufigkeit hat die folgenden Eigenschaften:
(1) 0<ha(4) <1,



(2) hn(Q) =1,
(3) ANB =0 = hy(AUB) = hn(A) + hn(B).

Konkrete Beispiele zeigen, dass die relative Héufigkeit eine gewisse Stabilitét
zeigt, wenn n geniigend grof ist. Es sei hierbei auf die Miinzwiirfe verwiesen, die
G.L.L. Buffon und K. Pearson durchfiihrten. Sie ermittelten folgende relative
Héufigkeiten fiir das Ereignis

A...Wappen liegt oben:

Anzahl der Wiirfe relative Haufigkeit

Buffon 4040 0,5069
Pearson 12000 0,5016
Pearson 24000 0,5005

2.3 Die Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie

Nur den Elementen der o-Algebra A werden Wahrscheinlichkeiten zugeordnet.

Definition:

Eine auf A definierte reellwertige Funktion P heif3t Wahrschein-
lichkeitsmaf}, wenn

(A1) P(A)>0 VA € A,
(42) P(Q)=1,

(43) P(U A) = 5. P(Ay), falls A; N A; = 0 fiir i # j
=1 =1

gilt.
Das Tripel [€2, A ,P] heift Wahrscheinlichkeitsraum.

P(A) heifit Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A.

Gilt P(A) = 1, wird A fast sicheres Ereignis genannt. Falls P(A) = 0 erfiillt
ist, nennt man A fast unmoégliches Ereignis.

Fiir Wahrscheinlichkeiten gelten die folgenden Rechenregeln:



(7) P(AUB) < P(A) + P(B),

(8) P(U 4) = S P(A) — Y P(ANA)+—...+(~1)"P((] A)

i=1 i=1 1<i<I<n i=1
n k
=Y (-DF Y PN Ay,
k=1 (i1,...,0)ECK =1

C* bezeichnet dabei die Menge der Kombinationen ohne Wiederholung
von n Elementen zur k-ten Klasse.
Die Rechenregel (8) wird auch Siebformel von Poincaré-Sylvester genannt.

Beweis der Rechenregel (1)

In (A3) werden A1 = Q und A; = 0 fiir i = 2,3, ... gesetzt. Dann folgt

P(UA) = P@ 21 = S PA) = 145 PW0). Aus der Beziehung
1=1 =1 =2

[e.e]

>~ P(0) = 0 ergibt sich P() = 0. O

=2

2.4 Spezialfille der allgemeinen Wahrscheinlichkeitsdefinition

a) Klassische Wahrscheinlichkeitsdefinition
Der Wahrscheinlichkeitsraum wird in der folgenden Weise spezifiziert:

e () bestehe aus n Elementen: Q = {w; ... wy},
o« A="7P (),

e Alle Elementarereignisse sind gleichwahrscheinlich, d.h., P({w;}) =
1 .
=, t=1,..,n.
n? ) )

Ein beliebiges Ereignis lidsst sich nun in der Form A = |J{w;} mit einer
i€l
geeigneten Indexmenge I darstellen. Daraus folgt

_ ) — ) — 1 _ Anzahl der Elemente von A
P(4) = P(ZLEJI{WZ}) o %P({wl}) - zeZI n — Anzahl der Elemente von ()

_ Anzahl der ,giinstigen Fille“

~ Anzahl der , moglichen Fille® -

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Berechnung , klassischer Wahrscheinlich-
keiten“ ist die Kombinatorik.

Beispiele:

1. Urnenmodell mit Zuriicklegen
In einer Urne befinden sich N Kugeln, M weifle und N — M schwar-
ze. Aus der Urne wird zufillig eine Kugel entnommen und ihre Far-
be notiert. Anschlieend wird die Kugel wieder zuriickgelegt. Dieser
Vorgang wird n-mal unabhéngig voneinander wiederholt.
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Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
Apk ... Unter den n gezogenen Kugeln befinden sich genau k weifle.

Losung: Die N Kugeln seien von 1 bis N durchnummeriert. Die Men-
ge der moglichen, gleichwahrscheinlichen Ziehungsergebnisse (Ele-
mentarereignisse) kann dann folgendermaflen beschrieben werden:
Q={(1,...,1,1),(1,...,1,2),.... (N, ..., N) }.

Q besitzt N™ Elemente (= Anzahl der ,moglichen Falle®).

Die Anzahl der ,giinstigen Fille“ ldsst sich auf folgende Weise er-
mitteln:

Es gibt (2) verschiedene Moglichkeiten, k weifle Kugeln in einer Se-
rie von n Kugeln einzuordnen. Weiterhin gibt es M* Moglichkeiten,
weifle Kugeln auf die k gewéhlten Pléitze fiir weifle Kugeln zu vertei-
len und entsprechend

(N — M)"~* Moglichkeiten fiir die schwarzen Kugeln. Insgesamt er-
geben sich damit (Z) MF(N — M)"* giinstige Fille“. Somit folgt:

P(Agy) = WM™y (A (g _ Aok

2. Urnenmodell ohne Zuriicklegen
In einer Urne befinden sich N Kugeln, M weifle, und N — M schwar-
ze. Aus der Urne werden n Kugeln zufillig entnommen und nicht
zuriickgelegt.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
B,... Unter den n gezogenen Kugeln befinden sich genau k weifle.

Losung: € bestehe aus allen n-elementigen Teilmengen von {1, 2, ..., N };

Q) besitzt somit (Jr\[ ) Elemente (= Anzahl der ,moglichen Félle®).
Weiterhin gibt es (A,f) verschiedene Moglichkeiten, k£ Kugeln aus
M weiflen Kugeln herauszugreifen, und es gibt (A; :],y ) verschiede-
ne Moglichkeiten, aus N — M schwarzen Kugeln n — k Kugeln aus-

zuwéhlen. Die Anzahl der ,giinstigen Fille“ ist daher (]\];[ ) (]\ZL :]]:[ ),

. (G
und es gilt P(B;) = %
Man beachte, dass eine Aufgabenstellung nicht immer eindeutig festlegt,
was unter zufélliger Auswahl zu verstehen ist. Das folgende Beispiel soll
das verdeutlichen. Entsprechende Beispiele findet man auch bei anderen
Spezifikationen des Wahrscheinlichkeitsraumes.

Beispiel (aus: J. Lehn, H. Wegmann: Einfiihrung in die Statistik)

In einem Speisewagen gibt es 5 Tische mit je 4 Pldtzen. Bevor
der Speisewagen geoffnet wird, geht der Kellner durch den Zug
und nimmt die Platzreservierungswiinsche der Fahrgiste entge-
gen. Gleich die ersten beiden Fahrgéste, die er unabhéngig von-
einander anspricht, lassen sich einen Platz reservieren. Wie grof3
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ist (unter geeigneter Annahme bez. der Gleichberechtigung der
Auswahlmoglichkeiten) die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden
am gleichen Tisch sitzen werden, wenn der Kellner die Reser-
vierung zuféllig vornimmt?

1. Losung: Es wird die Situation nach der ersten Reservierung
betrachtet. Der Kellner wahlt fiir den zweiten Fahrgast mit glei-
cher Wahrscheinlichkeit einen der fiinf Tische aus. Mit Wahr-
scheinlichkeit % wird dies der Tisch sein, an dem auch der erste
Fahrgast sitzen wird.

2. Losung: Auch hier wird die Situation nach der ersten Reser-
vierung betrachtet. Der Kellner wihlt fiir den zweiten Fahrgast
mit gleicher Wahrscheinlichkeit einen der noch freien 19 Pléitze
aus. Mit Wahrscheinlichkeit 1% wird dies einer der drei noch
freien Pldatze am Tisch des ersten Fahrgastes sein.

b) Geometrische Wahrscheinlichkeit

() sei ein ebenes Flichenstiick (Teilmenge des R?) mit endlichem Fliicheninhalt.
Fiir jedes Ereignis A C 2 wird

._ Flacheninhalt von A
P(A) = Flacheninhalt von 2

gesetzt. Damit ist P ein Wahrscheinlichkeitsma$.
Analog kann man im R! und allgemein im R™ vorgehen.

Anwendung der geometrischen Wahrscheinlichkeit

Das Modell der geometrischen Wahrscheinlichkeit kann angewendet werden,
wenn ein Punkt Q) wird aus € ,,zufillig” ausgewéhlt werden soll und die folgen-
den Annahmen gelten:

e Genau die Punkte von 2 kénnen ausgewéahlt werden.

e Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass @) zu einer vorgegebenen Teilmenge
A C Q gehort, hiangt lediglich vom Flécheninhalt von A und nicht von
der Lage oder Gestalt von A ab.

2.5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhingigkeit
Beispiel:

Anna mochte ihren Freund Bert besuchen, hat aber vergessen, in
welchem der sechs Eingénge 1,2, ... ,6 eines Wohnblocks Bert wohnt.
Fiir Anna sind alle Eingénge gleichwahrscheinlich.

Betrachtet wird das Ereignis
FE ... Bert wohnt im Eingang 1.

a) Man berechne die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E.
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b) Man berechne die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses F, wenn
Anna von einem Passanten erfahren hat, dass Bert nicht im
Eingang 6 wohnt.

Losung:

a) Die Menge der moglichen, gleichberechtigten Ergebnisse des
Zufallsexperiments ,, Auswahl eines Einganges” ist 2 := {1,2,...,6}.
Damit erh&lt man
E={1}, P(E)=4%.

b) Da der Eingang 6 ausgeschlossen wurde, ist die Menge der
moglichen, gleichberechtigten Ergebnisse des Zufallsexperimen-
tes ,,Auswahl eines Einganges” nun nur noch Q := {1,2, ..., 5},
also ergibt sich P(E) = 1.

Man kann bei b) auch von Q = {1,2,...,6} ausgehen, muss dann

aber beachten, dass den Elementarereignissen {i},7 = 1,...,6, jetzt

andere Wahrscheinlichkeiten, ndmlich

. L firi=1,..,5,
Pe({i}) :{ 0 fiiri—6

zugeordnet sind. Diese Wahrscheinlichkeiten nennt man bedingte
Wabhrscheinlichkeiten unter der Bedingung, dass das Ereignis

F' ... Bert wohnt nicht im Eingang 6

eingetreten ist (d.h., nur noch die Ergebnisse i € F' zugelassen sind).

Um die zugrunde liegende Bedingung deutlich zu machen, verwendet man die
Schreibweise P(E|F') anstelle von Ps(E).

Offenbar kann man P(E|F') im Beispiel wie folgt berechnen:

P(ENF P({1
P(EIF) = S = wigt iy = &

Definition:
Es seien [, A,P] ein Wahrscheinlichkeitsraum, A € A, B € A mit
P(B) > 0. Dann heifit
. P(AnB)
P(A|B)) := LA
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit hat die folgenden Eigenschaften:

(1) P(:|B) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf A (d.h., die Axiome (A1)—(A3)
und damit die aus den Axiomen abgeleiteten Rechenregeln gelten auch fiir
bedingte Wahrscheinlichkeiten).

(2) AnB=0 = P(A|B)=0.
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(3) BC A= P(A|B) =1.

Das folgende Beispiel zeigt noch einmal die beiden Moglichkeiten beim Rech-
nen mit bedingten Wahrscheinlichkeiten auf. Beim Losungsvorschlag 1 wird
der Wahrscheinlichkeitsraum der Bedingung angepasst. Beim Losungsvorschlag
2 wird mit einem Wahrscheinlichkeitsraum gearbeitet, in dem alle vorkommen-
den Ereignisse beschrieben werden kénnen. Dieser Weg ist vor allem dann vor-
teilhaft, wenn komplexere Aufgaben zu bearbeiten sind.

Beispiel:

Aus einem Skatspiel werden 2 Karten gezogen. Wie grof} ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die zweite Karte ein Ass ist, wenn
zuvor ein Ass gezogen wurde?

Die folgenden Ereignisse spielen in der Aufgabenstellung eine Rolle:
B ... Die erste Karte ist ein Ass.
A ... Die zweite Karte ist ein Ass.

1. Losung: Die nach dem Ziehen der ersten Karte verbliebenen Kar-
ten werden durchnummeriert, wobei die Asse die Nummern 1,2,3
erhalten. Man verwendet die klassische Wahrscheinlichkeitsdefiniti-
on mit @ = {1,...,31}.

Fiir das Ereignis A gibt es dann 31 mogliche und 3 giinstige Fille,
somit P(A|B)) = 2.

2. Losung: Die Karten seien durchnummeriert, wobei die Asse die
Zahlen 1,2,3,4 erhalten. Die folgenden gleichwahrscheinlichen Ver-
suchsausginge bei 2 Ziehungen unter Beachtung der Reihenfolge
sind moglich:

Q={(1,2),...,(1,32),(2,1),...(32,31)},

d.h., es gibt 32 - 31 mogliche Fille. In diesem Wahrscheinlichkeits-
raum lassen sich nun die Ereignisse A N B sowie B und ihre Wahr-
scheinlichkeiten wie folgt beschreiben:

ANB={(1,2)...(4,3)} = card (ANB) =4-3
B={(1,2)...(1,32),(2,1)...(4,32)} = card (B) =4-31

S pm) =
Daraus ergibt sich nach P(A[B) = P}‘}‘g’f) die Wahrscheinlichkeit P(A4|B) = .

Es gibt Aufgabenstellungen, in denen die Information, dass ein Ereignis B ein-
getreten ist, nichts an der Wahrscheinlichkeit, mit der ein anderes Ereignis A
eintritt, &ndert. Zum Beispiel hat beim zweimaligen Wiirfeln mit einem Wiirfel
das Ergebnis des ersten Wurfs keinen Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit, beim
2. Wurf eine ,,6“ zu wiirfeln.

Das gibt Anlass zu der folgenden Definition:
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Definition:

Es seien [Q,A4, P] ein Wahrscheinlichkeitsraum und A € A, B € A.
Die Ereignisse A und B heiflen (voneinander) unabhingig, wenn
P(AN B) = P(A) - P(B)

gilt.

Man kann zeigen, dass die folgenden Aussagen richtig sind:

(1) Essei P(B) > 0. Dann sind A, B genau dann unabhéngig, wenn P(A|B) =
P(A) gilt.

(2) A, B unabhingig < A und B unabhingig.

Bei mehr als zwei Ereignissen muss man zwei Unabhéngigkeitsbegriffe unter-
scheiden:

Definition:

a) Die Ereignisse Ay, ..., A, heilen paarweise unabhéngig, wenn

b) Die Ereignisse Ay, ..., A, heiBen (in ihrer Gesamtheit oder sto-
chastisch) unabhingig, wenn
P(Aj 0N Aj) = P(Ajy) - P(Aj)
fiir jedes k-Tupel (j1,...,Jk) mit 1 < j3 < --- < jpr < n; k=
2,3,...,n, gilt.

Bemerkung;:

Aus der paarweisen Unabhéngigkeit folgt i. Allg. nicht die Unabhéngigkeit.
Dariiber hinaus kann man aus P(ANBNC) = P(A)- P(B) - P(C)

nicht auf P(AN B) = P(A) - P(B) schlieflen, auch nicht im Fall
P(C) > 0.

2.6 Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit und die Bayes-
sche Formel

Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum [(2,.A, P] sowie Ereignisse A € A,

Bi,....,Bn,...€ Amit Q= |J B; und P(B;) > 0 Vi, B; N B; = 0 fiir i # ;.

1=1
Bekannt sind die Wahrscheinlichkeiten P(A|B;), P(B;) Vi.
Gesucht werden die Wahrscheinlichkeiten P(A) und/oder P(B;|A), i € {0,1,2...}.
Es gilt:

Formel der totalen Wahrscheinlichkeit: P(A) = > P(A|B;)- P(B;),

1

Bayessche Formel: P(B;|A) = M‘
> P(AIB;)P(B))
=

15



Beweis der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(A) = P(ANQ) = P(AN (['lei)) - P(fjl(A N By) = flp(A N B =

S P(A|B)P(B;) .

=1

Beweis der Bayesschen Formel:

P(B;|A) = P(Pz‘l&?i) — OOP(A\Bi)'P(Bi) ) 0
> P(AIB,)-P(B))
=

Beispiel:

3 Maschinen stellen gleiche Teile her. Ihre Anteile an der Gesamt-
produktion und die Ausschussquoten sind in der folgenden Tabelle

zusammengestellt:
Maschine 1 Maschine 2 Maschine 3
Anteil an der Gesamtproduktion 20 % 50 % 30 %
Ausschussquote 1% 4% 5%

a) Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein im Lager
zufillig ausgewéhltes Teil Ausschuss ist.

Zur mathematischen Beschreibung der Aufgabenstellung wer-
den die Ereignisse

A ... Ein zufillig ausgewahltes Teil ist Ausschuss

B; ... Ein zufillig ausgewahltes Teil stammt von Maschine 4
eingefiihrt. Die gegebenen Anteilswerte und Ausschussquoten
liefern dann die Wahrscheinlichkeiten

P(Bl) = 0, 2; P(BQ) = 0, 5; P(Bg) = 0,3;

P(A|By) =0,01; P(A|B2) =0,04; P(A|Bs) =0,05.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(A). Sie ergibt sich zu

3
P(A)= > P(A|B;)-P(B;) =0,2-0,0140,5-0,04+40,3-0,05 =
i=1
0,037.
b) Ein im Lager zufillig ausgewihltes Teil ist Ausschuss. Wie
grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es von Maschine
2 stammt?

Gesucht ist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B3z|A). Nach der
Bay:sschen Formel gilt P(By|4) = £ M'f;z();; (Ba) — 065,60?;34 =
0,54.
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3 Zufallsvariablen und Verteilungen

3.1 Zufallsgroflien
Beispiel 3.1:

Es seien 3 gleichartige Bauelemente BTy, B15, BT5 gegeben, die un-
abhéngig voneinander ausfallen kénnen. Die Wahrscheinlichkeit, mit
der ein Bauteil im Zeitintervall [0, 7] ausfillt, betrage 0,1. Gesucht
ist die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse

Apg...Im Zeitraum [0, T] fallen genau k Bauteile aus (k = 0,1, 2, 3).

Als Zufallsexperiment kann man die Betrachtung des Ausfallver-
haltens der 3 Bauteile auffassen. Dieses Zufallsexperiment hat die

moglichen Ergebnisse w; = (b1, be,b3) ,
wy = (b1, b2, b3)
w3 = (b1,b2,b3)
Wy = (bl,bg,b3) y

[y
=
[\

N N N N
(el eyl el el
[y
[\V}

[l
(=pl =l
NN

0‘\0?“ S o
— — — —

€ & £ &
o = o O
I

=

wobei z.B. die Abkiirzung (b1, bo, b3) das Ergebnis

,Die Bauteile BT} und BT5 fallen nicht aus; Bauteil BT3
fallt aus.“

beschreibt.

Ein geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum kann wie folgt eingefiihrt
werden:

Q={w,wa - ,wg}, A=P(Q).

Zur Bestimmung des Wahrscheinlichkeitsmafles werden die Ereig-
nisse

B; ... Das Bauteil BT; fallt nicht aus

definiert. Da die Bauteile unabhéingig voneinander ausfallen, muss
dann zum Beispiel

P({wg}) = P(BlﬂBgmB;g) = P(Bl)P(BQ)P(Bg) =0,9-0,9-0,1 =
0,081

gelten. Auf diese Weise ergibt sich die folgende Tabelle:

Ergebnis ‘ w1 wo w3 wyq ws weg wr wg

P({w;}) [ 0,720 0,081 0,081 0,009 0,081 0,009 0,009 0,001

Die Wahrscheinlichkeiten P(Ag), k& = 0,1,2,3, koénnen mit Hilfe
dieser Tabelle berechnet werden, indem die Ereignisse Ay als Verei-
nigungen geeigneter {w;} dargestellt werden, z.B.

P(Ag) = P({ws,we, wr}) = P({wa}) + P({we}) + P({wr})
=3-0,009 = 0,0027.
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Im Folgenden soll noch ein weiterer Weg zur Bestimmung der P(Ayg)
aufgezeigt werden. Dazu wird eine Funktion X |Q — {0,1,2,3} c R!
eingefiihrt, die jedem Element aus {2 die Anzahl der ausfallenden
Bauteile zuordnet.

Mit Hilfe dieser Funktion konnen die betrachteten Ereignisse und
ihre Wahrscheinlichkeiten folgendermaflen beschrieben werden:

Ap ={w: X(w) =k} = (X = k) und P(A;) = P{w : X(w) =
k}) =: P(X = k).

Da die Wahrscheinlichkeiten P({w;}) bekannt sind, ergibt sich

P(X =0) = P({wi}) = 0,729,

P(X =1) = P({wz} U {ws} U{ws}) = P({w2}) + P({ws}) + P({ws})
= 3.0,081 = 0,243,

P(X =2) = P({ws} U{ws} U {wr}) = P({ws}) + P({ws}) + P({wr})
= 3-0,009 = 0,027,

P(X =3) = P({ws}) = 0,001.

Ausgehend von diesen Wahrscheinlichkeiten kann ein Wahrschein-
lichkeitsmafl Py auf der Menge Qx := {0, 1,2, 3} der fiir X moglichen
Werte, versehen mit der Potenzmenge als o-Algebra, definiert wer-
den:

Px({k}) = P(X = k) = P({w: X(w) = k}).

Die betrachtete Funktion X ist eine sogenannte Zufallsgréfie, und
die Werte

Px({k}),k = 0,1,2,3, beschreiben ihre ,, Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung*.

Fiir die Berechnung von P(Aj) und der Wahrscheinlichkeiten von
Verkniipfungen der Ereignisse Ay (z.B. ,Mindestens 2 Bauteile fal-
len aus®) ist die Kenntnis der Wahrscheinlichkeiten P(X = k) =
Px({k}),k =0,1,2,3, ausreichend.

Bemerkungen:

1.) Man kann X auch als Abbildung in die Menge R!, versehen
mit der o-Algebra B!, die von allen Intervallen und Halbach-
sen erzeugt wird, auffassen. Die betrachtete o-Algebra B! heifit
o-Algebra der Borel-Mengen. Ausgehend von Px kann dann
ein Wahrscheinlichkeitsmaf ]5X auf B! durch
Px(A) = Px(An{0,1,2,3}), Ae B,
definiert werden.

In analoger Weise kann man vorgehen, wenn Abbildungen in ei-
ne andere Teilmenge der reellen Zahlen betrachtet werden. Im
Interesse einer einheitlichen Beschreibungsweise erklédrt man
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ZufallsgroBen daher in der Regel als Abbildungen in R!. Um
ausgehend von P eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Py defi-
nieren zu kénnen, miissen die Urbilder der Elemente von B! zu
A gehoren. Diese Eigenschaft nennt man (A, B!)-Messbarkeit.

2.) Manchmal ist es notig, Abbildungen X in allgemeinere Ridume
als [RY, B!] zu betrachten. Man spricht dann allgemein von
Zufallsvariablen.

3.) Es wire moglich, im betrachteten Beispiel gleich mit dem Wahr-
scheinlichkeitsraum [Qx, P(x ), Px] zu arbeiten. Miissen aber
weitere Ereignisse (die sich z.B. auf die Nummer des ausgefalle-
nen Bauteils beziehen kénnen) in die Berechnungen einbezogen
werden, wire es erforderlich, einen neuen Wahrscheinlichkeits-
raum einzufithren. Deshalb ist es giinstig, einen hinreichend
allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraum ,,im Hintergrund“ zu ha-
ben und darauf aufbauend, Abbildungen in geeignete Rdume
(z.B. RL,R™...) zu betrachten.

Definition:

Eine Funktion X |2 — R!, die die Eigenschaft besitzt, dass die Ur-
bilder von Borel-Mengen zu A gehoren, heifit Zufallsgrofe.

Definition:

Durch die Vorschrift Px(B) := P(X }B)) = P({w : X(w) €
B}), B € B!, wird auf B! ein Wahrscheinlichkeitsmafl Py erzeugt
(induziert).

Px heifit die Wahrscheinlichkeitsverteilung (oder kurz Vertei-
lung) der Zufallsgrofie X.

3.2 Die Verteilungsfunktion

Definition:

Die Funktion Fx|R! — [0, 1], die durch Fx (z) := P(X < x) erkliirt
ist, heifit Verteilungsfunktion der Zufallsgrifie X.

Satz: Die Verteilung Py ist durch Fx eindeutig bestimmt.

Fortsetzung des Beispiels 3.1:

Die Zufallsgrofle X bezeichne wieder die Anzahl der ausfallenden
Bauteile. Die Wahrscheinlichkeiten

P(X =3)=0,001, P(X =2)=0,027, P(X =1) =0,243, P(X =
0) =0,729

sind gegeben. Es soll die Verteilungsfunktion von X bestimmt wer-
den. Man erhilt
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x<0:Fx(x)=P(X <z)=P{w: X(w) <z} =P =0,
0<z<1l:Fx(z)=PX <z)=P(X=0)=0,729,
1<z<2:Fy(z)=P(X =0)+P(X =1)=0,729 + 0,243 = 0,972,
9 <x<3: Fy(z) = 0,729 + 0,243 + 0,27 = 0,999,
x>3:Fx(z)=1

Eine Verteilungsfunktion hat folgende Eigenschaften:

1) lim Fx(z)=0, 1ir+1_1 Fx(z)=1.

2.) Fx(z) ist monoton wachsend, d.h. Fx(z1) < Fx(x2) fiir 1 < x2.

3.) Fx(z) ist an jeder Stelle xg (mindestens) rechtsseitig stetig,
d.h. lim Fx(z) = Fx(zo).

z—x0+0
Die folgenden Rechenregeln erweisen sich hiufig als niitzlich:
(1) Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a),
denn Fx(b) = P((X <a)U(a< X <b))=P(X <a)+ Pla< X <bh),

(2) P(X =a) :hEg}FOP(a—h<X <a) :FX(G)_th}rOFX(a_h)’
(3) P(X >a)=1—-P(X <a)=1-Fx(a),

(4) Pla< X <b)=Pla< X <b)+P(X =a),

(5) P@a< X <b)=Pla< X <b)—P(X =0D).

3.3 Diskrete und stetige Zufallsgrofien
Definition:

Eine ZufallsgroBle X heifit diskret (verteilt), wenn sie hochstens
abzahlbar viele Werte z; annehmen kann.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer diskreten Zufallsgrofle X ist durch die
Angabe der moglichen Werte x; und ihrer Wahrscheinlichkeiten P(X = ;) =:
p; eindeutig bestimmt. Dabei muss > p; = 1 erfiillt sein.

Es gilt
P(XGA): z P(X:xi): Di,
{i:x, €A ;€A
Fx(z)=P(X<z)= >, PX=uxz)= > pi (Treppenfunktion).
{i:x; <z} {i:x; <z}
Definition:

Eine Zufallsgrofie X heifit stetig (verteilt), wenn es eine nichtne-
gative Funktion fx derart gibt, dass

Fy(z) = / fx(t)dt

gilt. Die Funktion fx|R! — RT heiBt Dichte der ZufallsgroBe X.
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Beispiel fiir eine Dichte und die dazugehorige Verteilungsfunktion:

0, fallsx <0
1, falls0o<t<1, H ’ -

fx(t) = { 0 somst. Fx(z)= [ fx(t)dt = ¢ z, falls0<z <1,
’ 0 1, fallsz > 1.

Fiir stetige Zufallsgréflen gelten die folgenden Beziehungen:
oo
(1) [ fx(t)dt=1.
—00

(2) Fy ist stetig.

(3) fx(z) = %Fx(x) in allen Stetigkeitspunkten x von fx.
(4) Pla< X <b)=F(b)— F(a) = [ fx(t)dt

(5) P(X =x9) =0, denn P(X =) = hhg}roFX(xO + h) — Fx(z9) = 0.

(6) P(X € A) :thA Ix(t)dt.

Bemerkung;:

Dichtefunktionen, die sich in hichstens endlich vielen Punkten un-
terscheiden, beschreiben dieselbe Verteilung.

3.4 Erwartungswert und Varianz einer Zufallsgroflie
Definition:

a) Ist X eine diskrete Zufallsgrofle mit den Werten z; und den
Einzelwahrscheinlichkeiten p; = P(X = z;) i = 1,2,..., und
gilt > |z;|pi < oo, so heifit

i=1

E(X) =) zipi
=1

Erwartungswert der Zufallsgrofie X.

b) Ist X eine stetige Zufallsgrofie mit der Dichtefunktion fy und
gilt
oo
[ [t fx (t)dt < oo, so heiBt
—0o0

(e}

B(X) = / oL

—0o0

Erwartungswert der Zufallsgrofie X.
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oo oo
Falls Y |zilp; = co bzw. [ |t|fx(t)dt = cc gilt, existiert E(X) nicht. Die For-
i=1 —oo
derung nach Existenz des Erwartungswertes wird hiufig durch E(|X|) < oo
ausgedriickt.

Definition:

var(X) := E[(X — E(X))?]
heifit Varianz (oder Streuung) der ZufallsgroBe X, falls der Erwar-
tungswert von (X — E(X))? existiert.

var(X) wird als Standardabweichung bezeichnet.

Bemerkung:
Anstelle von var(X) wird auch die Schreibweise D?(X) verwendet.

Haufig wird der Erwartungswert einer ZufallsgroBe Y der Gestalt Y = g(X)
benotigt, wobei die Verteilung der Zufallsgréfle X bekannt ist.

E(g(X)) lédsst sich (aufler iiber die Berechnung der Verteilung von Y) auf
folgende Weise bestimmen:

o0
>~ g(x;) - pi, falls X diskret verteilt ist,
i=1

o
[ g(t)fx(t)dt, falls X stetig verteilt ist.
—0o0

Bemerkung:

Damit Y = g(x) wieder eine Zufallsgrole darstellt, muss g folgende
Eigenschaft haben:

g ' (B)={z cRYyg(z) e By e B! VBeB.

Diese Eigenschaft heifit Borel-Messbarkeit. Sie ist fiir stetige Funk-
tionen erfiillt.

Beispiel

<t <
X besitze die Dichtefunktion fx(t) = { 1 falls 0 <t <1,

0 sonst.
o0 1 3 1
Dann gilt B(X2) = [ 2fx(t)dt = [ 2dt = [ £ }0 =1
e 0

Wichtige Aussagen und Rechenregeln:

X und Y seien Zufallsgréfien, und die im Folgenden auftretenden Erwartungs-
werte sollen existieren.
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(1) E(aX +b) =aE(X) +b, acR! beR! denn es gilt

Ex) 1
o0 o
E(aX +b) = (azx; + b)p; = Z axip; + Z bp; = aZwipi —i—pri
i=1 i= ;
bzw. E(aX +b) = [ (at+b)fx(t)dt =a f tfx(t)dt+b f Ifx(t)

(2) E(X +Y) = E(X)+ E(Y) (Die Begriindung erfolgt im Abschnitt ,,Zu-
fallsvektoren*).
(3) var(X) = E(X?) — (E(X))?, denn
var(X)= E[(X — E(X))’] = B(X? — 2XE(X) + (E(X))?)
= B(X?) - 2E(X) - E(X) + (E(X))? = E(X?) — (E(X))*.
(4) var(aX +b) = a’var(X), a,b € RL.
(5) var(X) =0« Ja € R : P(X =a) = 1.
(6) varX <E(X —¢)? VceRL
(7)

7) Tschebyschevsche Ungleichung:

Es sei X eine Zufallsgrofle, deren Varianz existiert. Dann gilt fiir jedes
e>0

P(IX - B(X)| > ¢) < YK,

3

Beweis :
Der Beweis wird hier nur fiir eine stetige Zufallsgréfie mit Dichtefunktion
f angegeben. Im diskreten Fall kann der Beweis analog erfolgen.

Zur Abkiirzung wird p := E(X) gesetzt. Dann erhélt man

var(X) = B(X — B(X)P) = [ (e — p)2f (2)de > S a2 e
> [ f(x)dz=¢e> [ f(x)dz :52P(f)5— ul >e).0
jo—ul > jo—pl>e

3.5 Spezielle Verteilungen
3.5.1 Binomialverteilung

Eine Zufallsgrofie X heifit binomialverteilt mit den Parameternn (n = 1,2,...)
und p (0 < p < 1), wenn X die Werte 0,1, 2, ..., n mit den Wahrscheinlichkeiten

n

P(X =k)= <k>pk(1 —-p)" " (k=0,1,...,n)

annimmt.
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Es gilt E(X) = np, var(X) = np(1 — p).

Beweis der Gleichung fiir den Erwartungswert:

B(X) = 3 K()pH(1 — )t = mp 32 (gl 0yt

= np kZijl ()P (1 = p)tn =) l:j_lnprg (7P =)t =nmpO
Bemerkung;:

Eine binomialverteilte Zufallsgréfie mit p und n = 1 heifit auch

Bernoulli-verteilt (zweipunktverteilt auf 0 und 1).

Das im Folgenden dargestellte Modell kann héufig ausgenutzt werden, um eine
Binomialverteilung zu erkennen. Es wird Bernoulli-Schema genannt.

Ausgangspunkt ist ein Zufallsexperiment, bei dem nur unterschieden
wird, ob ein Ereignis A eintritt oder nicht. Die Wahrscheinlichkeit
P(A) muss bekannt oder (z.B. iiber die klassische Wahrscheinlich-
keitsdefinition) berechenbar sein.

Das Zufallsexperiment wird n-mal unabhéngig voneinander wieder-
holt.

Die Zufallsgrofie X bezeichne die absolute H&ufigkeit von A in
den n Wiederholungen des Zufallsexperimentes. Es wird gezeigt,
dass die Verteilung von X gerade eine Binomialverteilung darstellt.
Dies geschieht mit Hilfe der Ereignisse

A; ... A tritt im i-ten Versuch ein.

Es gilt
PX=k)=P( U (AqinA4,n---nA;n( N 45)))
(il,...,’ik)ECﬁ ]E{ln}\izlzk}
= X PAin-ndn( N Aj)).
(i1..i)€CE Je{l.np\{i1,...ix}

Dabei bezeichnet C* die Menge der Kombinationen ohne Wiederho-
lung von n Elementen zur k-ten Klasse (d.h. die Menge der Moglichkeiten,
k Elemente aus einer Klasse von n Elementen auszuwihlen).

Es gibt (2) Moglichkeiten, k£ Elemente aus einer Menge von n Ele-
menten auszuwédhlen. Damit und der Beziehung

P(Ai; N A NN Ay N ( N Aj) = P(Aiy) - P(A;,)

J : I1 P(4;)
Je{lnP\{i1...ix} Ge{l.nP\{i1...ix}
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ergibt sich schliefflich

P(X =k) = ("1 -p)" "

Aus der Verteilung der absoluten Hiufigkeit kann die Verteilung der relativen
Héufigkeit abgeleitet werden:

Es sei X die absolute Haufigkeit eines Ereignisses A in n Versuchen. Die Zu-
fallsgrofle Hy, := % heifit dann relative Haufigkeit von A in n Versuchen.

P(X =k) = ()" (1 —p)" ",
= +E(X) = ynp = p,
= Tnl)(l —p)= plpl,

n n

Es gilt P(H, = £) =
E(H,) = E(3)
var(Hy) = Var(%)

3.5.2 Hypergeometrische Verteilung

Die hypergeometrische Verteilung steht in enger Beziehung zum Urnenmodell
ohne Zuriicklegen.

Eine Zufallsgrofle X heifit hypergeometrisch verteilt mit den Parametern
N, M und n

(0< M < N,0<n<N), wenn sie die Werte k mit max{0,n+ M — N} < k <
min{M, n} mit den Einzelwahrscheinlichkeiten

P(X:k;):(]\lf)((j\%%

annimmt.

=2
3

-1

Es gilt E(X) =n- & und var(X) =n- (1 - &)

=2

Ein wichtiges Anwendungsgebiet ist die statistische Qualitdtskontrolle.

Satz:

Fiir N — oo und % — p konvergieren die Einzelwahrscheinlichkei-
ten der hypergeometrischen Verteilung gegen die der Binomialver-
teilung mit den Parametern n und p.

Beweis:
M N-—-M
DO o MM=1)(M—k+1)-(N=M)(N=M—1)--(N—M—(n—k)+1)
™ = El(n—k)! N(N=1)--(N—n+1)
M M—-1  M-—ktl N-M N-M-1  N-M—(n—k)+1
— (M N N N N N
(k) NN—-1 N—-n+1
N N N

Die Faktoren im Nenner des Bruches konvergieren alle gegen 1. Die
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ersten k& Faktoren im Z&hler des Bruches konvergieren gegen p; die
iibrigen n — k Faktoren konvergieren gegen 1 — p. Also ergibt sich

NHOE,I%HOO W = (Pt —pn . 0

3.5.3 Poisson-Verteilung

Eine Zufallsgrofie X heifit Poisson-verteilt mit dem Parameter A > 0, wenn
X die Werte 0,1, 2, ... mit den Wahrscheinlichkeiten

PLEEN
P(X=k)="7¢7" (k=012-)

annimmt.
Es gilt: E(X) = A, var(X) = A

Die erste Glelchung erglbt sich wie folgt

E(X) = kak—Zk —Azz’“f,e— A

o AL\

et = A

=0

Die Poisson-Verteilung findet unter anderem Anwendung in der Warteschlan-
gentheorie (Anzahl der Kunden, die in einer festen Zeiteinheit in einem Bedie-
nungssystem ankommen) und der Zuverléassigkeitstheorie (Anzahl von Ausféllen
in einer festen Zeiteinheit).

Satz (Poisson 1837):

Es sei np, = A = const. Dann konvergieren die Einzelwahrschein-
lichkeiten der Binomialverteilung mit wachsendem n gegen die der
Poisson-Verteilung, d.h.

. ny i n—k _ Ak -2
lim <k>pn(1—pn) =2°

n—oo

Beweis: Es gilt

,}I_,H;O (Z)pf’;(l —pn)n_k = lim (Z)(%)k(l _ %)n—k

n—oo

— 1 A Ayn_ 1 n n=1_ . n-ktl _ AF__\

- nh_)Holo k! (1 n) (1-2)  n n n = e - .
Beispiel

X bezeichne die Anzahl der Personen aus einem vorgegebenen Per-
sonenkreis von 500 Personen, die an einem bestimmten Tag Ge-
burtstag haben. Es wird angenommen, dass alle Tage eines Jahres
gleichberechtigt sind, d.h., die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine
zufillig ausgewihlte Person an einem vorgegebenen Tag des Jahres
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c1
Geburtstag hat, sei s5=.

Die Zufallsgrofle X ist dann binomialverteilt mit den Parametern
n = 500 und p = %. Die folgende Tabelle gibt gerundete Ein-
zelwahrscheinlichkeiten dieser Binomialverteilung und der approxi-
mierenden Poisson-Verteilung mit dem Parameter A = % an. Man
beachte, dass die X nur Werte zwischen 0 und 500 annehmen kann,
wihrend die Einzelwahrscheinlichkeiten der Poisson-Verteilung fiir

jedes n € {0,1,...} groBer als 0 sind.
k | 0 1 2 3 4 5 6

Binomialvert. | 0,2537 0,3484 0,2385 0,1089 0,0872 0,0101 0,0023
Poisson-Vert. | 0,2541 0,3481 0,2385 0,1089 0,0373 0,0102 0,0023
3.5.4 Weitere diskrete Verteilungen

Weitere wichtige diskrete Verteilungen sind die

e geometrische Verteilung P(X = k) = (1-p)p*, k=0,1,2.., (0<
p < 1) und die

e negative Binomialverteilung P(X = k) = (3)(-p)*(1 —p)?, k=
0,1,2... (0<p<1,v>0).

e Von einer Einpunktverteilung spricht man im Fall P(X = ) = 1.

3.5.5 Gleichm#flige stetige Verteilung

Eine Zufallsgroie X heifit gleichméBig stetig verteilt auf dem Intervall [a, b],
wenn sie die Dichte

- fira <z <b,
sonst

besitzt.

Aufgrund der Gestalt der Dichtefunktion spricht man auch von einer Rechteck-
verteilung und verwendet die abkiirzende Schreibweise X ~ RJa, b].

Es gilt BE(X) = %2, var(X) = 0728,

Die erste Gleichung ergibt sich wie folgt
b

fe'e) ) - .
E(X)= [ tfx(t)dt = [dt = 2 [5]) = g(b_a) = atb,

3.5.6 Exponentialverteilung

Eine Zufallsgrofle X heifit exponentialverteilt mit dem Parameter A > 0,
wenn sie die Dichte

0 fiir x < 0,
fx(z) = { Ae ™ firz >0

27



besitzt.
. 0 firz <0
Begitt Fx(o)={ |0 et S0 EOO =k var(0) = b

Anwendungen findet die Exponentialverteilung unter anderem in der Warte-
schlangentheorie (Bedienungszeit, Zeit zwischen der Ankunft zweier Kunden)
und der Zuverldssigkeitstheorie (Lebensdauer).

Das folgende Beispiel soll deutlich machen, unter welchen Voraussetzungen die
Exponentialverteilung gut zur Beschreibung der Lebensdauer eines Gerétes ge-
eignet ist, und gleichzeitig einige Grundbegriffe aus der Zuverlassigkeitstheorie
bereitstellen.

Beispiel

Die Zufallsgrofle X bezeichne die Lebensdauer eines technischen
Geriites. Es ist bekannt, dass das Gerét bereits ¢ Zeiteinheiten arbei-
tet. Welche Verteilung hat die verbleibende Lebensdauer des Gerétes?

Es wird angenommen, dass die Lebensdauer X stetig verteilt mit
der Verteilungsfunktion F'x ist.

Als Zuverlissigkeit (Uberlebenswahrscheinlichkeit) wird die Funk-
tion Rx bezeichnet, die durch Ry := P(X > z) =1 — Fx(x) defi-
niert ist.

Sei h > 0 beliebig. Dann gilt fiir ein ¢t mit P(X >¢) >0

POXCS 41X 2 0) = =i L-Fx(t) Rx(?)

Die im Folgenden definierte Funktion A heifit Ausfallrate:

o P(X<t4h[X>t) . Fx(tHh)—Fx() 1
Alt) = hll})r}l*o h N hEBIJIrO h 1=Fx (1)

Rx)'(t
= e () = ~ R

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ausfall eines Gerétes, das bereits ¢
Zeiteinheiten arbeitet, in einem kurzen Zeitintervall (¢, ¢+ h] ist also
nidherungsweise gleich A(t) - h.

Die Ausfallrate ist hiufig bekannt, z.B. aufgrund von Schéitzungen.
Sie hat in der Regel als Funktion von ¢ einen charakteristischen Ver-
lauf (Badewannenkurve).

Im Weiteren soll deshalb R(t) := Rx(t) aus einer bekannten Aus-
fallrate ermittelt werden. Die Gleichung

_R(1)

R(t)

= A(t) (mit der Anfangsbedingung R(0) = 1)
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ist eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen.

Es wird nun die zusétzliche Annahme A(t) = A\ = const. ge-
troffen. Von dieser Annahme kann man im mittleren Bereich der
Badewannenkurve ausgehen.

R kann dann wie folgt berechnet werden:

dR
e
J7=1
ImR=-M+c (R>0)
R(t) = Cle_M.
Wegen R(0) = 1 erhélt man R(t) = e M und Fx(t) =1 —e ™ (t >
0),

d.h., die Lebensdauer X besitzt eine Exponentialverteilung.
Weiterhin erhélt man fiir h > 0

P(X <t+h|X >¢) = Ume2N 0o g oo

)

die verbleibende Lebensdauer besitzt also die gleiche Verteilung wie
die Lebensdauer X. Diese Eigenschaft der Exponentialverteilung
wird Ged#chtnislosigkeit genannt.

Bemerkung:

Fiir die Ausfallrate A(t) = a-3-t°~1 (> 0, 8 > 0) ergibt sich eine
Weibull-Verteilung. Die Klasse der Weibull-Verteilungen enth&lt
die Exponentialverteilung als Spezialfall (5 = 1).

3.5.7 Normalverteilung

Eine Zufallsgréfie X heit normalverteilt mit den Parametern p und o (u €
R, o > 0) (in Kurzschreibweise X ~ N(u,0?)), wenn sie die Dichte

1 —(z—p)?
fx(z) = e 2t (z € RY)
2mo

besitzt.
Es gilt E(X) = p, var(X) = o2.

Die Verteilungsfunktionen der Normalverteilungen sind nicht geschlossen an-
gebbar. Thre Werte konnen aber aus den Werten der Verteilungsfunktion der
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sogenannten standardisierten Normalverteilung N (0, 1), fiir die Tabellen zur
Verfiigung stehen, berechnet werden.

Fiir Dichte und Verteilungsfunktion der standardisierten Normalvertei-
lung gibt es spezielle Bezeichnungen:

M)

. . 1 =
Dichte: p(x) = VrlER

X 2
Verteilungsfunktion: ®(z) = [ \/%ef%dt.

Da ¢ eine gerade Funktion ist, gilt

p(r) = (=),
O(—z)=1—P(x) (P ist deshalb i. Allg. nur fir z > 0 tabelliert),
®(0) = 3
Satz:
X ~ N(u,0?) & £~ N(0,1).
Beweis:

Es seien X ~ N(u,0%), Y := % Dann gilt
Fy(z) = P(22£ <) = P(X <oz +p) = Fx(ox + )

ox+u ( 2

_ =)

X 2
— 1 3 _ 1 -5 —
= e 202 dt = ——e~ 2ds = ®(x).
= I _.
Die umgekehrte Richtung kann durch analoge Uberlegungen gezeigt werden. [

Zur Berechnung von P(X < t) , X ~ N(u,0?), kann man nun folgender-
maflen vorgehen:

X—p t- -
P(X<t)=P P :<1><“>.

~N(0,1)
Beispiel
BEs sei X ~ N(u,0?). Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,

dass X einen Wert zwischen p — o und p + o (d.h. innerhalb der
»1 —o— Grenzen“) annimmt?

Plp—0 < X< p+o)=P-1 <2 <1)=(1) - d(-1) =
20(1) — 1 ~ 0, 6827.

Weiterhin gilt: P(|X — pu| < 20) &~ 0, 9545,
P(]X — p| < 30) = 0,9973.

Die Normalverteilung entsteht beispielsweise durch Uberlagerung (Addition)
sehr vieler voneinander unabhéngiger Einzeleffekte (— zentraler Grenzwertsatz)
und eignet sich gut zur Beschreibung von Messfehlern.
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3.5.8 Cauchy-Verteilung

Die Zufallsgréfie X heifit Cauchy-verteilt, wenn sie die Dichte

1 1

besitzt.

(Es handelt sich hierbei um einen Spezialfall der Funktionen fx(x) =

I S
A2+ (z—p

1,
72 die ebenfalls als Dichten Cauchy-verteilter Zufallsgréfien bezeichnet

werden.)

Fiir die Cauchy-Verteilung gilt

L
=
—00

pipda = 2 [ ade = Jim Hin(1+22))3 = oo,

d.h., der Erwartungswert existiert nicht.
Die Cauchy-Verteilung besitzt praktische Bedeutung vor allem in der Physik.
Sie heifit dort auch Breit-Wigner-Verteilung.

3.5.9 Weitere wichtige stetige Verteilungstypen

3.6

Die Weibull-Verteilung ist eine Lebensdauerverteilung, die die Expo-
nentialverteilung als Spezialfall enthélt.

Die logarithmische Normalverteilung entsteht durch multiplikative
Uberlagerung vieler unabhéngiger Einzeleffekte. Sie hat Bedeutung unter
anderem als Lebensdauerverteilung.

Die Erlang-Verteilung entsteht als Summe von unabhéngigen, identisch
exponentialverteilten Zufallsgroflen und ist vor allem in der Warteschlan-
gentheorie von Bedeutung.

Die Pareto-Verteilung wird in der Okonomie und im Versicherungswe-
sen bendtigt.

Die Priifverteilungen x2-Verteilung, t-Verteilung und F-Verteilung wer-
den in der mathematischen Statistik, zum Beispiel beim Testen von Hy-
pothesen, benotigt. Sie werden im 2. Teil des Vorlesungsskriptes erliutert.

Die Verteilung einer Funktion einer Zufallsgrofie

Gegeben seien eine Zufallsgrofle X mit der Verteilungsfunktion Fx und eine
Borel-messbare Funktion g|R! — R!. Gesucht ist die Verteilung der ZufallsgroBe
Y = g(X).

Beispiel Es seien Y = aX +b, a,b € R, a#0.

a) Im Fall a > 0 gilt Fy(y) = P(aX +b<y)=P(X < yT_b) =
Fx(¥27).
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B) Im Fall a < 0 gilt Fy(y) = P(aX +b<y) = P(X > L2)
=1-Fx(£h) + P(X = 2.

a

Falls X stetig verteilt ist, ist auch Y stetig verteilt, und es folgt

fy(y) = fX(yT_b ‘ % im Fall a,
fr(y) =—fx yT_b) : % im Fall 3.

Diese beiden Félle konnen zu fy (y) = f X(yT_b) : ﬁ zusammengefasst
werden.

Im Folgenden sei g stetig differenzierbar, und es gelte ¢/(t) # 0 Vt € R!. Es
werden wiederum zwei Fille unterschieden:

a) Es sei ¢'(t) > 0 Vt. Dann gilt fiir y € g(RY)
Fy(y)=P(Y <y)=P(g(X) <y) =P(X < g '(y) = Fx(g~'(¥).

B) Es sei ¢/(t) < 0 Vt. Dann gilt fiir y € g(RY)

Ist X stetig verteilt, folgt weiterhin

a) fr(y) = fx (g7 W) - (g7 (v)) }

= W) 1g ()| fiir 1
B) fy @) = —fxg W) - (97 () fx(g™ ()1~ ()| fiir y € g(RY)

Fiir alle anderen Werte von y hat die Dichtefunktion den Wert 0.

Beispiel

Gegeben sei eine stetig verteilte Zufallsgrofle X. Gesucht sind Ver-
teilungsfunktion und Dichtefunktion von Y = X?2.

Fiir y <0 folgt Fy (z) = 0.

Fiir y > 0 ergibt sich

Fy(y) = P(X? <y) = P(X| < y) = P(-/y < X < \fy) =
Fx(Vz) = Fx (=) und

(W) = Fx(V) - 55 + Ix () gy = 2 (Fx (Vi) + Fx ().

3.7 Weitere Kenngroflen von Verteilungen

1. Momente

e my := E(X¥) heiit - im Falle der Existenz - (gewthnliches) Mo-
ment k-ter Ordnung.

e i = E((X — E(X))*) heifit - im Falle der Existenz - zentrales
Moment k-ter Ordnung.
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Fiir die Normalverteilung existieren alle Momente.

2. Quantile
Sei p € (0,1). Die Zahl
Qp :=sup{z € R: Fx(z) < p} =inf{z e R: Fx(x) > p}
heilt Quantil der Ordnung p der Zufallsgrofle X.

Das Quantil der Ordnung % wird als Median m der Zufallsgrofie X be-
zeichnet.

Falls F);l existiert, gilt @, = F);l(p).
3. Modalwert

Der Modalwert einer Zufallsgréfie ist der Wert, fiir den die Einzelwahr-
scheinlichkeit im diskreten Fall bzw. die Dichtefunktion im stetigen Fall
ein lokales Maximum annimmt. Hat eine Verteilung nur einen Modalwert,
heifit sie unimodal.

4. Schiefe (skewness) Die Kenngrofie
_ E(X -EX))®
- Var(X))?
heifit Schiefe der Zufallsgréfie X bzw. ihrer Verteilung (Definition nach
Charlier).
Fiir beziiglich E(X) symmetrische Verteilungen gilt v; = 0. Die Schiefe

dient zur Charakterisierung der Asymmetrie einer Verteilung.

5. Exzess (kurtosis) Die Kenngrofie
BE(X - E(X))!
(var(X))
heifit Exzess einer Zufallsgrofle bzw. ihrer Verteilung. Eine normalver-
teilte Zufallsgrofle hat den Exzess 3.

V2 1=

Sowohl Schiefe als auch Exzess werden in der Praxis dazu hiufig heran-
gezogen, um die Abweichung einer Verteilung von der Normalverteilung
zu beurteilen.

3.8 Mehrdimensionale Zufallsvariablen
Es ist haufig notwendig, mehrere Komponenten einer zufélligen Erscheinung,

die zusammenhéngen, gleichzeitig in die Betrachtungen einzubeziehen.

Definition:

Ein geordnetes p-Tupel X = (X7, ... ,Xp)T von Zufallsgrofien heifit
p-dimensionale Zufallsvariable (auch Zufallsvektor, zufélliger
Vektor).

Zufallsvektoren werden im Folgenden als Spaltenvektoren aufgefasst.
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3.8.1 Diskrete Zufallsvektoren

Die Verteilung von diskreten Zufallsvektoren X = (X1, - X,)? kann durch die

Einzelwahrscheinlichkeiten

Pivigi, = P(X1 =24, Xo = 24y, ..., Xp = T4 )iy =12...,...ip=1,2...
charakterisiert werden.

Es gilt P(X € A) = - > Divin...ip-

Beispiel D1:

Es seien p =2, X = (X,Y)T.

Die folgende Tabelle enthélt die Einzelwahrscheinlichkeiten P(X =
x;,Y = y;) sowie die Zeilen- und Spaltensummen. (Die Bedeutung
der Zeilen- und Spaltensummen wird unten erldutert.)

X Y| pn=2 yp=3 y3=4 >

_ 1 1 1 _1
rp =1 6 12 12 Pl =3
_ 1 1 1 1
T2 =2 12 6 12 D2 =3
_ 1 1 1 _1
r3 =3 12 12 6 Dp3. =3

> p.lZ% p.2:% p.szé
Die Verteilung von X kann nun wie folgt bestimmt werden:

PX=xz)=PX=2;,Y <o0)=P(X=z)n U =y))

3

S P(U(X =Y =yy) = > P(X =2Y =) = ps

j=1 j=1

Analog ergibt sich aus den Spaltensummen

3
PY =y;)=> P(X=x,Y =y;) =p;.
=1

Aus den Zeilen- bzw. Spaltensummen kann also die Verteilung von
X bzw. die Verteilung von Y abgelesen werden. Die Verteilungen
von X und Y heiflen auch Randverteilungen des Zufallsvektors
(X, ).

(Zeilensummen).

Die Verteilungsfunktion eines Zufallsvektors hat folgende Eigenschaften

(auch im stetigen Fall):

(1) lim Fr(t,..,t) =0 i€{1,2,....p}.

lm  Fy(ty,... tp) =1.

t,L-—>+oo

(2) Fy ist monoton wachsend in jeder Variablen.
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(3) Fly ist rechtsseitig stetig in jeder Variablen.

Fortsetzung des Beispiels D1:

Gesucht sind (zum Beispiel) die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P(Y =yl X =2), j =1,2,3. Sie kénnen wie folgt berechnet wer-
den:

[~

P(Y=2,X=2 L

1
47
und analog P(Y =3|X =2) = %, P(Y =4|X =2) = %‘

Die Einzelwahrscheinlichkeiten P(Y = y;|X = 2), j = 1,2,3, defi-
nieren eine diskrete Verteilung auf den Werten y1, y2, y3. Diese Ver-
teilung heifit bedingte Verteilung von Y unter der Bedingung
'X = 2'. Der Erwartungswert beziiglich dieser Verteilung heifit be-
dingter Erwartungswert von Y unter der Bedingung ‘X = 2.
Fiir den bedingten Erwartungswert wird in der Regel die Schreib-
weise E(Y|X = 2)) benutzt.

Es gilt E(Y|X =2) = Sy, P(Y = | X =2).
J

Beispiel D2: Polynomialverteilung (Multinomialverteilung)

Die Polynomialverteilung ergibt sich aus einer Verallgemeinerung
des Bernoulli-Schemas. Ein Versuch, bei dem die Ereignisse A4;, i =

l
1,...,l, mit Wahrscheinlichkeit p; auftreten kénnen (wobei > p; =
i=1
1 gelten muss), wird n-mal unabhéngig voneinander wiederholt. Die
ZufallsgroBen X (M i = 1,....1 bezeichnen jeweils die (absolute)

Hiaufigkeit von A; in diesen n Wiederholungen.

Es gilt
PXW =k, X®) = ky,..., XD =) = mp’flp? :
g *)
-1 -1
mit 0 <k, <n, > k<n; k:=n-> k.
i=1 i=1

Dabei ist zu beachten, dass die Ereignisse (X(l) =k, X® = ko, ..., X010 =
k1) und (XM = k), X@ = ky, ..., X0D = g X = k)

iibereinstimmen.

Ein (I—1)-dimensionaler Zufallsvektor, der die Werte (k1, k2 ... ki—1)
-1

mit 0 < k; < n, > ki < n mit den Wahrscheinlichkeiten (*)
i=1
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annimmt, heifit polynomialverteilt mit den Parametern n und
P15y PI-1

-1
O<pVie{l,....1 =1}, S p;<1).
=1

3.8.2 Stetige Zufallsvektoren

Die Verteilung eines stetigen Zufallsvektors kann durch die Dichtefunktion fx
charakterisiert werden.

Esgilt PXeA) =] f fa(t, ... tp)dty ... dty,
{(tlv"'vtp):(tlv"'vtp)eA}

Fy(zi,...,2p) = P(X1 <z1,..., X, < xp)

1

Tp
[ oo | fata, ... tp)dty ... dty.

—0o0

Beispiel S2: Zweidimensionale (nichtsingulére) Normalverteilung

Eine zweidimensionale (nichtsingulére) Normalverteilung besitzt die
Dichtefunktion

2 2 _ _
_% 12((t1 51) +(t2 52) _2p(t1 p1)(t2 #2))

faltite) = ——7—— e 177 i 2 o ;

2ro102+/1—p2?

01 >0,00>0, -1 < p<1; ,ul,MQERl.

Die Verteilungsfunktion von X kann wie folgt bestimmt werden:

1 00
Fx(afjl):P(ngl):P(Xle,Y<OO): f f f,\{(tl,tz)dtgdtl.

t1=—00 ta=—00

Daraus ergibt sich die Dichtefunktion

xr1

Px) = AFx@) = [ ] feltt)dbdy

ti=—0o0 to=—00

= [ fx(z1,t2)dts  (Randverteilungsdichte).

to=—00

Das Integral wird folgendermaflen berechnet: Es gilt
00 11 ((11*#1)2+(t2*!t2)2 _2 (x1—p1)(ta—p2)
1,2 2 2 P

fxa)= [ e e P\ A 72 7172 >dt2.

ta=—00 2wo1024/1—p

Mit der Substitution tf%l’:;@ =: s und der Abkiirzung ﬁ =:

r erhilt man

2 e}

fx(ar) = zimefér | ez

S=—0Q0
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_ 1 —l(r2—p2r2) / 1 —L(s—pr)?
= e 2 e 2 ds
V2

S§=—00

=1 (setze s—pr=:u)

2
_1 <w1751>
71

1 e
V2moq ’

also ist X nach N (u1,0%)-verteilt.

Analog erhéilt man fy (z2) = [ frx(ti,z2)dt; und Y ~ N(uz,03).

t1=—o0

Die Randverteilungen eines 2-dimensionalen (nichtsinguléir) normal-
verteilten Zufallsvektors sind also Normalverteilungen.

Die Interpretation des sogenannten Korrelationskoeffizienten p er-
folgt spéter.

Im Folgenden sollen bedingte Verteilungen im Fall stetiger Zufallsvektoren
betrachtet werden:
Esseiz € R! mit P(x —h< X <z)>0 Vhmit 0 < h < hg fest gewihlt.

Gesucht sind Fy|x—,(y) := P(Y < y|X = z) sowie die bedingte Dichte fy|x_,(y).

f fy fx (tl ,t2)dt2dt1
Esgilt P(Y <ylz—h< X <zx) = P(Ylg(?;ﬁhxg)?ziﬁ;ﬁf) _ t1=th t2fo:oc

f f fx (tl ,tz)dtzdtl
ty=x—htg=—00

Wenn f stetig ist und fx(x) > 0 gilt, existiert hlignOP(Y <ylr—h< X <ux),
—0+

und es folgt

. ji Jx, vy (m,t2)dts
FY\X:x(Z/) = hEngroP(Y <ylr—h<X <z)=2 )

f ,
fyix=2(y) = d%FY\Xﬂ(y) - %g(ﬁ)y)

und

Fiir die 2-dimensionale (nichtsingulidre) Normalverteilung erhélt man insbeson-
dere

<y7u2*p%)2
1 (17p2)o'%

fY\X:x(y) = me )

(z—p1)oz
o1

_1
2

d.h., es liegt eine N(uz + p , (1 — p*)o2)-Verteilung vor.

Beispiel S3: p-dimensionale (nichtsingulére) Normalverteilung

Die Dichtefunktion einer p-dimensionalen (nichtsingulidren) Normal-
verteilung kann in der Form
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— 1 —3=@)TBTNI-f) *
fX (tl’ ’ tp) (2m)PdetB €2 ’ ( )
geschrieben werden, wobei B eine symmetrische, positiv definite Ma-

trix bezeichnet und fi = (u1,. .., pup) 7, t=(t1,... )T gilt.

Die 2-dimensionale (nichtsingulire) Normalverteilung ergibt sich aus
(*) mit der Matrix

o2 oiop
B = ) .
o102p 05
Als abkiirzende Schreibweise wird X ~ N(fi, B) benutzt.

3.8.3 Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix eines Zufallsvek-
tors

Erwartungswertvektor, Kovarianz und Kovarianzmatrix sind wie folgt definiert:

Erwartungswertvektor: EX = (E(X}),...,E(X,))7,

Kovarianz: cov(X;, X;) = E[(X; — E(X;)) - (Xx — EXy)] = E(XiXk) —
E(X:)E(Xk),
Kovarianzmatrix: 'y := [cov(X;, Xi)]i=1,....0 -

k

=1,...,p

Eine Kovarianzmatrix I'y ist symmetrisch und positiv semidefinit (d.h., es gilt
a'Tyd >0 VaeRP).

Die Beziehung @’ Txd@ > 0 Va € RP ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen:
P p P
0 < var(@ X) = E[(} aiXi — ) a;E(X3))?] = E[(X ai(Xi — E(X)))?]
i=1 i=1

=1

p
= > > aigE[(X; — E(X;))(X; — E(X;))] = @' Txd.
i=1j=1
Der Wert p(X;, Xi) := cov(Xi, X ) heift Korrelationskoeffizient der

—/var(x;)-var(Xxy]
Zufallsgroflen X; und Xp.

Fiir i = k ergibt sich p(X;, X;) = 1.
Falls p(X;, Xi) = 0 erfiillt ist, heiBen X; und X unkorreliert.
Der Korrelationskoeffizient hat die folgenden Eigenschaften:
a) —1 < p(X;, Xp) < 1,
b) p(X;, X},) = (f}) & Ja,be R, b(z)o, mit P(X; = a+ bX}) = 1,
d.h., p(X;, Xi) ist ein Maf} fiir die lineare Abhingigkeit.

38



Die Korrelationskoeffizienten eines Zufallsvektors konnen zu der

.....

zusammengefasst werden.

3.9 Unabhingigkeit von Zufallsgréfien

Definition:

Die ZufallsgroBen X1, ..., X, heiflen (stochastisch) unabhingig,
wenn fiir beliebige A; € B',i =1,...,p, die Beziehung

P(Xi1€Ay,....X,eAy) =P(X1€A)-...-P(X, € A))
gilt.

Wenn X, ..., X, (stochastisch) unabhéngig sind, sind sie auch paarweise un-
abhéngig, d.h. X; und X}, sind unabhéngig fiir jedes Paar (i, k), i,k € {1,...p}, i #
k.

Die folgenden Beziehungen stellen dquivalente Charakterisierungen der
Unabhingigkeit im diskreten bzw. im stetigen Fall dar:

PXi=z1,...,Xp=2p) =P(X1=21)-...- P(X, =), falls X diskret,
Ja(te, ... tp) = fx; (t1) - - fx, (tp), falls X stetig.

Folgerung;:

Die Verteilung eines zufiilligen Vektors mit unabhéngigen Kompo-
nenten ist durch seine Randverteilungen bestimmt.

Fortsetzung des Beispiels D1:

Es gilt (zum Beispiel) P(X =1,V =2) =1 # P(X =1)- P(Y =
2) = %, d.h., X,Y sind nicht unabhéngig.

Fortsetzung des Beispiels S2:

Im Fall p = 0 gilt fx(t1,t2) = fx(t1) - fy(t2), d.h., XY sind un-
abhéngig.

Satz (0.B):

Die Zufallsgroflen X1, ..., X, seien unabhéngig, und die Funktionen
g1, - - -, gn seien Borel-messbar. Dann sind die Zufallsgrofien g1 (X1), . .., gn(Xp)
ebenfalls unabhéngig.
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3.10 Funktionen eines Zufallvektors
3.10.1 Der Erwartungswert einer Funktion eines Zufallsvektors

Es seien g|RP — R' Borel-messbar und Y := g(X). Dann gilt

Yoo glxn, . xp)P(Xy = 21,..., Xy, =xp), falls X diskret,

1
E(g(X1,.... X)) =4 o '
P [ [ gt ty) frdty . dty, falls X stetig.

Die folgenden Spezialfiille dieser Aussage haben besondere Bedeutung. Die Her-
leitung wird jeweils nur fiir den Fall eines stetigen Zufallsvektors angegeben. Im
diskreten Fall kann analog argumentiert werden.

a) Es seien X = (X,Y)7, g(z,y) =z + .

E(X+Y)= f f (z +y) fx,v)(z,y)dxdy

= [ = [ fan(@ydyde+ [ v [ fixy) (2 y)dedy
r=—00 Y=—00 Yy=—00 IT=—00
= E(X) + E(Y).

b) Es werden X = (X,Y 7T, g(z,y) = z - y betrachtet, und es wird zusitzlich
angenommen, dass x und Y unabhingig sind. Dann gilt

BX-Y)= | [ o yfalegdody= [ o fx@) [ ufvlp)dyds
y=—00
Ewy)
— EB(X)-E(Y).

Beide Aussagen lassen sich auf endlich viele ZufallsgroBen verallgemeinern:

E(X|+...+X,) = ki E(Xk),
=1

n
E(X;-...-X,) = [[(E(Xy)), falls Xy,...,X, unabhéngig sind.
k=1

Weiterhin konnen die folgenden Aussagen abgeleitet werden:

Folgerung 1:

Wenn zwei Zufallsgrofien X, Xo unabhingig sind, dann sind sie
auch unkorreliert.

Il;eweis: E[(Xl — E(X1)> . (X2 — E(XQ))] = E(Xl — E(Xl)) E(X2 - E(XQ)) =0.

Die Umkehrung von Folgerung 1 gilt i. Allg. nicht.
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Folgerung 2:

X1,..., X, seien paarweise unkorreliert. Dann gilt
n

var(X; + ...+ X,) = Y var(X;).
i=1

Beweis:

var(Xy 4. +Xn) = B[(3 Xi— 32 B(X:))?] = E[(X (X~ E(X,)))?)

s
I
—
a
I
—

=iE[<X B(X))%) + ii BI(X, — (X)) (X2 — E(X0)
B E(x,~E(x) B0 -Ex,)

it
BN

Folgerung 3:
Der Zufallsvektor (X1, X2)7 sei normalverteilt. Dann gilt

(X1, X2 unkorreliert) < (X7, X2 unabhéngig).
Zum Beweis:

Die Richtung <« ist Inhalt von Folgerung 1. Die Giiltigkeit der Im-
plikation = ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen:
Durch Nachrechnen kann man zeigen, dass

p(X1,X2) = 7 f f titafix,, xp) (t1, t2)dtrdts — E(X) - E(Y)]
=...=p T

gilt. Dabei bezeichnet fx, x,) die Dichtefunktion des Vektors (X1, X)),
Im Abschnitt 3.9 wurde begriindet, dass die Implikation

(p =0) = (X1, X2 unabhéngig)

fiir normalverteilte Zufallsvektoren richtig ist. (]

Folgerung 4:

Es sei X ein p-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit Er-
wartungswertvektor i und Kovarianzmatrix B. Dann gilt

(Xi, X unkorreliert Vi, k € {1,...,p},i # k) & ((X1,...,X,) sto-
chastisch unabhéngig).

3.10.2 Die Verteilung der Summe unabhiingiger Zufallsgréfien

a) Gegeben sei ein diskreter Zufallsvektor (X,Y)T. Gesucht ist die Vertei-
lung von

41



Z=X+Y.
Fiir die Einzelwahrscheinlichkeiten von Z gilt:

P(Z=2)=P(X+Y =2) = 3 P(X =z;,Y =)
{(@i,y:): @i +yi=2}

= > PX=z,Y=z—x;)=> P(X =x;,Y =2 — 1)
{z;:P(Y=2—x;)>0} z4

Sind X und Y zusétzlich unabhingig, gilt P(Z = z) = >, P(X = ;) -
PY =z — ). 1

() Gegeben sei ein stetiger Zufallsvektor (X, Y )7 mit Dichtefunktion fxy)-
Gesucht ist die Dichtefunktion von Z := X 4+ Y.

Es gilt
Fz(2)=P(Z<z)= IS fix vy (z,y)dzdy
{(zy):a+y<z}

[e9]

= J fo fixvy(z,y)dydz.

T=—00 Yy=—00

Daraus ergibt sich die Dichtefunktion

o0

f22) = LF) =L [ [ fap@wdyde = [ ooy (e z —

T=—00 Yy=—00 T=—00
x)dzx.

Sind X und Y zusétzlich unabhéngig, gilt fz(z) = / fx(@) - fy(z —z)dx

r=—00

Faltung vonfxundfy
Beispiel:
X und Y seien unabhéngige, stetige Zufallsgroflen mit

1 firo<x<1,

fx(@) = fy(x) = { 0 sonst.
Gesucht ist die Dichtefunktion von Z := X + Y.

Bsgilt f7(=) = | fx(@)- fy(z—o)ds

T=—00

und fx(z) fy(z—2)#00<2x<IAN0<z—2<1.

z—1<z<z
Daraus folgt

ZﬁO:fz(Z):O,
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Satz:

(1)

0<z<1:fz(2)= [ 1-1ldx =z,

z=0

1
1<z2<2:fz(z)= [ lde=1[2]l ,=2-2,
z—1

r=

2<z:fz(z)=0.

X7 und Xy seien unabhiingige, mit den Parametern p; und o? bzw. g
und a% normalverteilte Zufallsgroflen. Dann ist die Summe X7 + Xo nor-
malverteilt mit den Parametern u; + p2 und o + o3.

(Umkehrung): Die Summe X = X; + X3 zweier unabhéingiger, nicht ein-
punktverteilter Zufallsgroffen X7 und Xo sei normalverteilt. Dann sind
auch X7 und X9 normalverteilt.

Der Zufallsvektor X sei normalverteilt mit dem Erwartungswertvektor
i und der regulidren Kovarianzmatrix B. Dann ist der Zufallsvektor A
X + b, wobei A eine Matrix mit det ABAT # 0 und b einen Vektor
geeigneter Dimension bezeichnen, (nichtsingulér) normalverteilt mit dem
Erwartungswertvektor Af + b und der Kovarianzmatrix ABAT .

X1 und X, seien unabhéngige, Poisson-verteilte Zufallsgroflen mit den
Parametern A\; bzw. Ay. Dann ist die Summe X; + X5 Poisson-verteilt
mit dem Parameter A1 + As.

(Umkehrung): Die Summe X = X; + X, zweier unabhéingiger, nicht ein-
punktverteilter Zufallsgroffen sei Poisson-verteilt. Dann sind auch die Zu-
fallsgroflen X1 und Xs Poisson-verteilt.

Die Summe zweier unabhéngiger binomialverteilter Zufallsgréfien mit den
Parametern (n1,p) und (ng,p) ist binomialverteilt mit den Parametern
(n1 +n2,p.)

3.10.3 Die Verteilung weiterer Funktionen unabhingiger Zufalls-

X,V

groflen

seien stetige, unabhingige Zufallsgrofen. Ahnlich zum Vorgehen bei der

Herleitung der Dichtefunktion einer Summe kénnen Formeln fiir die Dichten
der Differenz, des Produktes und des Quotienten zweier Zufallsgrofien herge-

leitet

werden. Die Herleitung der Dichte des Produktes wird angegeben, weil

hier (wie auch bei der Herleitung der Verteilung des Quotienten) zusétzliche
Uberlegungen angestellt werden miissen.

a)

Z1=X-Y
fz,(2) = f fx(@) - fy(z — z)dz.

T=—00
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B) Zo:=X-Y
Fr(2)=P(X-Y <2z)= I fx(@) fy(y)dyde.

{(z,y):x-y<z}
{(z,y) : 2y < 2z} = {(2,y) 1 v € (—00,0) A y > Z}

1
U{(z,y) : 2 € (0,00) A ySi}UAmitA:{ éO}XRv falls z > 0,

sonst.

Fz,(2) = f f fx () - fy(y)dydz + f f fx(@) - fy(y)dyda

T=—00 y_f =0 y=—00

) == [ fx@) fr(E)Ldet | fx) fr(E) Lde

T=—00 x=0

= ] @) (3 e

v) Z3 =
fz,(z) = [ fx(z-y)- fr()lyldy.

y=—00

I

4 Grenzwertsitze

4.1 Gesetze der grof3en Zahlen

Gesetze der groflen Zahlen sind im wesentlichen Aussagen iiber das Konvergenz-

n
verhalten des arithmetischen Mittels % > X; einer Folge von Zufallsgroen.
i=1

Beispiel:
Ausgangspunkt der Betrachtungen ist ein Bernoulli-Schema, bei dem

das Eintreten eines Ereignisses A mit P(A) = p untersucht wird.
Durch die Vorschrift

{ 1, falls Aim i — ten Versuch eintritt,
X, =
0 sonst

werden Zufallsgroflen X7, ..., X,, definiert.

Es gilt P(X; = 1) = P(A) = p, E(X;) = p, var(X;) = E(X?) -
(E(X:)? =p —p* = p(1 = p).

Die Zufallsgrofie S, Z X; gibt dann die absolute Héufigkeit von

A in n Versuchen an; 81e 1st binomialverteilt mit den Parametern n
und p. Somit folgt E(S,) = np, var(S,) = np(1 — p).

Fiir die relative Haufigkeit H,, := n" von A in n Versuchen ergibt
sich
E(Hn) =Dp, Var(Hn) = Va.r(%) — #V&r(sn) _ @
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Nach der Tschebyschevschen Ungleichung erhélt man daraus
Ve>0: lim P(|H,—p|>¢)=0. (%)
n—oo

(*) wird Gesetz der groflen Zahlen von Bernoulli genannt.

Definition:

Eine Folge (Xj)nen von Zufallsgrofien heifit
konvergent in Wahrscheinlichkeit gegen ac R!, wenn
Ve>0: lim P(|X,—al>¢)=0gilt
n—oo

(Abkiirzung: X, Wkt. , a),
bzw. fast sicher konvergent gegen ac R!, wenn
P(lim X, =a) =1 gilt

n—oo
(Abkiirzung: X, L5 a).

Es gilt: (X, £2— a) = (X,, Wk, ).

Das ,,Gesetz der groflen Zahlen von Bernoulli” besagt somit, dass die relative
Héufigkeit eines Ereignisses A in Wahrscheinlichkeit gegen die Wahrscheinlich-
keit P(A) konvergiert.

Gesetze der grofien Zahlen, die Aussagen iiber die Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit (bzw. die fast sichere Konvergenz) machen, werden schwache Gesetze
der groflen Zahlen (bzw. starke Gesetze der groflen Zahlen) genannt.
Die Tschebyschevsche Ungleichung ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Herleitung
von schwachen Gesetzen der grofien Zahlen.

Satz: (Starkes Gesetz der grofien Zahlen von Kolmogorov)

Es sei (Xg)ken eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufalls-

n
groflen, deren Erwartungswert existiert. Dann gilt %Z X; Ls._,

=1
B(X)).

4.2 Zentrale Grenzwertsitze

Eine Aussage iiber die Konvergenz einer Folge von Verteilungen gegen eine
Grenzverteilung wird Grenzwertsatz (GWS) genannt.
Ein bereits bekanntes Beispiel ist der Grenzwertsatz von Poisson.

Zentrale Grenzwertsitze (ZGWS) machen Aussagen iiber die Konvergenz
gegen eine Normalverteilung.

Im Weiteren sei (X)gen eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufalls-
groflen, deren Varianzen existieren und grofer als Null sind.
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AuBerdem seien E(X1) =: m, var(Xy) =: 0%, S, := X1 + ... + X,.
Dann gilt E(S,,) = nm, var(S,) = no?.

— Sp—nm

Die Zufallsgroflen Z,, werden standardisiert: Z, I

Satz: (ZGWS von Lindeberg-Levy, 1925)

Fiir eine Folge (Xj)ren unabhingiger, identisch verteilter Zufalls-

grofen, deren Varianzen existieren, gilt
lim Fz, (z) = ®(x) vz € RL.
n—oo

n

> X, ist daher unter den oben angegebenen Voraussetzungen fiir hinreichend
i=1

groes n ndherungsweise normalverteilt mit Erwartungswert nm und Varianz

n02.

Folgerung: Satz von Moivre-Laplace

Die Zufallsgrofien Y,,n € N, seien binomialverteilt mit den Pa-

Yn— die Beziehung

rametern n und p. Dann gilt fiir Z, (1 )
np(l—p

lim Fy, (v) = ®(x) VzeR!

d.h., fiir hinreichend grofles n kann die Verteilung einer mit n, p bino-
mialverteilten Zufallsgrofie ndherungsweise durch eine N (np, np(1 —
p))-Verteilung ersetzt werden.

Zum Beweis: Es gilt Y,, = Z X;, wobei die X; unabhéingige, mit dem Parame-
ter p Bernoulli-verteilte Zufallsgroﬁen bezeichnen. O
Zur ndherungsweisen Berechnung der Verteilung von Summen unabhéngiger,

identisch verteilter Zufallsgrofien X;,7 = 1,...,n, deren Varianzen existieren
und grofer als Null sind, kann man wie folgt vorgehen:

. _ a—nm ZXZ—nm b—nm \ ~ b—nm a—nm
P(aﬁZ;ngb)_P<U p g St o) o (L) - (),
—_——
~N(0,1)

Sind die Zufallsgrofien X; diskret verteilt mit ganzzahligen Werten und sind a
und b ebenfalls ganzzahlig, so erhélt man i. Allg. einen besseren Néherungswert
durch die sogenannte

Stetigkeitskorrektur: Fi (a) = @((H(f#nm) :

i
i=1

Mit der Stetigkeitskorrektur ergibt sich

Pla<y X, <b)=Pla-1< % X, <b) = F

i=1 i=1 ®) - FZR? X (@=1)

7 2

=1
b —0.5—
~ 3 FOOTI) — (T

||M:
>
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Beispiel:

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei 100 Miinzwiirfen
mindestens 65-mal die Zahl oben liegt?

Die Zufallsgroie X bezeichne die absolute Haufigkeit des Ereignis-
ses ,,Zahl” bei 100 Wiirfen. X ist binomialverteilt mit n = 100 und
p = 3. Also gilt E(X) = 50, var(X) = 25.

100
Somit ergibt sich P(X >65) = > (")) 5t ~ 0,00176.
k=65
Bei Approximation der Einzelwahrscheinlichkeiten der Binomialver-

teilung durch die Einzelwahrscheinlichkeiten der Poisson-Verteilung
erhilt man
(mit (A = np = 50)

oo

P(X >65) = Y 5050~ (,0236.
k=65

Bei Approximation mittels Normalverteilung (und Anwendung der
Stetigkeitskorrektur) ergibt sich

P(X >65) =1—-P(X <64) 1—@(%) =1—-3(2,9) ~
0,001866.

Mit Hilfe der folgenden Ungleichungen kann der Fehler bei der Approximation
durch die Normalverteilung abgeschétzt werden:

n
> Xi—nm

Fiir unabhiingige, identisch verteilte X;, var(X;) =: 02 > 0 und Z, := 1:17
gilt

su£|FZn(x) - o) < C- mﬁ;—w ( Ungleichung von
xre

Berry-Esseen)

und

E -E 3
[y, () — ®(a)| < K - BOXEXDD

Fiir die Konstanten wurden die Abschiitzungen C' < 0, 7655 (1982),
K < 31 (1981) bewiesen.
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