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1 Einfiihrung

Gegenstand der Vorlesung I
Klassifikation der ,,Entscheidungsprobleme® bzgl. ihrer , Komplexitat®
Teil 1 ,,Komplexitat® = Art der Beschreibung

e verschiedene Formalismen, um ,, Probleme® zu beschreiben

e Vergleich der Formalismen bzgl. Ausdrucksstéirke

e Algorithmen fiir die Manipulation dieser Formalismen

Teil 2 , Komplexitidt® = algorithmischer Aufwand zur Losung des ,,Problems*

e welche Probleme sind durch einen Algorithmus schnell / nur langsam / gar nicht
losbar?

e fiihrt zur wesentlichen Frage P Z NP
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Definition 1.1. Ein Alphabet ist eine endliche, nichtleere Menge (Elemente: ,,Symbole*
oder ,,Buchstaben*)

Beispiele {0,1}, {0,1,...,9}, {a,b,..., 2z}, der ASCII-Zeichensatz

Konvention Alphabete: 3, I’
Buchstaben: a,b,c. ..

Definition 1.2. Sei X ein Alphabet.

Ein Wort dber ¥ ist ein Tupel w = (ay, as, . .., a,) beliebiger Lange mit Eintrdgen in 3.
Linge von w: |w| =n

>* ist die Menge aller Worter iiber X

Beispiele w =(0,1,1,0,1,0,0) € {0, 1}* mit |w| =7
w = (a,b,b,a) € {a,b,...,z}* mit |lw| =4
e=()€X* mit [¢] =0

Konvention ,Wort“ = Wort iiber ¥* wenn ¥ aus Kontext klar oder unwesentlich
iibliche Bezeichnungen: u, v, w
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fir w = (ay, as, ..., a,) schreiben wir auch ayas - - a,
e = () heiit leeres Wort

Definition 1.3. Sei ¥ ein Alphabet.
Eine formale Sprache idiber ¥ ist eine Teilmenge von »*.
L ist eine formale Sprache, wenn es ein Alphabet ¥ gibt, so daf§ L C ¥*.
Beispiele
e Menge der syntaktisch korrekten C-Programme (Alphabet: ASCII-Zeichensatz)
o X* 0, {e}
o {we{0,1}*: Jwly = |w|, }, wobei |w|, die Anzahl der Vorkommen des Buchstaben

a im Wort w bezeichnet

Konvention formale Sprachen: K, L
»Sprache® fiir ,,formale Sprache*



Automaten und Komplexitét 5

Gegenstand der Vorlesung II
Klassifikation der Sprachen bzgl. ihrer ,Komplexitat*
Teil 1 ,,Komplexitit® = Art der Beschreibung

e verschiedene Formalismen, um Sprachen zu beschreiben
e Vergleich der Formalismen bzgl. Ausdrucksstéirke

e Algorithmen fiir die Manipulation dieser Formalismen
Teil 2 ,, Komplexitéit® = Aufwand zur Losung des ,, Wortproblems*

Definition 1.4. Sei L eine Sprache iiber dem Alphabet ¥. Mit Wortproblem fiir L be-
zeichnen wir das folgende algorithmische Problem:

Eingabe: w € ¥*

Frage: Gehort w zu L?

e fiir welche Sprachen ist das Wortproblem durch einen Algorithmus schnell / nur
langsam / gar nicht losbar?

e fithrt zur wesentlichen Frage P Z NP
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2 Regulire Sprachen

Idee/Ziel: Beschreibung eines Systems,
e das sich in endlich vielen Zustdnden befinden kann,
e das beobachtbare Aktionen ausfithren kann

e und dabei Worter (iiber den beobachtbaren Aktionen) akzeptiert bzw. ablehnt.
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2.1 Deterministische Endliche Automaten (DFAs)
Definition 2.1. Ein DFA ist ein Tupel M = (Z,3,¢,0, F') mit folgenden Komponenten:

e 7 ist eine endliche Menge (Elemente: ,,Zustidnde*)
e Y ist ein Alphabet

o 1 € Z (,Initialzustand*)

e §: Z x ¥ — Z (,Uberfithrungsfunktion“)

e ' C Z (,akzeptierende” oder , Finalzustinde*)
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Beispiel 2.2. Z = {29, 21,22}, ¥ ={0,1}, v = 20, F = {20,220} 0

anschaulich:
1 0 0
0 ‘E 2 1 R
(=) (=)
1
Achtung:

e von jedem Zustand mufl es fiir jeden Buchstaben genau eine ausgehende Kante
geben

e es mull genau einen Initialzustand geben
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Definition 2.3. Sei M = (Z,%,,0, F) ein DFA.

1. Seien 2,2/ € Z und w € ¥*. Wir schreiben z = 2/, wenn der in z startende w-
beschriftete Pfad in 2z’ endet

2. Die von M akzeptierte Sprache ist L(M) = {w € ¥* | 3f € F: 1 = f}.
3. Eine Sprache L C ¥* heifit reguldr, wenn es einen DFA M gibt mit L(M) = L.

Beispiel 2.2 (Fortsetzung)
1 0 0

0 SZIZ 1 @ L% 2 € F = 101 € L(M)
AN 10
L— 2z ¢ F=10¢ L(M)
LY 2 € F = 1€ L(M)
L2 €F = c€ L(M)

allgemein: w € L(M) gdw. ¢ = 2 oder ¢ = 2z gdw. w € {1}* oder w enthilt 01
Damit: die Menge der Worter iiber {0, 1}, die keine 0 oder aber 01 enthalten, ist regulér.
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Lemma 2.4. Ser ¥ ein Alphabet und L C 3*.
Ist L regulir, so auch ¥*\ L.

Bewldee:
L regular = es gibt DFA M = (Z,%,.,6, F) mit L = L(M)

betrachte den DFA M’ = (Z,%,1,0,Z \ F). Dann gilt fiir ein beliebiges Wort w € ¥*:

w e L(M') 3 € Z\F: 15
32 ¢ F:1 S
nicht: 32 € F: 1 = 2
w ¢ L(M)

w e X\ L(M)

YN L(M) =¥\ L.

IIMM

Also gilt L(M')

10
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Beispiel 2.2 (Fortsetzung)

1 0 0
3 .06
1

Der DFA M’ sieht wie folgt aus:

1 0 0
O O B

11



Automaten und Komplexitét 12

Lemma 2.5. Seien X ein Alphabet und Ly, Ly C 3*.
Sind Ly und Ly requldr, so auch Ly U Ls.

Beweis durch Beispiel:

Seien M; der linke, M5 der untere und M, der mittlere DFA im Bild auf der folgenden
Seite. Es gelten

L(M,) = {w | w beginnt mit g¢}
L(Ms) = {w | w endet mit g¢}
L(M,) = {w | w beginnt oder endet mit gg} = L(M;) U L(M>)
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Wir haben M, aus M; und M, durch den folgenden Algorithmus erhalten:

'} fall Fy od F.
setze 1! = (11,15), Z' = {/} und F' = {//}  falls 1y € Fy oder 1y € F
0 sonst
solange es (p1,p2) € Z', a € ¥ gibt mit (61(p1,a), d2(p2,a)) ¢ Z'

do 7':=27"U {(51(]71,&),52(]?27@))}

if d1(p1,a) € Fy oder 0d9(py,a) € Fy then F' = F' U
{01(p1.0). 02002 ) }
enddo

fiir (p1,p2) € Z',a € X setze 5,((1717172)7@) = (51(171;@)752(1727&)) 0
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Folgerung 2.6. Seien X ein Alphabet und Ly, Ly C 3*.
Sind Ly und Ly requldr, so auch Ly N Ls.

Beweis:

Ly, Ly regulér
Lemma 2.4 T \ Lla O \ LQ reguléil"
S 34\ LU S\ Ly regulir
Lemma 2.4

—— ¥\ (X" \ Ly UX*\ Ly) regulér
Dies ist aber nach den de Morganschen Regeln gleich Ly N L.

15
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2.2 Nichtdeterministische Endliche Automaten (NFA)

Motivation:
e Aktionen u.U. nicht vollstandig beobachtbar bzw. unterscheidbar
e Vereinfachung der Konstruktionen
Definition 2.7. Ein NFA ist ein Tupel M = (Z,%, 1,6, F') mit folgenden Komponenten:
e 7 ist eine endliche Menge (Elemente: ,, Zustidnde*)
e Y ist ein Alphabet
o [ C Z (,Initialzustéande®)

§: Z x ¥ — P(Z) (,Uberfithrungsfunktion“)

o [ C 7 (,akzeptierende” oder , Finalzustédnde*)
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Beispiel 2.8. 7 = {zy, 21, 22, 2, 21, 24}, X ={o,r}, I = {20, 20}, F = {22, 25}
) g r
20 {21} @
21 {ZQ} @
<2 {z} {2}
2 | {20, 21) {=0}
2| {zp 0
0 0

g,T

@ g @ g . @

g,r

" g @ g @
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Definition 2.9. Sei M = (Z,%, 1,4, F) ein NFA.

1. Seien 2,2 € Z und w € ¥*. Wir schreiben z — 2/, wenn es einen in z startenden
w-beschrifteten Pfad gibt, der in 2’ endet

2. Die von M akzeptierte Sprache ist L(M) ={w e X* | €I, f € F: 1> f}.

Beispiel 2.8 (Fortsetzung)

g,r
g N g
—~(=) {3) ()
zh = 20
22 2 und 2 5 2
ALy 20 % 2, gdw. w beginnt mit
0 — 22 gdw. w beginnt mit ¢g
w.
2y — 25 gdw. w endet auf gg

bt D@

Daher ist L(M) die Menge der Worter, die mit ¢g beginnen oder auf ¢ enden



