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3.4 Der CYK-Algorithmus

Ziel: effizienter Algorithmus, mit dessen Hilfe bei Eingabe eines Wortes w entschieden
werden kann, ob es von der kontextfreien Grammatik G erzeugt wird.
1. Idee: probiere aus, eine Ableitung zu konstruieren, die mit S beginnt und mit w endet

1. Aber dann ist nicht klar, wann man aufgeben soll. (Aufgrund der leeren rechten
Seiten kann es sehr lange Ableitungen mit sehr kurzem Ergebniswort geben).
BSp.I S — A1A17 Az — Ai+1Ai+1 fir alle 1 <1< n, An — E.

Dann gilt S =* ¢, aber die einzige Ableitung hat die Linge 2! — 1.

2. selbst wenn es keine leeren rechten Seiten gibt, gibt es noch immer exponentiell
viele auszuprobierende Ableitungen.

BSp.Z S — Al | Bl, Az — Ai+1 | Bi+1 und B, — Ai+1 | Bz’—|—1 fir alle
1<i<n, A, —a, B, —a.
Es gibt 2" viele Ableitungen, die alle die Lénge n 4+ 1 haben.
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2. Idee: versuche, die Teilworter systematisch zu erzeugen.
Sei G = (N, X, S, P) eine kontextfreie Grammatik und w = ayas - - - a,, € 3.
Firl1</<nund1<i<n-—/¢+1sec

U@g = {X eEN | X :>*G Q;iq1 - CLi_:,_g_l}

die Menge der Nichtterminale, aus denen das Teilwort der Lénge ¢, das an der Stelle ¢
beginnt, abgeleitet werden kann.

Beispiel 3.4. w = aabcbc und G hat die folgenden Regeln:

S — AD | FG A—=a B—b C—c
D — SE | BC E — BC F— AF |a G— BG|CG|b

Dann gelten
L Ull = U21 - {A7 F}7 U31 - U51 - {B7G}7 U41 - U61 = {C}
L4 U12 - {F}7 U22 - {5}7 U32 - {-D7E}7 U42 - {G}7 U52 - {DvE}
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Es gilt offensichtlich w € L(G) <= S € Uy, d.h. wir miissen die Menge U, ,, berechnen.
Hierzu werden wir zunéchst alle Mengen U, ; berechnen, dann alle Menge U, o usw.

Bei der Berechnung von U;, miissen wir also fiir jedes X € N herausfinden, ob X €
Ui gilt. Dazu werden wir nicht versuchen, aus X das Wort a;a;11 - - - aj1—1 abzuleiten.
Vielmehr werden wir die Mengen Uj; mit k& < ¢ verwenden. D.h. wir verwenden das
Verfahren der dynamischen Programmierung.

Dies funktioniert einfacher, wenn wir eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform
verwenden (was nach Satz 3.2 ja immer moglich ist).
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Beobachtung. Sei G = (N, X, S, P) kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform,
XeNundw=aay --a, €X"

Dann gilt X € Uy, (d.h. X =§ w) genau dann, wenn
e n=1und X — w € P oder
e n>1undesexistieren 1 <k <nund X = YZ € PmitY =} ajay---a; und
Z = pqr oy, A0 Y € Uy und Z € Upgy - (k1)
Allgemeiner gilt X € U, , genau dann, wenn
e /=1und X — a; € P oder
e/>1lundesgibt X = YZ € Pund1 <k < {mitY ={ aa;41---a;4, und

Y =4 igrr1Givnre - Gipe, &Y € Ui und Z € Usypgae— i1

Damit kann U, , leicht aus den Mengen U, ;, mit k& < £ berechnet werden.
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Damit erhalten wir den CYK-Algorithmus:

Eingabe: kontextfreie Grammatik G = (N, 3, S, P) in Chomsky-Normalform
nichtleeres Wort w = ajay---a, € 2

Ausgabe: ja“, falls w € L(G), ,nein“ sonst

(1) fiir alle 1 <i <nsetze Uj; ={X € N|X —aq, € P}

(2) fir alle2 </ <n

(3) firallel <i<n—/(+1

(4) Ui’g = {X eN | X —-YZ e P 1< k</lmitY € U@k und Z € Uk-i-l,é—(k—f—l)}
(5)

5) falls S € Uy, so gib ,,ja* aus, sonst ,nein®

Bemerkung. Der CYK-Algorithmus mu O(n?) viele Mengen U; , berechnen.
Die Berechnung von U, ; betrachtet O(|G|) viele Regeln X — Y Z und O(n) viele Zahlen k.

Der Algorithmus lduft also in Zeit O(|G| - |w]?).



Automaten und Komplexitét

Beispiel 3.4 (Fortsetzung) w = aabcbe und G hat die folgenden Regeln:

S— AD | FG A—a B —=b C—c
D — SE | BC E — BC F— AF |a G—BG|CG|b
a a b c b c a a b c b

(=1 Ul,l U2,1 U3,1 U4,1 U6,1 U6,1 ‘

(=2 |Uy | Uy | Usa | Usp | Usp

(=3 |Uz| U3 | Ussz | Uss
(=4 |Upy | Uyy | Usy
/=5 U175 U275
(=6 [T
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a a b c b c
AF|AF | BG| C | B,G C\
F S |D,E| G |DFE
S S
S
S D
S

Wegen S € Uy ¢ gilt also w € L(G).
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3.5 Kellerautomaten

1. Frage: Wir haben gesehen, dafl kontextfreie Sprachen nicht unbedingt durch NFAs
akzeptiert werden konnen (Bsp.: {a™b™ | m € N} ist kontextfrei, aber nicht regulér).
Wie miissen wir die NFAs erweitern, um alle kontextfreien Sprachen (aber auch nicht
mehr) akzeptieren zu kénnen?

2. Frage: Wir haben gesehen, daf§ mittels CYK-Algorithmus fiir jede kontextfreie Gram-
matik G und jedes Wort w in polynomieller Zeit entschieden werden kann, ob w € L(G)
liegt. Im positiven Fall wird in derselben Zeit auch ein Ableitungsbaum konstruiert (was
fiir Compiler sehr hilfreich ist).

Fiir eine feste kontextfreie Grammatik in Chomsky-NF benétigt der Algorithmus O(|w|?)
viele Schritte.

Kann man (zumindest fiir gewissen kontextfreie Sprachen) schnellere Algorithmen ange-
ben?
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Definition. 1. Ein Kellerautomat (mit Endzustinden) (PDA) ist ein Tupel M =
(Q,%, T, 1, 4,0, F), wobei

e () eine endliche Menge von ,,Zustdnden®,

e Y und I Alphabete (,Eingabe-* bzw. Kelleralphabet®),
e € () der ,Initialzustand®,

e # c I' das ,,Kellerstartsymbol“,

o 0: Qx(BU{e}) xT' = P(QxT") mit 6(¢, z, A) endlich f.a. g € Q, v € YU {e}
und A € I' die ,,Uberfithrungsfunktion* und

e [ C () die Menge der ,,Endzustdnde” sind.

2. Eine Konfiguration von M ist ein Tupel (¢, w,y) € Q@ xX*xI'* wobei ¢ der ,,aktuelle
Zustand®, w das ,noch zu lesende Wort* und ~ der , Kellerinhalt® ist.

3. Firg,qd € Q, w,w' € ¥*, A€’ und v,7" € I'* setzen wir
(¢, w, Ay) F (¢',w',7'v),
falls es a € ¥ U {e} gibt mit
w = aw’ und (¢',') € §(q,a, A).
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4. Fir Konfigurationen K und K’ schreiben wir
KFH K,
wenn es n € N und Konfigurationen Ky, K1, --- , K,, gibt mit

K=KyF-K+F---+FK,=K".

5. Der PDA M akzeptiert das Wort w € ¥*, wenn es f € F und v € I'* gibt mit

(L7 w? #) |_* (f? 877) °

Sei L(M) C ¥* die Menge der von M akzeptierten Worter.
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Beispiel. Sei 3 = {a,b} und M = (Q, %, T, ¢, #,0, F') der PDA mit

e Q=1{q,q,q0} ® L = qo,
e ¥ ={a,b} o F'={q}
o I'={A B #
d(qo, -, -) a b €
A {(q0, AA)}  {(q,BA)} {(q,A)}
B {(90,AB)} {(q,BB)} {(a1,B)}
iz {(q0, A#)}  {(q0. B#)} {(q1,#)}
aqiy--) a b €
A {(q1,8)} 0 0
B 0 {(q1,9)} 0
- 0 0 {(g2,6)}

go,z, X) =0 furallex e XU {e}, X €T

104
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2 2 0
HH o
A s
F oo
o
N
o

b,A| BA
b,B | BB
b, # | B#

Dann gilt

(QO7 abba, #) - (q07 bbau A#) - (Qh bba? A#)
(qo, abba, #) F (qo, bba, A#) = (qo, ba, BA#) & (q1, ba, BA#)
- (q17 a, A#) + (q1a g, #) F (Q2; g, 5)

Also haben wir abba € L(M) und allgemeiner L(M) = {ww’ | w € ¥*}
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Lemma 3.5. Aus einer kontextfreien Grammatik G kann ein Kellerautomat M berechnet

werden mit L(G) = L(M).
Konstruktion. Idee:

e crzeuge (nichtdet.) ein Wort von L(G) auf dem Keller und vergleiche es mit der
Eingabe

e da PDAs nur Zugriff auf das oberste Kellersymbol haben, muf3 Erzeugung und
Vergleich im Reifiverschlufiverfahren erfolgen.

Sei G = (N, %, S, P).
Konstruiere M = (Q, X, T, ¢, #,0, F') mit

e Q={, [},
e '=NUXU{#, 1},
o FF={f},
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e §(,e,#) ={(t,SL)} (Initialisierung)

S(t,e, A) ={(t,7) | (A=) € P} (steht A € N auf dem Keller, so expandiere
es geméif einer Regel)

3, a,a) ={(r,e)} (steht a € ¥ auf dem Keller, so vergleiche es
mit ndchstem Eingabesymbol)
Ie,e, L) ={(f,e)} (Abschluf)

6(t,e,a) = 6(¢,a,b) = 6(t,a,B) = 6(f,2,X) =0 fa. a,b € ¥ mit a #b, A€V,
reXxU{e}, Xerl

[
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Beispiel. Wir betrachten die kontextfreie Grammatik G = (N, %, S, P) mit N = {S}

und ¥ = {0, 1}, wobei P die folgenden Regeln enthilt:

PDA-Berechnung
(¢,001011, #)

- (1,001011, SL)

- (1,001011,051.L)

t,01011,S11)

1,01011,01S11)

1,1011,151.1)

1,011, S1.1)

1,011,011.1)

(,11,111)

T T T T T T 7T 7T T
A?AAA/-\AA/-\/-\
\'(7)
E

S — 0S1S
S — 051

Ableitung der Grammatik

S
=4 051

= 00151

= 001011

S — 01S
S — 01

Die Expansionsschritte des
PDA entsprechen also den
Ableitungsschritten  der
kontextfreie Grammatik.
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Bemerkung. Angenommen, alle rechten Seiten von G gehoren zu 3 N*. Dann besteht
jede Berechnung des PDA aus abwechselnden Expansions- und Vergleichstransitionen
(abgesehen von Initialisierung und Abschluf}). Dann kénnen diese zusammengefafit wer-
den (an Stelle von z.B. (¢, aw, Ay) & (t,aw,aBCD~) F (t,w, BCD~) mache in einem
Schritt (¢, aw, Ay) F (¢, w, BCD~)).

Zusétzlich kommt man dann mit einem Zustand und ohne Initialisierung und Abschluf3
aus.

die gute Nachricht: Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es eine kontextfreie Gram-
matik G’ in ,,Greibach-Normalform* mit L(G’") = L(G) \ {¢}.

Satz 3.6. Sei L C X*. Dann sind dquivalent
(1) L ist kontextfrei.
(2) es gibt einen PDA M mit L = L(M).

(3) es gibt einen PDA M mit nur einem Zustand und ohne e-Transitionen mit L(M) =

L\ {e}.
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Definition. Ein PDA M = (Q, %, [, ¢, #,6, F') ist deterministisch, wenn fiir alle ¢ € @,
a€Xund A €T gilt
16(q,a, A)| + 10(g, e, A)] < 1.

Bemerkung. e Ist M det. PDA und w € ¥*, so kann in linearer Zeit entschieden
werden, ob w € L(M).

e Aus einem det. PDA M kann ein det. PDA M’ berechnet werden mit L(M') =
¥*\ L(M).

Fiir beliebige PDAs gilt dies nicht, da z.B. das Komplement der kontextfreien Spra-
che L = {a*b’c™ | k = { oder ¢ = m} nicht kontextfrei ist.

Damit kann aber diese kontextfreie Sprache nicht von einem det. PDA akzeptiert
werden (aber natiirlich von einem nichtdet.).
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3.6 Analyse kontextfreier Sprachen

(vgl. Kapitel 2.6 iiber die Analyse regulérer Sprachen)

Wir diskutieren Verfahren, die die folgenden Fragestellungen bzw. Probleme fiir kontext-
freie Sprachen entscheiden. Dabei nehmen wir an, dafl kontextfreie Sprachen als kontext-
freie Grammatiken gegeben sind.

o Wortproblem: Gilt w € L fiir eine gegebene kontextfreie Sprache L und w € ¥*7

e Leerheitsproblem: Gilt L = () fiir eine gegebene kontextfreie Sprache L?

e FEndlichkeitsproblem: Ist eine gegebene kontextfreie Sprache L endlich?
Bemerkung. Wir haben auch Verfahren kennengelernt, die die folgenden Problem losen:

e Disjunktheitsproblem: Gilt L; N Ly = () fiir gegebene requldre Ly, Ly?

o [Inklusionsproblem: Gilt Ly C Lo fiir gegebene requlire Ly, Ly?

° Aquivalenzproblem: Gilt Ly = Ly fiir gegebene regulire Ly, Lo?

Die entsprechenden Problem fiir kontextfreie Sprachen sind nicht algorithmisch l6sbar.
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Wortproblem

Eingabe: kontextfreie Grammatik G und w € ¥*
Frage: w € L(G)?

Verfahren:
Wandle G in Chomsky-Normalform um.
Wende CYK-Algorithmus an.

Zeitbedarf: polynomiell in G und w

112
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Leerheitsproblem

Eingabe: kontextfreie Grammatik G
Frage: L(G) = (7

Verfahren:

Wandle G in Chomsky-Normalform um (mgl. nach Satz 3.2, Ergebnis: G’ = (N, 3, S, P))
Wy ={AeN|JweX:(A—-w)eP}
for i =0 to |N| do
Wi =W,U{Ae N |Jwe (EuUW,)*: (A—w)e P}
endfor
if S € Wyj41 then return ,L(G) # 0“ else return ,L(G) = 0«

Zeitbedarf: polynomiell in G
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Beispiel:

Sei G die kontextfreie Grammatik (in Chomsky-Normalform) mit den folgenden Produk-
tionen:

S — AC A — BC
B—CA|b C— DA |a

Wir haben

1. Wy =1{B,C},

2. Wy ={A,B,C} und

3. Wy = Wy = Wy = Ws = {S, 4, B,C).
Also gibt der Algorithmus ,, L(G) # 0“ aus.

dies ist korrekt, denn:

1. B=bund C = a
2. A= BC =" ba

3. S = AC =" baa
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Endlichkeitsproblem

Eingabe: kontextfreie Grammatik G
Frage: L(G) endlich?

Verfahren:
1. Wandle G in Chomsky-Normalform um (mgl. nach Satz 3.2, Ergebnis: G’ = (N, %, S, P))

2. Sei W = Winj41 € N die im 2. Verfahren fiir das Leerheitsproblem berechnete
Menge

3. Fiir A,B € W setze (A, B) € E falls es u,w € (W UX)* gibt, so da A — uBw
Regel von G ist.

4. Teste, ob es A € W gibt, so dal der gerichtete Graph (W, E)
e Pfad von S nach A enthilt und

e A auf einem Kreis liegt.

5. Wenn dies der Fall ist, so gibt ,, L(G) ist unendlich“ aus, sonst ,, L(G) ist endlich.
Zeitbedarf: polynomiell in GG
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Beispiel:

G ist die kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform mit den folgenden Produk-
tionen:

S — AC A— BC
B—CA|b C— DA|a

Dann gilt W = {A, B,C, S} und die Kantenrelation F ist
E= {(Sv A>7 (57 0)7 (Av B)? (A7 C), <B7 0)7 (Ba A)}

Damit gilt S XA5B5 A
Also gibt das Verfahren ,, L(G) unendlich® aus.

dies ist korrekt, denn:
S=—= AC = BC(C = CACC =" C"AC"C =" a" baa" a

gilt fiir alle n > 1.
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3.7 Eine Anwendung: Verifikation

Im Kapitel 2.7 haben wir gesehen, wie die formalen Sprachen fiir die Verifikation einge-
setzt werden konnen.

Die Idee war, das zu verifizierende System und die unerwiinschte Eigenschaft als Sprachen
Lsys bzw. Lgye. zu modellieren und dann zu testen, ob Lgys N Lgpe. = () gilt.

Sind diese Sprachen beide regulér, so konnten wir diesen Test algorithmisch durchfiihren
(Stichworte: Lgys N Lgpe ist regulér, Leerheitsproblem fiir regulédre Sprachen kann gelost
werden).

Ist das System aber rekursiv (d.h. gibt es darin Routinen, die sich selber aufrufen), so
ist Lgys i.a. nicht regulér, sondern kontextfrei. Das Disjunktheitsproblem fiir kontextfreie
Sprachen ist algorithmisch nicht 16sbar.

Aber die Sprache Lg,.. ist oft weiterhin regulér.

Frage: Konnen wir das Disjunktheitsproblem wenigstens fiir eine kontextfreie und eine
regulére Sprache algorithmisch l6sen?
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Lemma 3.7. Aus einem Kellerautomaten M; und einem DFA Ms kann ein Kellerauto-
mat Mn berechnet werden mit L(Mp) = L(My) N L(M,).

Beweis durch Beispiel:

PDA M,
a, A | AA b, A| BA
a,B | AB b, B | BB a,Ale
a#| A%\ )b#|B# bBle
P a,A| A qu a,# | e @
a,B| B

DFA Ms:
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Idee: Lasse M; und M, parallel laufen (vgl. Lemma 2.5, d.h. Kreuzproduktkonstruktion
fiir NFAs)

PDA My

b,A| BA

b,B | BB

’ a,A| A

b# | BH e
a, A| AA a, A| AA
a,B| AB a,B|AB a,Ale
04 | A# ot | A%

b, A| BA Z’éig

b, B | BB ’

b, # | Bt
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Allgemein kann My = (Q, X, T, ¢, #,0, F) aus My = (Q1,%,T, 11, #,01, F1) und My =
(Q2, 2, Lo, 09, Fy) wie folgt bestimmt werden:

Q=Q1 xQ
L= (t1,t9)
0((p1,p2),a, A) = d(p1,a, A) X {d2(p2, a)}
6((p1,p2) e, A) = d(p1, €, A) x {pa}
F=F xF

fiir alle p; € Q1, p2o € @2, a € Y und A €T ]
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Disjunktheitsproblem fiir PDA und NFA

Eingabe: PDA M; und NFA M,
Frage: Gilt L(M;) N L(My) = (7

Verfahren:
0. Berechne DFA M) mit L(My) = L(M)).
1. Berechne PDA Mn mit L(Mp) = L(My) N L(Ms).
2. Berechne kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L(Mp).
3. Teste, ob L(G) = 0.
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Bemerkung. 1. Idee von Lemma 3.7 erlaubt es auch, polynomiell groen PDA Mn
aus PDA M; und NFA M, zu bestimmen. Damit wird Schritt 0 unnotig und M
ist polynomiell grof3

2. kontextfreie Grammatik G' kann in polynomieller Zeit bestimmt werden (,, Tripel-
Konstruktion*)

Damit kann Disjunktheitsproblem fiir PDA und NFA in polynomieller Zeit gelost werden.
Dies erlaubt es, die Verifikation wie im Kapitel 2.7 angedeutet, auf rekursive Systeme zu
erweitern.
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Zusammenfassung kontextfreie Sprachen

e dquivalente Beschreibungsformen: kontextfreie Grammatiken (in Chomsky-Normalform),
PDAs

e Abschlufleigenschaften: Vereinigung, Produkt, Iteration

e Nicht-Abgeschlossenheit unter Schnitt und Komplement (aber Schnitt von kontext-
freier und regulérer Sprache ist kontextfrei!)

e Nicht-Kontextfreiheitsbeweise: Pumpinglemma fiir kontextfreie Sprachen

e Algorithmen fiir Wort-, Leerheits- und Endlichkeitsproblem (und Disjunktheitspro-
blem fiir PDA und NFA)

e Anwendung in Verifikation



