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5 Komplexitatstheorie

Wir kennen Probleme, die durch keinen Algorithmus gelost werden kénnen (die nicht
entscheidbar bzw. nicht einmal semi-entscheidbar sind).

In diesem Kapitel betrachten wir nur entscheidbare Probleme.

In anderen Vorlesungen haben Sie gelernt, solche Probleme moglichst effizient zu losen
(Stichwort: divide-and-conquer, dynamische Programmierung, etc.) und ihren Resourcen-
verbrauch abzuschétzen (Stichwort: O-Notation).

Fragen: Kann jedes entscheidbare Problem ,effizient” gelost werden oder gibt es ent-
scheidbare Probleme, deren Losung notwendigerweise ,,ineffizient” ist? Was heifit hier
eigentlich , effizient*?
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Definition (deterministische Komplexitétsklassen). Sei f: N — N eine monotone Funk-
tion und L eine Sprache. Dann ist L in Zeit O(f(n)) entscheidbar, wenn es eine det. TM
M und d,e € N gibt mit:

e M akzeptiert L, d.h. L = L(M).

e Fiir jede Eingabe w € ¥* hélt M nach hochstens d- f(Jw|)+e vielen Rechenschritten.

Die Sprache L ist in Polynomialzeit entscheidbar, wenn es ¢ € N gibt, so daf§ L in Zeit
O(n®) entschieden werden kann. Die Komplexititsklasse P umfafit die Sprachen, die in
Polynomialzeit entscheidbar sind.

Die Sprache L ist in Fxponentialzeit entscheidbar, wenn es ¢ € N gibt, so dal L in Zeit
0(2"6) entschieden werden kann. Die Komplexitétsklasse EXPTIME umfafit die Sprachen,
die in Exponentialzeit entscheidbar sind.

Die Sprache L ist in doppelter Exponentialzeit entscheidbar, wenn es ¢ € N gibt, so dafl L in Zeit

O(QTLC) entschieden werden kann. Die Komplexitétsklasse 2EXPTIME umfafit die Sprachen, die
in doppelter Exponentialzeit entscheidbar sind.

c
2”
Die Sprache L ist in dreifacher Exponentialzeit entscheidbar, wenn es ¢ € N gibt, so dafl L in Zeit 0(22 ) entschieden werden kann. Die

Komplexitdtsklasse 3EXPTIME umfa83t die Sprachen, die in dreifacher Exponentialzeit entscheidbar sind.
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erweiterte Church-Turing-These Eine Sprache L C ¥* kann genau dann durch einen
effizienten Algorithmus entschieden werden, wenn L in Polynomialzeit entschieden werden
kann.

Bemerkung. Dies ist eine erste Naherung des Begriffs , effizient entscheidbar®, die aber
sehr angreifbar ist:

e Ist ein Algorithmus, der Zeit n'%° benétigt, , effizient“?

e Erist doch (fiir alle sinnvollen Eingabegroen) langsamer als einer, der Zeit 1,00001™
bendtigt.

Ihr Vorteil: Verwendet man ein anderes Algorithmenmodell (Mehrband-TM, Registerma-
schine, Random Access Machine, ...), so erhélt man u.U. schnellere Algorithmen (Bsp.:
jede Mehrband-TM kann in eine dquivalente det. TM iibersetzt werden. Verwendet die
Mehrband-TM Zeit f(n), so verwendet die det. TM Zeit f(n)?). Aber die Laufzeitunter-
schiede sind immer durch ein Polynom beschreibbar. Daher erhélt man dieselben Klassen

P, EXPTIME, ...
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Beispiel 5.1. Wir betrachten aussagenlogische Formeln wie z.B.
(371 V ) V _\ZL'3) A (l‘l V L9 V [L’3) VAN (_|[I,'1 V i) V _'373) VAN (_'$1 vV X9 V ZL’3) .

Solche Formeln lassen sich z.B. durch Wérter iiber dem Alphabet ¥ = {z,V,A,—,), (}
kodieren (die atomare Formel x; wird durch das Wort 2" kodiert).

Zur Erinnerung: Eine aussagenlogische Formel ¢ ist erfiillbar, falls es eine Belegung der
atomaren Formeln mit 0,1 gibt, so daf} die gesamte Formel sich zu 1 auswertet.

Das FErfillbarkeitsproblem SAT C ¥* der Aussagenlogik ist die Menge der erfiillbaren
aussagenlogischen Formeln.

Beobachtung: Die Sprache SAT ist in EXPTIME.

Begriindung: Sei ¢ eine aussagenlogische Formel, in der héchtstens die atomaren For-
meln xy,xs, ..., x, vorkommen.

Die Erfiillbarkeit kann getestet werden, indem jede Belegung der n atomaren Formeln
mit 0 und 1 {iberpriift wird.

Die Uberpriifung einer einzelnen Belegung kann in polynomieller Zeit ausgefithrt werden.
Da es 2" viele Belegungen gibt, ist man insgesamt in exponentieller Zeit fertig. L]
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Beispiel 5.2. Wir betrachten gerichtete endliche Graphen G = (V, E) (d.h. E CV x V).
Diese Graphen konnen iiber dem Alphabet 3 = {0, 1} kodiert werden (dhnlich wie die
Codes von Turingmaschinen)

Ein Hamiltonkreis ist eine Nummerierung der Knoten von G, so daf}
e aufeinanderfolgende Knoten durch eine Kante verbunden sind und
e cs eine Kante vom letzten zum ersten Knoten gibt.

Z.B. haben die ersten beiden Graphen keinen Hamiltonkreis, der letzte hingegen hat
einen:
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Das Hamiltonizitdtsproblem DHC C »* ist die Menge der Graphen, die einen Hamilton-
kreis besitzen.

Beobachtung: Die Sprache DHC ist in EXPTIME.
Begriindung: Sei G = (V, E) ein endlicher gerichteter Graph.

Die Existenz eines Hamiltonkreises kann getestet werden, indem jede der Aufzéhlungen
der Knoten iiberpriift wird.

Die Uberpriifung einer einzelnen Aufzihlung kann in polynomieller Zeit ausgefiihrt wer-
den. Da es n! < 2" viele Aufzéhlungen gibt, ist man insgesamt in exponentieller Zeit
fertig. L]
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Beispiel 5.3. Wir betrachten ungerichtete endliche Graphen G = (V, E) (d.h. E C V' xV
ist symmetrich). Diese Graphen konnen iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1} kodiert werden
(ahnlich wie die Codes von Turingmaschinen)

Eine legale 3-Fdrbung ist eine Abbildung der Knoten von G in die Menge {rot, gelb, blau},
so dafl benachbarte Knoten unterschiedliche Farben bekommen.

Das 3-Fdrbbarkeitsproblem 3C C ¥* ist die Menge der Graphen, die eine legale 3-Farbung
besitzen.

Beobachtung: Die Sprache 3C ist in EXPTIME.
Begriindung: Sei G = (V, F) ein endlicher ungerichteter Graph.

Die Existenz einer legalen 3-Farbung kann getestet werden, indem jede Féarbung der
Knoten iiberpriift wird.

Die Uberpriifung einer einzelnen Firbung kann in polynomieller Zeit ausgefithrt werden.
Da es 3" viele Farbungen gibt, ist man insgesamt in exponentieller Zeit fertig. L]
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Beispiel 5.4. Wir betrachten gerichtete endliche Graphen G = (V, E) (d.h. E C V x V),
zusammen mit einer Abbildung /: F — N., und einer Zahl L. € N. Diese Graphen kénnen
iiber einem geeigneten Alphabet ¥ kodiert werden.

Eine Rundreise ist ein Kreis in GG, der alle Knoten enthélt und insgesamt die Lange < L
hat (d.h. die Summe der Langen ¢(e) aller im Kreis enthaltenen Kanten e).

Das Rundreiseproblem (neudeutsch: Traveling Salesman Problem) TSP C ¥* ist die Men-
ge der Graphen, Lingenabbildungen und maximalen Léngen, die eine Rundreise besitzen.

Beobachtung: Die Sprache TSP ist in EXPTIME.
Begriindung: Sei G = (V, E) ein endlicher gerichteter Graph, ¢: F — Ny und L € N.

Die Existenz einer Rundreise kann getestet werden, indem alle Kreise der Liange < L
iiberpriift werden.

Die Uberpriifung eines einzelnen Kreises kann in polynomieller Zeit ausgefiihrt werden.
Da es < |E|F viele Kreise der Linge < L gibt, ist man insgesamt in exponentieller Zeit
fertig. L]
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Viele ,natiirliche® Probleme sind also in EXPTIME. Damit sind sie entscheidbar, aber
bisher haben wir keinen ,effizienten“ Algorithmus fiir ihre Entscheidung angegeben.

Vielmehr hatten all unsere Beispielalgorithmen die Form ,,Uberpriife alle ..., wobei
e es exponentiell viele zu iiberpriifende Kandidaten gab und

e jeder einzelne Kandidat in polynomieller Zeit iiberpriift werden konnte.

nichtdeterministischer ,, Algorithmus*:
e rate einen Kandidaten
e iiberpriife diesen.

Dieser Algorithmus lduft in polynomieller Zeit.
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Definition (nichtdeterministische Komplexitétsklassen). Sei f: N — N eine monotone
Funktion und L eine Sprache. Dann ist L nichtdeterministisch in Zeit O(f(n)) entscheid-
bar, wenn es eine nichtdet. TM M und d, e € N gibt mit:

e M akzeptiert L, d.h. L = L(M).

e Fiir jede Eingabe w € ¥* hilt M auf jeden Fall nach hichstens d - f(Jw|) + e vielen
Rechenschritten.
(dabei kann es passieren, dafl w € L liegt, die NTM M aber ,falsch geraten* hat
und damit nicht in einer akzeptierenden Haltekonfiguration ist.)

Die Sprache L ist nichtdeterministisch in Polynomaialzeit entscheidbar, wenn es ¢ € N gibt,
so daB L nichtdeterministisch in Zeit O(n°) entschieden werden kann. Die Komplexitéts-
klasse NP umfafit die Sprachen, die nichtdeterministisch in Polynomialzeit entscheidbar
sind.

Die Sprache L ist nichtdeterministisch in Ezponentialzeit entscheidbar, wenn es ¢ € N
gibt, so dafl L nichtdeterministisch in Zeit 0(2”6) entschieden werden kann. Die Komple-
xitdtsklasse NEXPTIME umfafit die Sprachen, die nichtdeterministisch in Exponentialzeit
entscheidbar sind.
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Auf Seite 133 haben wir gesehen, dafl jede NTM durch eine dquivalente det. TM ersetzt
werden kann. Man kann zeigen, dafl diese hochstens exponentiell mehr Zeit benotigt.
Daher erhalten wir

P C NP C EXPTIME C NEXPTIME C 2EXPTIME - - -

Beispiel 5.1 (Fortsetzung). Die Sprache SAT gehort sogar zu NP.

Begriindung: Sei ¢ eine aussagenlogische Formel, die héchstens die atomaren Formeln
r1,To, ..., T, verwendet.

eine NTM geht wie folgt vor:

o fiir alle 1 <i < nrateb; € {0,1} und ersetze alle Vorkommen der atomaren Formel
x; in ¢ durch das Bit b;.

e Danach werte die Formel (die jetzt keine atomaren Formeln mehr enthélt) aus.

e Ergibt sich dabei 1, so gehe in einen akzeptierenden Zustand und halte an
ergibt sich 0, so gehe in einen nicht-akzeptierenden Zustand und halte an.
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Es gilt: diese nichtdet. TM kann genau dann in einem akzeptierenden Zustand anhalten,
wenn Formel ¢ erfiillbar ist. Sie erkennt also SAT.

Gleichzeitig wird sie garantiert in polynomieller Zeit anhalten. L]

Beispiel 5.2 (Fortsetzung). Die Sprache DHC gehort sogar zu NP.
Begriindung: Sei G = (V, E) ein endlicher gerichteter Graph.
eine NTM geht wie folgt vor:

e Rate einen Nummerierung der Knoten.

e Uberpriife, ob aufeinanderfolgende Knoten durch eine Kante verbunden sind (und
ebenso der letzte und der erste).

e [st dies der Fall, so gehe in einen akzeptierenden Zustand und halte an
ist es nicht der Fall, so gehe in einen nicht-akzeptierenden Zustand und halte an.

Es gilt: diese nichtdet. TM kann genau dann in einem akzeptierenden Zustand anhalten,
wenn der Graph G einen Hamiltonkreis enthélt. Sie erkennt also DHC.

Gleichzeitig wird sie garantiert in polynomieller Zeit anhalten. L]
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Beispiele 5.3 und 5.4 (Fortsetzung). Analog kann gezeigt werden, dafi die Spra-
chen 3C und TSP zu NP gehéren: Eine NTM rét eine ,,Losung® und priift dann, daf§ es
tatsichlich eine ist. Dies kann in polynomieller Zeit geschehen. L]

Fiir den Fakt 3C € NP geben wir jetzt noch einen anderen Beweis an.

Sei G = (V, E) ein endlicher ungerichteter Graph, z.B. der folgende:

2 4 Hieraus konstruieren wir eine aussagenlogische Formel ¢, die
genau dann erfiillbar ist, wenn G 3-farbbar ist. Dabei verwen-
den wir fiir jeden Knoten ¢ die atomaren Formeln r;, g; und
b; (die bedeuten sollen, dal der Knoten i rot, gelb bzw. blau
gefiarbt wird). Die Formel ¢¢ ist dann die Konjunktion der

1 3 folgenden Teilformeln:

e 1, Vg Vb firallel <:<4 (,der Knoten i hat eine Farbe*)

o (1 Agi) N=(r; ANb;) A=(gi A by) fiir alle 1 <i <4
(,der Knoten ¢ hat nicht zwei Farben®)

o —(r; Ar;) A=(gs Agj) A—(b; Aby) fiir alle Kanten (i, §)
(,benachbarte Knoten haben verschiedene Farben*)
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Es gelten:

e Der Graph G ist genau dann 3-farbbar, wenn die Formel ¢ erfiillbar ist.

e Die Formel g kann in polynomieller Zeit aus dem Graphen G berechnet werden.
Eine NTM, die in polynomieller Zeit 3C akzeptiert, geht also wie folgt vor:

1. Berechne aus dem Graphen G die Formel .

2. Starte eine NTM, die die Erfiillbarkeit von g testet, d.h. die testet, ob g € SAT
gilt.

Damit haben wir tatsachlich 3C € NP. L]
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Dieses Vorgehen kann verallgemeinert werden:

Definition. Seien A, B C ¥*. Eine Funktion f: ¥* — ¥* heifit Polynomialzeitreduktion
von A auf B, wenn gilt:

e Es gibt eine TM, die aus w € ¥* in polynomieller Zeit f(w) berechnet.
e Firallew e ¥ gilt we A <— f(w) € B.
Wir schreiben A <p B fiir ,jes gibt eine Polynomialzeitreduktion von A auf B*.

Wir haben gesehen, dal 3C <p SAT gilt. Aus der Polynomialzeitreduktion und einer
NTM, die SAT in nichtdet. Polynomialzeit entscheidet, haben wir eine NTM konstru-

iert, die 3C in nichtdet. Polynomialzeit entscheidet. Allgemeiner erhélt man analog zum
Satz 4.4:

Satz 5.5. Seien A, B C X* mit A <p B.
e [st Be P, so gilt auch A € P.

e /st B € NP, so gilt auch A € NP.
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Zwischenzusammenfassung

e Wir hatten uns die Frage gestellt, ob alle entscheidbaren Probleme , effiziente* Algo-
rithmen besitzen. Im Angesicht der Komplexitétsklassen EXPTIME usw. schrinken
wir uns auf natiirliche Probleme ein.

e Sehr viele natiirliche Probleme liegen in der Komplexitatsklasse NP.

e Die Frage, ob es fiir diese ,effiziente“ Algorithmen gibt (d.h. ob sie vielleicht in P
liegen), haben wir nicht beantwortet.

Wir werden zeigen: Hat man fiir eines der genannten Probleme SAT etc. eine ,effiziente*
Losung, so hat man ,effiziente” Losungen fiir alle Probleme in NP.

Im Umkehrschlul gilt dann: Kann man zeigen, daf} irgendein Problem aus NP keine
seffiziente® Losung hat, so hat auch SAT keine , effiziente” Losung (analog fiir die anderen
genannten Probleme).
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Satz 5.6. Sei A € NP. Dann gilt A <p SAT.

Bewldee:
Da A € NP, existiert eine NTM M = (Q,%,I',¢,0,0, F'), die A in nichtdet. Polynomial-
zeit entscheidet.

e Also existieren ¢, d,e € N, so dafl M bei Eingabe von w nach < d - |w|® + e vielen
Schritten anhélt. Setze p(n) =d-n°+ e+ n.

e auBlerdem kann M bei Eingabe von w genau dann in einem akzeptierenden Zustand
anhalten, wenn w € A gilt.

Wir driicken die Existenz einer akzeptierenden Berechnung bei Eingabe von w durch
eine Formel ¢,, aus. Hierzu benétigen wir sicher Aussagen der Forem ,,zum Zeitpunkt ¢
befindet sich die NTM M im Zustand ¢“ oder ,,zum Zeitpunkt ¢ steht an der Stelle ¢ des
Bandes der Buchstabe a®.
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Diese Formel ¢ verwendet daher die folgenden atomaren Formeln:

] Atomformel \ Indizes \ intendierte Bedeutung ‘

zusty . 0<t<pn) nach t Schritten befindet sich TM im Zu-
z€Z stand z

poS; ; 0<t<pn) nach ¢ Schritten befindet sich Kopf auf Posi-
—p(n) <1< p(n) tion 4

bandy ; , 0<t<pn) nach ¢ Schritten steht in Zelle 7 der Buchsta-
—p(n) <1< p(n) be a
aecl

Die Konstruktion erfolgt so, dafl
e sie in Zeit polynomiell in |w| ausgefithrt werden kann und

e die erfiillenden Belegungen von ¢,, den akzeptierenden Berechnungen bei Eingabe
von w entsprechen. Also ist ¢ genau dann erfiillbar, wenn w von M akzeptiert wird.

Damit ist die Abbildung w — ¢,, eine Polynomialzeitreduktion von A auf SAT. L]
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Aus den Sétzen 5.5 und 5.6 folgt unmittelbar:
Folgerung. Wenn SAT € P gilt, so gilt NP C P (und damit P = NP).

Mit anderen Worten: Wenn es einen , effizienten* Algorithmus fiir das Erfiillbarkeitspro-
blem SAT gibt, so gibt es ,effiziente“ Algorithmen fiir alle Probleme aus NP.

Oder auch: Wenn es irgendein Problem in NP gibt, das keinen ,effizienten* Algorithmus
besitzt, so gibt es auch keinen ,effizienten“ Algorithmus fiir SAT.

Um also unsere Frage ,Haben alle natiirlichen Probleme einen effiziente Algorithmus?*
zu beantworten, braucht man nur das Erfiillbarkeitsproblem SAT zu untersuchen.

Gibt es vielleicht Alternativen (fiir diejenigen, die die Aussagenlogik nicht so sehr mégen)?
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Zunéchst eine Abstraktion:
Definition. Sei B C ¥*.
e B ist NP-schwer, wenn A <p B fiir alle A € NP gilt.
e B ist NP-vollstindig, wenn B NP-schwer ist und B € NP gilt.

Bemerkung. e Nach Beispiel ... und Satz 5.6 ist das Erfiillbarkeitsproblem SAT
NP-vollstandig.

e Ist A NP-vollstindig und sogar in P, so gilt NP C P.

Um Alternativen fiir das Eriillbarkeitsproblem SAT zu haben, suchen wir also andere
NP-vollstéandige Probleme. Um zu zeigen, daf ein gegebenes Problem NP-vollsténdig ist,
verwendet man oft die folgende Aussage:

Satz 5.7. Sei A NP-vollstindig und A <p B € NP. Dann ist auch B NP-vollstindig.
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Wir wissen bereits, dafl die folgenden Problem in NP liegen:
e das Hamilton-Problem DHC
e das Farbbarkeitsproblem 3C
e das Rundreiseproblem TSP

Man kann zeigen:

Also sind auch diese Probleme nach obigem Satz NP-vollstandig.
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Lemma. DHC <p TSP

Bewldee:

Wir wollen eine Polynomialzeitreduktion von DHC auf TSP angeben. Dazu sei G = (V) E)
ein endlicher gerichteter Graph.

Sei G' = (V, E’) der vollsténdige gerichtete Graph auf den Knoten V' von G. Fiir (v, w) €

E' setze
(v, w) = {1 falls (v,w) € E
2 sonst.
Weiterhin sei L = |V].
Die Konstruktion von (G, ¢, L) aus G erfolgt so, dafl
e sie in Zeit polynomiell in |G| ausgefiithrt werden kann und
e die Hamiltonkreise von G genau den Rundreisen der Linge L in (G’, ¢) entsprechen.

Da (G, /) keine Rundreisen der Lénge < L erlaubt, gilt also G € DHC <«
(G',¢,L) € TSP.

Damit ist die Abbildung G +— (G’, ¢, L) eine Polynomialzeitreduktion von DHC auf T'SP.
]
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Da DHC NP-vollstandig ist und TSP in NP liegt, ist TSP also NP-vollstindig.

Folgerung. Wenn TSP € P gilt, so gilt NP C P (und damit P = NP).
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Zusammenfassung

Die erweiterte Church-Turing These erlaubt es zu untersuchen, inwiefern Probleme
durch Algorithmen effizient 16sbar oder nicht effizient 16sbar sind.

viele natiirliche Entscheidungsprobleme sind durch einen Algorithmus der Form
,rate eine Losung und teste in polynomieller Zeit, ob es tatsédchlich eine ist“ 16sbar,
daher sind sie in NP

Polynomialzeit-Reduktionen erlauben es, die Komplexitit von Problemen mitein-
ander in Beziehung zu setzen.

Viele naiirliche Probleme sind nicht nur in NP, sondern sogar NP-vollstéandig

Ist eines davon in P, so hat jedes Problem aus NP einen deterministischen Polyno-
mialzeitalgorithmus.

Ob dies der Fall ist, ist nicht bekannt.



