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Proposition

Zu jeder rechtslinearen Grammatik G = (V, X, P, S) gibt es einen NFA M
mit L(G) = L(M).

Beweis:
Wir definieren den NFA M = (Z,%,5’,6, E), wobei:

Z =V
6(A,a) = {B|(A—aB)e P}
s = {S}

E = {A|(A—=e)eP)
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Behauptung: Fiir alle w € X* und alle A, B € V gilt:
A= wB <— B¢ /5\({/\}, w)
Dies zeigt man per Induktion liber |w|.

Sei nun w € ¥ *,

Dann gilt:

wel(G) <— dJAcV:S=wAund (A—¢c)eP
B SAcV:Aes({Shw)und AcE
— S({S},w)NE #0
— weLM)

Es gilt also tatsachlich L(G) = L(M).
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Bemerkung

® Aus einer rechtslinearen Grammatik G = (V/,...) kann also ein
dquivalenter NFA mit |V/| Zustanden konstruiert werden.

® Umgekehrt haben wir aus einem NFA M = (Z,...) einen adquivalenten
DFA mit 2/4| Zustinden (Folie 3.21) und daraus eine dquivalente
Grammatik mit 2/4| Nichtterminalen (Folie 3.12) konstruiert.

® Analog zum Beweis der Proposition auf Folie 3.12 kann man auch aus
einem NFA M = (Z,...) eine dquivalente rechtslineare Grammatik
mit nur |Z| Nichtterminalen konstruieren.
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NFAs, DFAs und rechtslineare Grammatiken

Satz

Seien X ein Alphabet und L C X* eine Sprache. Dann sind aquivalent:
@ L ist regular (d.h. von einem DFA akzeptiert)
@ L wird von einem NFA akzeptiert

@ L ist rechtslinear (d.h. von einer Typ-3-Grammatik erzeugt)

verschiedene Modelle zur Beschreibung regularer Sprachen:

® Rechtslineare Grammatiken: Verbindung zu Chomsky-Hierarchie,
erzeugen Sprachen
wenig geeignet fiir Entscheidung, ob Wort zu Sprache gehort

® NFAs: kompakte Darstellungen von Sprachen, intuitive graphische
Darstellung
wenig geeignet fiir Entscheidung, ob Wort zu Sprache gehort

® DFAs: u.U. exponentiell groRer als NFA bzw. Grammatik
gut geeignet fiir Entscheidung, ob Wort zu Sprache gehort
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Abschluleigenschaften

Definition
Gegeben sei eine Klasse K und ein n-stelliger Operator ®: K" — K.

Man sagt, eine Klasse K’ C K ist unter ® abgeschlossen, wenn fiir
beliebige Elemente ki,ko,..., ky € K’ g”t: ®(k1, ko, ..., kn) c K’

Wir betrachten hier Abschluleigenschaften der Klasse aller regularen
Sprachen (d.h. wir setzen K = Klasse aller Sprachen und K’ = Klasse alle
reguldren Sprachen).

Frage

Ells [1,L> C >* reguldr sind, sind dann auch L1 U Ly, L1 N Ly, LiLo,
L1 = ¥*\L; (Komplement) und L} regular?

Kurze Antwort: Die regularen Sprachen sind unter all diesen Operationen
abgeschlossen.
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Satz
Wenn L C Y * eine reguldre Sprache ist, dann ist auch X* \ L regular. L

Beweis: Da L regular ist, gibt es einen DFA M = (Z, %, z9, 6, E) mit
L(M) = L. In diesem vertauschen wir die End- und Nicht-Endzustande, d.h.
wir setzen M' = (Z,%, 2,6, Z \ E).

Dann gilt fir w € ¥*:

weX\L w ¢ L(M)
5(z0,w) € E
5(z0, w) € Z\E

we L(M).

1Tit

Die Sprache ¥* \ L wird also von dem DFA M’ akzeptiert und ist somit
regular. N
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Bemerkung

® Ist M=(Z,%,...) ein DFA, so existiert also ein DFA fiir ¥* \ L(M)
mit |Z| Zustanden.

° Ist M= (Z,%,...) ein NFA, so existiert ein DFA fiir L(M) mit 2/
Zustanden (Folie 3.21) und daher ein DFA fiir ©* \ L(M) mit 21Z]
Zustanden.

® Man kann zeigen, dall diese Schranken optimal sind (selbst wenn man
NFAs kontruieren mochte).
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Satz

Wenn L; und L> reguldare Sprachen liber X sind, dann ist auch L; N L, J'
regular.

Beweis:

Seien M; = (Z;, ¥, 1;,0;, E;) DFAs mit L(M;) = L;. Wir werden jetzt diese
beiden Automaten ,parallelschalten”, d.h. die , Kreuzproduktkonstruktion”
anwenden. Hierzu betrachten wir den DFA

M = (Zl X /o, 2, (L]_,LQ),(S, E{ % E2) mit
0((z1,22),a) = (01(z1,4),02(22,4)).
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Bildung des Kreuzprodukts zweier DFAs:
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Behauptung: Fiir alle z; € 71, z0 € Z; und w € ¥* gilt
8\((Zla 22)7 W) — ((/51(217 W)7 55(227 W)) .

Wir zeigen diese Behauptung durch Induktion iiber |w|.
IA w = ¢. Dann gilt

8\((21,22),6) — (21,22) = ((/51(21,8),(/5;(22,8))

IS Sei w = av (a € X, v € T*) und gelte die Behauptung fiir v.
5((z1,2),av) = 3(8((21,22), ), v)
_ 5((51(21,3),52(22,3)),v)
Y (51(61(21,2), v) . 52(62(22, 2), v)

(31(21,av), 52(22, a) )

a.e.d.
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Damit erhalten wir fur w € >*:

welM) < §((t,02),w) € E1 x B

<Eg'> (51(1/1, W),g;(l,g, W)) c Ey x E
— gi(al, w) € E; und gg(ag, w) € E;
<— WcE L(Ml) und w € L(MQ)

<— welinkb

Also wird die Sprache L1 N Ly von einem DFA akzeptiert und ist damit
regular. []
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Bemerkung

® Sind M; und M> NFAs, so kann man ebenfalls eine dhnliche
Kreuzproduktkonstruktion anwenden und erhalt einen NFA fiir den
Schnitt der Sprachen, siehe Zusatzmaterial auf Folien 4.23 ff.

® Sind M; = (Z;,...) DFAs bzw. NFAs, so kann man also einen DFA
bzw. NFA fiir L(M1) N L(My) mit |Z1| - |Z2| Zustinden konstruieren.

y |
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Satz

Wenn L; und Ly reguldre Sprachen iiber ¥ sind, dann ist auch L{ U L5
regular.

Beweis: Fiir L C Y * sei L = ¥*\ L. Wegen

LUl =LiNL

ist die Vereinigung nach den Satzen auf Folien 4.7 und 4.9 regular. N
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Bemerkungen

® Sind M; = (Z;,...) DFAs, so kann man also einen DFA fiir
L(M1) U L(My) mit |Z1| - |Z2| Zustéanden konstruieren.
Sind M; = (Z;,...) hingegen NFAs, so liefert obiger Beweis einen
DFA mit 214l . 2122l Zustanden.

® alternative Beweisidee: Auch hier kann eine Kreuzproduktion fiir NFAs
betrachtet werden (mit Endzustanden (E; X Z2) U (Z£1 x E2)).
Sind also M; = (Z;,...) NFAs, so kann man auch einen NFA fiir
L(M1) U L(My) mit |Z1| - |Z2| Zustéanden konstruieren.

® weitere alternative Beweisidee: Sind M; = (Z;, %, S}, 6;, E;) NFAs, so
betrachte deren , disjunkte Vereinigung:

M = (ZlUZQ,Z,SlLJSQ,’}/,ElUEQ) mit

01(z,a) falls z € Z4
d2(z,a) fallsz e 2,

v(z, a)

Damit ergibt sich ein NFA fiir L(My) U L(M>) mit |Z1| + |Z2]
Zustanden (vgl. Zusatzmaterial auf Folien 4.27 ff.)
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Satz
Wenn L; und Ly reguldre Sprachen sind, dann ist auch LiL, regular. L

Beweis: Es gibt DFAs M; = (Z,’, >, L, 0;, E,') mit L(M,) = [; fir i = 1, 2.
0.B.d.A. Zy N2, = ().

Wir verkniipfen nun M; und M, sequentiell zu einem NFA

M = (Z4UZ2,%,S,6, E) mit

5 = {u}

r{él(z, a)} flir z € Z; mit 61(z,a) ¢ E1
{51(2, a), LQ} fir z € Z; mit 61(z,a) € E1

L {02(z,a)} fiir z € 25

d(z, a)

/"

WS 23/24 Automaten und Formale Sprachen 4.16



Grundbegriffe

Behauptung: Firallez; € Z;, Y C Zo und w € X1 gilt:

S({znyuY,w) = {&(z,w)}U
{52(22, W) } Zy € Y} U
{02(t2,v) | w=uv,u#¢e,bi(z1,u) € E1 }

Diese Behauptung kann durch Induktion liber |w| gezeigt werden.
Fir w € X erhalten wir also

({Ll}U(Z) W)ﬂEg#@
W=uv,u#¢ 51(L1, u) € E1,52(L2, v) € B
w=uv,u € L(M)\{e},v e L(M)

we (Li\{e}) L
Wegen ¢ ¢ L(M) und ¢ ¢ (L1\{e}) - Ly folgt daher (L1 \{e}) - Lo = L(M).

w e L(M)

MH
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Wir unterscheiden jetzt zwei Fille:
® ¢ ¢ Ly: danngilt Ly-Ly = (L1\{e}) L = L(M), nach der Proposition
auf Folie 3.21 ist L1 - L, also regular.
e cely:danngilt Ly - L = (L1 \ {e}) - Lo U Lp = L(M) U Ly. Nach
der Proposition auf Folie 3.21 und dem Satz auf Folie 4.14 ist
L1 - Ly also regular. ]

Bemerkung

® Aus zwei DFAs M; = (Z;,...) kann also ein NFA fiir L(My) - L(M>)
mit |Z1| 4+ 2 - | Z»| vielen Zustdnden konstruiert werden.

e Auf dhnliche Weise kann ein NFA mit sogar nur |Z1| + |Z2| Zustanden
fir L(My) - L(M) aus zwei NFAs M; = (Z;, ... ) konstruiert werden
(siehe Folien 4.30 ff.).
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Lemma

Wenn L eine regulare Sprache ist, dann ist auch L™ regular. L

Bewelis:
Es gibt einen DFA M = (Z,%,1,6, E) mit L(M) = L.
Betrachte den NFA M’ = (Z, X, {¢},~, E) mit

{0(z,a)} falls6(z,a) ¢ E
7(27 3) —
{0(z,a),c} fallsé(z,a) € E
Behauptung: Fiir alle w € X gilt:
ﬁ({b}, W) — {E(L, W,,) ‘ n>1lw=wiwy - -wpwp,...,Wh_1 € L(M)}

Dies zeigt man per Induktion liber |w/|.
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Dann gilt fiir alle Worter w € X*:
we (M) < F{,w)NE#D

JEI dn>1,wy,..., W, €EXZT: W= wWiWs... W,
Wi, ...,Wnh_1 € L(M),
5(v, wp) € E

<~ dn>Lw,....,.wp€LM): w=wiwr...w,

= welMT=L"

Also ist LT = L(M’) und damit nach der Proposition auf Folie 3.21
regular. N

Bemerkung

® Aus einem DFA M = (Z,...) kann also ein NFA fiir L(M)™ mit |Z|
Zustanden konstruiert werden.

® Auf dhnliche Weise erhilt man aus einem NFA M = (Z,...) einen
NFA fiir L(M)T mit |Z| Zustanden (vgl. Folien 4.19 ff.).
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Satz
Wenn L eine regulare Sprache ist, dann ist auch L* regular. L

Beweis Nach dem Lemma auf Folie 4.19 ist L™ regular.
Auch {e} ist regular.
Nach dem Satz auf Folie 4.14 ist damit

{efultt=1v | JL"=1"

n>1
regular. []

Bemerkung

® {c} kann durch einen NFA mit einem Zustand akzeptiert werden.

® Ist M=(Z,...) NFA, so kann also NFA fiir L(M)* mit |Z| + 1
Zustanden angegeben werden.
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/Zusammenfassung 4. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu

® NFAs, DFAs und rechtslineare Grammatiken sind tatsachlich gleich
ausdrucksstark

® Abschlull der Klasse der rechtslinearen Sprachen unter Komplement,
Schnitt, Vereinigung, Konkatenation, positiver und Kleene-lteration.
Fiir die Konstruktionen sind NFAs sehr hilfreich (Konkatenation,

Iteration).
e die Grole der konstruierten Automaten hangt ab von

Ausgangsautomaten (DFA vs. NFA), Ergebnisautomaten (DFA vs.
NFA) und verwendeter Konstruktion (vgl. Schnitt)

kommende Vorlesung

® alternative Beschreibung der rechtslinearen Sprachen mittels regularer
Ausdriicke
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/usatzmaterial
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Satz von Folie 4.9
Wenn L; und Ly regulare Sprachen sind, dann ist auch L1 N Ly regular. L

Bewelis:
Seien M; = (Z,', Y, 5,', 5,‘, E,') NFAs mit L(M,) = L;. Wir betrachten den
NFA
M = (Zl X 22,2,51 X 52,5, E1 X Ez),
N — 2

Z S E

mit

0((z1,22),a) = {(z1,2) | z1 € 61(21,a), 25 € 02(22,a) }
= (51(21,3) X 52(22,3).
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Bildung des Kreuzprodukts zweier NFAs:

a,b
G

b b
—((0,2)—2—((0,3)

b G bC (172) b > (173)
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Behauptung: Fiir alle Y C Z; X Z5 und alle w € ¥* gilt:

U (0i{zlw) x & ({2} w))

(21,22)6 Y

— {(Z{,Zﬁ) ‘ 3(21,22) cY: Z{ S a({zl}a W),Zé = 5;({22}’ W)}

E(Y, w)

(der Beweis erfolgt per Induktion iiber |w|).

Konsequenz: Das Kreuzprodukt der NFS M; und M, akzeptiert
L(Ml) M L(Mz)

Nach der Proposition auf Folie 3.21 ist L(M1) N L(M,) also regular. ]
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Satz von Folie 4.14
Wenn L; und Ly reguldre Sprachen sind, dann ist auch L1 U Ly regular. L

Beweis: Es gibt NFAs M; = (Z;, %, S}, 6;, E;) fiir
I =1,2 mit L(M,) = L;.
0.B.d.A. Zy N2, = ().

Wir bauen nun einen NFA M als , disjunkte Sq Eq
Vereinigung” von My und Mb:

M
M=(Z1UZ,%,5US,,38 E UE) 1
wobei
01(z,a) firze 44 2 =
6(z,a) = 5y(z.2) fi 7
Z,a ur z €
2 ? Mo M
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Behauptung: Fiiralle Y C Z; U Z und w € ¥* gilt:
5(Y,w) = SI(Y NZi,w)U SS(Y N Z, w)
Wir zeigen diese Behauptung durch Induktion iiber |w|.

IA - w = e. Dann gilt
5(Y.e)=Y=(YNZ)U(YNZD)=66(YNZie)Ub(Y N Z,e)

IS Sei w =av (a € L,v € ¥*) und gelte die Behauptung fiir v.

o(Y,av) = 8(8(Y,a),v)
— g((ﬁ(YﬁZl,a)U(Sz(YﬂZQ,a),V)
czy 2,
IV

— 51(51(\/ N /1, a), V) U 8;(52(Y N 2Zs, a), V)
= gI(Yﬂ Z1,av) U(E(Yﬂ Z>,av)
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Damit erhalten wir fur w € ¥*:

/5\(51 U S, W) M (E1 U Ez)

(@(51, W2U§;(S2’ WZ) M (El U E2)
§§1 §§2

— (51(51, W) M El) U (55(52, W) M E2)

und also
weLM) < §S51US,w)N(ELUE)#0
e 51(S1,w)N Ey £ 0 oder 55(Sp, w) N Ey # §
< w e L(M1)oder w e L(M>)
<— weliUlp

Also wird die Sprache L1 U L, von einem NFA akzeptiert und ist nach der
Proposition auf Folie 3.21 damit regular. ]
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Satz von Folie 4.16 L

Wenn L; und L> reguldre Sprachen sind, dann ist auch LiL> regular.

Beweis: Es gibt NFAs M; = (Z;, %, S;,6;, E;) mit L(M;) = L; fir i =1,2.
0.Bd.A. Z1 N2 =0.

Wir verkniipfen nun My und M, sequentiell zu einem NFA
M = (Zl UZ,2,5,0, E2), wobei

s _ <‘51 falls e & Ly
| S1US; fallse e Ly
(62(z, a) fir z € 25
6(z,a) = < 61(z,a) fiir z € Zy mit 61(z,a) N Ey =0
01(z,a) US, fiir z € Z; mit 61(z,a) N Ey #£ 0
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Y

p)
|—\

o

I

Y
L
1

Y

2
P

o mj

/

/

%

o
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Behauptung: Fiiralle Y C Z1 UZ und w € X7 gilt:

S(Y,w)=01(YNZi,w)Ud(Y N2, w)U | 52(S2, v)
W=uV,u#¢e

51(YNZy,u)NEy£0

Wir zeigen diese Behauptung durch Induktion iiber |w|:
IA Sei a € 2. Dann gilt

3(Y,a) = |Jd(za)

zeY
= U 01(z,a) U U d2(z, a)
zEYNZ 2EYNZ
¥ {52 falls 4z € YN Zy : 61(z,a) N Ex # )
O  sonst
= 51(YNZi,a)Uds(Y N Zp,a) U L) 52(Se)

51(YNZy,a)NEL£0
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AN

IS Esist 5(Y,aw) gleich

=:H
- S(a(vmzl,a)u(g(yrwzz,a)u | 52(52,5),W)
51(YNZy,a)NEL#£0
v = -~ ~
= (51(HﬂZl,W)U52(HﬂZQ,W)U U 52(52,V)

W=uV,u#e

51(HNZy,u)NE1#£0
= (/SI(Y N Zy,aw) U @(Y N 2z, aw)

U da U S2,w) U U %232, V)
51(YNZy,a)NE1#£0 o e
1( 1 a) 17 51(Yﬂzl’au)ﬂE1#®

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Fiir w € X1 erhalten wir also

weLM) < &S, w)NE#(
= H(SNSH,w)NE £
oderW:uv,u#e,a(Sﬂ&,u)ﬂEl;é@,
(/5;(52, v)NEy #10
<~ w=uv,u€clL(M),velLM)
«— wel; L.
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Fur w = ¢ erhalten wir

e € L(M) SNE#10
S1 N Ey # 0 oder (e € L(M;) und SN Ex # D)
N~ L(Ml) und € € L(M2)

€ € L(Ml) . L(M2) =11 -L>.

Tree

Also ist L1 - L, = L(M) und damit nach der Proposition auf Folie 3.21
tatsachlich regular. n
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Wenn L eine regulare Sprache ist, dann ist auch LT regular.

Lemma von Folie 4.19 L

Beweis:
Es gibt einen NFA M = (Z,%,S5,6, E) mit L(M) = L.
Betrachte den NFA M’ = (Z,%,S,4', E) mit

i(z, a) falls 6(z,a) NE =0
d(z,a) US sonst

6 (z,a) = {
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Y

O\(n

d
a a a M/

M M

(17‘)
> m
* m

Behauptung: Fiiralle Y C Z und w € =7 gilt:

(Y, w)=3(Y,w)U| Jo(S, up)
(+)

vAvobei die Vereinigung (x) tber alle n > 1 und w = vjus ... u, lauft mit
5(Y, Ul) NE # () und us,...,Un—1 € L(M)

Dies zeigt man per Induktion liber |w/|.
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Dann gilt fiir alle Worter w € X*:

wel(M) < &S, w)NE+(

Beh.
&< dn>1,u1,...,u € w=uils...Upy,

5(S,u)NE #0,

up,...,Un—1 € L(M),

8\(~§7lln)ﬁE-7£(Z)
< dn>1u,...,up € L(M): w=uw1up...u,
= weclMT=1L"

Also ist LT = L(M’) und damit nach der Proposition auf Folie 3.21

regular.
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