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Regulare Ausdriicke

reguldre Ausdriicke erlauben es, die regularen Sprachen kompakt in
, Textform™ zu beschreiben

Definition
Die Menge Reg(X) der reguldren Ausdriicke iiber dem Alphabet ¥ ist die
kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:

® o c Reg(X), A € Reg(X), ¥ C Reg(X).
® Wenn «, 8 € Reg(X), dann auch (a - B), (o + B), (a*) € Reg(X).

Bemerkungen:

® fiir (o - ) schreibt man oft (« )
e fiir (o + ) schreibt man auch (a | )
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Beispiel
Y ={a,b,c,d}:

A ((ab)b)  ((a+ d)a)

(( (ab)a ) + ( ((ba)b)) )) (((ab)((a+ b)*))(ba))
¥ = {0,1}: ( ((0+1)* ) ( (0))

Beobachtung: Jeder reguldre Ausdruck iiber X ist ein Wort liber dem
Alphabet X U {@, A, -, +,*,(,) }.
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Nach der Festlegung der Syntax reguldrer Ausdriicke missen wir auch
deren Bedeutung (= Semantik) festlegen.

Dabei betrachten wir einen regularen Ausdruck « als ein ,\Wortschema”,
L(c) soll die Menge der Woérter sein, die zum ,Wortschema™ , passen”.

Definition
Fiir einen reguldren Ausdruck a € Reg(X) ist die Sprache L(a) C ¥*
induktiv definiert:

y

) falls « = @
{e} falls o = A
L(a) = « {a} fallsa =ae X

L(B)U L(y) fallsa=(8+7)
L(B)L(~) falls o = (8-7)
\ (L(ﬁ))* falls o = (8%)
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Beispiel (vgl. Folie 5.3)
Y ={a,b,c,d}: L(N) = {&
L(((ab)b)) = {abb}
( (a+d)a = {aa, da}

{ab} - {a,b}* - {ba}

)
(((((ab)a (((ba)b))" ) = {aba} U {bab}*

( (ab)((a+ b)*) (ba)

> = {0,1} (( (0+1)" )) — {1}-{0,1}*

(( (0%)(1%)) (0 )) — {0'10 | i,j, k € N)
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Klammern sparen:

 AuBere Klammern weglassen: (0 + 1)* statt ((0 + 1)*).

® Da (L1L2)L3 — Ll(L2L3) und (Ll U L2) Ul =L7U (L2 U L3),
lakt man Klammern bei Operatoren auf gleicher Ebene weg:

(0+1+2+3) statt ((0+1)+ (2+3)) oder (o+(1+(2+3)))

e Praferenzregeln:
* bindet starker als -
. bindet starker als —+.

Damit erhalten die Beispiel-Ausdriicke die lesbarere Form:

A abb (a+d)a
aba + (bab)* ab(a+ b)*ba
1(0+ 1)* 0*1*0*
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Beispiel

Y ={a, b}.
® L(a(a+ b)*bb) ist die Menge der Worter, die 777
° L((a+ b)*aba(a+ b)*) ist die Menge der Woérter, die 777
* L((b*ab*a)*b*) ist die Menge der Worter, die 777
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Wo treten regulare Ausdriicke in der Praxis auf?

® Suchen und Ersetzen in Editoren
(z.B. vi, emacs, ...)

® Pattern-Matching und Verarbeitung groller Texte und Datenmengen,
z.B. beim Data-Mining
(z.B. sed, avk, ...)

e Ubersetzung von Programmiersprachen:
Lexikalische Analyse — Umwandlung einer Folge von Zeichen (das
Programm) in eine Folge von Tokens, in der bereits die
Schlusselworter, Bezeichner, Daten, etc. identifiziert sind.
(z.B. lex, flex, ...)

Diese Anwendungen beruhen auf dem Zusammenhang zu endlichen
Automaten, den wir jetzt untersuchen werden.
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Proposition

Ist v ein reguldrer Ausdruck, so ist L(-y) eine reguldre Sprache. J

Beweis: per Induktion iiber den Aufbau von ~.

IA Da die Sprachen ), {e} und {a} fiir a € ¥ regular sind, gilt die
Aussage fiir die regularen Ausdriicke v € {@, A} U L.

IS Die Klasse der regularen Sprachen ist abgeschlossen unter Vereinigung,
Konkatenation und Kleene-lteration (Satze auf Folien 4.14, 4.16
und 4.21). u
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Proposition
Zu jedem DFA M gibt es einen reguldren Ausdruck v mit L(M) = L(~). J

Beweis:
Sei M= ({1,...,n},X,1,6,E) ein DFA.
Wir konstruieren einen reguldren Ausdruck v mit L(M) = L(~).

Fiir ein Wort w € X.* sel
Pref(w)={uve X |Iv:w=uv,e # u# w}

die Menge aller nicht-leeren echten Prafixe von w.
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Firi,j€{1,...,n} und k € {0,...,n} sei

Lf-ij ={wex" 5(i,w) = j,Vu € Pref(w): 1 < 8(i,u) < k}.

Intuitiv: Ein Wort w gehort zu Lffj genau dann, wenn w den Zustand / in
den Zustand j tiberfiihrt und wenn dabei kein Zwischenzustand (auler
vielleicht ganz am Anfang und ganz am Ende) > k vorkommt.

Behauptung: Fir alle i,j € {1,...,n} und k € {0,..., n} existieren
reguldre Ausdriicke fyf‘j mit L(vf‘j) = Lf-‘j.

Bemerkung: Falls E = {i1, ip, ..., g}, ergibt sich dann

L(vi, +7, + 0 +715,) = LIM),

womit der Beweis abgeschlossen sein wird.
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Beweis der Behauptung, d.h. Konstruktion von *yffj durch Induktion liber

ke{0,...,n}.
A k = 0. Es gilt:

/0 {{a cY|d(i,a)=j} falls i # j

EA {faeX|d(i,a)=j}Lu{e} fallsi=

Gilt {a1,...,am} ={ae€ X |d(i,a) =} so setzen wir:

0o Jaata+--+tan+a fallsi#
iy agta+--+an+A fallsi=j

In jedem Fall gilt dann L(fygj) = L?,j.
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IV Sei 0 < k < n und seien die regularen Ausdriicke 7,’;767 fur alle
p,q € {1,...,n} bereits konstruiert.

IS Seii,je{l,...,n}.
Dann gilt:

Lk+1 Lk U L, k_|_1(Lk—|—1 k—I—l) Lk+1>J

Begriindung:

LC" Sel w € LkJr1 und sei ¢ > 0 so, dald der Zustand k + 1 auf dem
elndeutlgen mit W beschrifteten Pfad von i/ nach j genau ¢ mal als
echter Zwischenzustand auftaucht.
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1.Fall: # =0, d.h. kK + 1 kommt nicht als echter Zwischenzustand vor.
~ W E Lf-"j
2.Fall: ¢ > 0.

~ W = WoWj - - - Wy_1 Wy, wobei:

AN

5(i,W0) k+1
S(k+1,w,) = k+1firl<p<(—1

AN

k k k

%
~ w=wo(wr - we)wp € L (LR sa) Liga

Damit ist die Inklusion ,,C" der Behauptung von Folie 5.13 gezeigt.
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"2
Fiir alle p,q € {1,...,n} gilt qu C Lk+1.

Damit erhalten wir

Lk U L, k_|_1(Lk—|—1 k—l—l) Lk+17.1

k—l—l k+1 k+1 k+1
C L UL k—|—1(Lk-|—1,k—|—1) Lk—l—l,j

Damit ist auch die Inklusion ,,2" der Behauptung von Folie 5.13
gezeigt.
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Es gilt also wirklich
k+1 _ 1k k k * 1 k
L =L U L (Leynirt) Ly

Aulerdem haben wir bereits regulare Ausdriicke 7,/;# mit L(%’;’q) — L’;,q
konstruiert.

Mit
k+1 _ _k k k * K
Yij = Vij T Vik+1 (7k+1,k+1) Vk+1,j

erhalten wir L(y) = L. N
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Beispiel: Betrachte den folgenden DFA:

b b

d

Damit ergibt sich (bei Durchfiihrung offensichtlicher Vereinfachungen):

0
711

Y

1
711

Y

1
V1.2

Y

1
V2.1

Y

1
Y22

Y

2
V1.1

Y

WS 23/24

A+b  Ala=a i =a APa=A+b

711+711(711) 711—>\+b+()\+b)()\+b) (A+b) = b*

712+711(711) 2:3+()\+b)()\+b)a:b*
Y1 +721(011) %1 = a+a(A + b)* (A + b) = ab*
722+’721(711) %,2:A+b+a()\+b)*a/:\)\+b+ab*a
71 1+ 7 2(72 2) 72,1 = b* 4+ b"a(A + b+ ab*a)*ab”
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Zusammenfassender Satz

Sei L C ¥ * eine Sprache. Dann sind aquivalent

Qo
(&)
o

©

© 000

(®)
(10

L ist regular, d.h. es gibt einen DFA M mit L(M) = L.

Es gibt einen NFA M mit L(M) = L.

L ist rechtslinear, d.h. es gibt eine rechtslineare Grammatik G mit
L(G) = L.

Es gibt einen regularen Ausdruck v mit L(vy) = L.

L ist erste Komponente einer Losung eines linearen Gleichungssystems.
L ist in monadischer Logik 2. Stufe definierbar.

L ist abgeschlossen unter einer Kongruenz endlichen Indexes.

Es gibt Homomorphismus n: 2* — S in ein endliches Monoid $ mit
L=n"tn(L).

L wird von einem alternierenden Automaten akzeptiert.

L wird von einem 2-Weg-Automaten akzeptiert.
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Weitere Forschungsfragen

© DFAs mit speziellen Eigenschaften (z.B. ,zdhlerfrei”): Welche Sprachen
akzeptieren diese? Kann ich feststellen, ob ein allgemeiner DFA
aquivalent zu einem mit spezieller Eigenschaft ist?

@ GroBenvergleich von dquivalenten Mechanismen (z.B. ,,DFAs sind
notwendigerweise exponentiell groBer als NFAs" oder ,,Ubersetzung
von reguldren Ausdriicken in NFA ist in polynomieller Zeit moglich™)
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Zusammenfassung

verschiedene Modelle zur Beschreibung aller regularen Sprachen:

® Rechtslineare Grammatiken:

® Verbindung zur Chomsky-Hierarchie
® erzeugen Sprachen
® nicht geeignet, um zu entscheiden, ob ein geg. Wort zur Sprache gehort

® NFAs:

® erlauben kleine, kompakte Darstellung
® intuitive graphische Notation
® nicht geeignet, um zu entscheiden, ob ein geg. Wort zur Sprache gehort

e DFAs:

® fiir effiziente Beantwortung der Frage, ob ein Wort zur Sprache gehort
® sind u.U. exponentiell groler als NFA

® Regulare Ausdriicke:
® erlauben kompakte Darstellung in Textform
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/Zusammenfassung 5. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu

® Abschlull der Klasse der rechtslinearen Sprachen unter positiver
lteration und unter Kleene-lteration

® regulare Ausdriicke beschreiben genau die rechtslinearen Sprachen,

sind also gleich ausdrucksstark wie Typ-3-Grammatiken, DFAs und
NFAs

kommende Vorlesung
® Gibt es Sprachen, die nicht rechtslinear sind?

® Wie kannn ich von einer geg. Sprachen zeigen, dal} sie nicht
rechtslinear ist?
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