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Kontextfreie Sprachen

Entscheidbarkeit

Wir geben Algorithmen an, mit denen iibliche Probleme fiir kontextfreie
Sprachen gelost werden konnen.

Wortproblem fiir eine kontextfreie Sprache L

Gegeben w € ¥*.
Gilt w e L?

Ist die kontextfreie Sprache L durch eine kontextfreie Grammatik in
Chomsky-Normalform gegeben, so kann das Wortproblem mit dem
CYK-Algorithmus in Zeit O(|w|3) geldst werden.

Ist L durch einen deterministischen PDA gegeben, so kann das
Wortproblem fiir L sogar in Zeit O(n) gelost werden.

WS 23/24 Automaten und Formale Sprachen 15.2



Kontextfreie Sprachen

Uniformes Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen

Gegeben: kontextfreie Grammatik G und Wort w € ¥*.
Gilt w € L(G)?

Losung:
@ Berechne kontextfreie Grammatik G’ in Chomsky-Normalform mit
L(G) = L(G").
@ Wende CYK-Algorithmus auf die Frage ,w € L(G')?" an.
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Leerheitsproblem fiir kontextfreie Sprachen

Gegeben eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P, S).
Gilt L(G) = 07

Losung:
Sei
W={AcV]|aweX*: A= w}

die Menge aller produktiven Nichtterminale. Dann gilt
L(G)#0 <— SeW.

Berechnung von W:

Wo:={AeV|3IweX": (A—w)ec P}
for i=0to |V| do

Wisi:=Wu{AeV |3ve(ZUuW)*: (A—v)eP}
endfor
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Beispiel:

Sei G die kontextfreie Grammatik mit den folgenden Produktionen:

S —» AC
A — BC
B — CA|b
C — a
Wir haben
@ Wy ={B,C(},

Q@ W;={A B, C} und
Q@ Wo=W3=Wy=W;={5,A,B,C}.
Also sind alle Nichtterminale produktiv. Insbesondere gilt L(G) # 0.
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Behauptung
W)y, ist die Menge der produktiven Nichtterminale W'. J

Beweis:

@ Zunachst zeigen wir W; C W per Induktion iiber /:

IA Wy C W ist offensichtlich

IS Sei A€ W;;1 \ W,;. Dann existiert (A — v) € P mit
v e (XU W;)*. Nach der IV folgt v € (X U W)*. Also existiert
w € X* mit v =7 w und damit A :>J(§ w,dh. Ac W.
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© Jetzt zeigen wir W C Wy

Vorbemerkung:
Wir haben W() g W1 g W2 s g VV‘V‘ g VV|\/|_|_1 g V. Da V endlich
ist, gibt es k < |\/| mit Wy = Wi 1. Also gilt VV‘V‘ = VV|VH—1-

Sei A € W. Dann existieren Worter x; € (X U V)* mit
A=X4 =G X—1 =G X—2=>G " =>GX0EXL".

Per Induktion iiber i zeigen wir x; € (X U W}y)* (also insbes.
A € VV|\/|)Z
IA xo € 5% C (S U Wy))".

IS Es gibt u,v,w € (XU V)* und (B — v) € P mit x;11 = uBw und
uvw = x; € (X U Wjy)*. Damit gelten u,v,w € (X U W}y)* und
B € W41 = Wy, also x;11 € (XU W)™ ]
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Endlichkeitsproblem fiir kontextfreie Sprachen

Gegeben eine kontextfreie Grammatik G = (V, %, P, S).
Ist L(G) endlich?

O.E. kénnen wir annehmen, dall G in Chomsky-Normalform ist.

Wir definieren einen Graphen (W, E) auf der Menge der produktiven
Nichtterminale mit folgender Kantenrelation:

E={(AB)e WxW|3CeW:(A— BC)ec Poder (A— CB) € P}

Beobachtung: (A, B) € E gilt genau dann, wenn es einen vollstédndigen
A-Ableitungsbaum gibt, so dals B ein Kind der Wurzel beschriftet.
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Kontextfreie Sprachen

Behauptung: |L(G)| =00 <= A€ W:(S5,A) € E* und (A,A) € ET.

Beachte: (B, C) € E* (bzw. (B, C) € E™) bedeutet hierbei, dal es einen
Pfad (bzw. einen nicht leeren Pfad) von B nach C in der Relation E gibt.

Beweis:
,<="Sei Ae W mit (5,A) € E* und (A,A) € ET.

~» Fiir jedes n € N existiert ein vollstandiger Ableitungsbaum T, mit
einem Ast, auf dem A wenigstens n mal vorkommt.

~» Es gibt unendlich viele vollstindige Ableitungsbaume.

Da G in Chomsky-Normalform ist, kann jedes Wort w € ~* nur endlich
viele Ableitungsbaume haben (sie haben alle die Grole 3|w|).

~ |L(G)| = o
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=" Sei L(G) unendlich.

Angenommen, es gibe kein A € W mit (5,A) € E* und (A,A) € E™.
~> jeder in S startende Pfad in (W, E) enthilt < |W| Kanten

~> jeder Ableitungsbaum von G hat nur Aste der Linge < W]

~> es gibt nur endlich viele Ableitungsbdume, d.h. |L(G)| < oo, im
Widerspruch zur Annahme. []
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Beispiel:

G ist die Grammatik in Chomsky-Normalform mit den folgenden
Produktionen:

S —- AC

A — BC

B — CA|b
C — a

Dann gilt W = {A, B, C, S5} (vgl. Folie 15.5) und die Kantenrelation E ist

E = {(S,A),(S, C),(A B),(A C),(B,C),(B,A)}.

Damitgilt S 5 A5 B 5 A

Also ist L(G) unendlich.
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Kontextfreie Sprachen

Unentscheidbarkeit bei kontextfreien Sprachen

Folgende Probleme sind fiir kontextfreie Sprachen nicht entscheidbar, d.h.
es gibt kein entsprechendes Verfahren (vgl. Vorlesung ,Berechenbarkeit und
Komplexitat”):

® Universalitatsproblem: Gegeben eine kontextfreie Grammatik G.
Gilt L(G) =X*7?

® Aquivalenzproblem: Gegeben zwei kontextfreie Grammatiken G;
und G,. Gilt L(Gl) = L(GQ)?

® (Inharente) Mehrdeutigkeit: Gegeben eine kontextfreie Grammatik G.
Ist G (inharent) mehrdeutig?

e Komplementierbarkeit: Gegeben eine kontextfreie Grammatik G.
Ist ¥*\ L(G) kontextfrei?

® Determinisierbarkeit: Gegeben ein PDA M. Existiert ein DPDA M’ mit
L(M) = L(M')?
® Regularitat: Gegeben ein PDA M. Ist L(M) regular?
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Entscheidbarkeit bei deterministisch kontextfreien Sprachen
Folgende Probleme sind durch (z.T. sehr komplizierte) Verfahren
entscheidbar:
® Regularitat: Gegeben ein deterministischer Kellerautomat P.
Ist L(P) regular?
o Aquivalenzproblem: Gegeben zwei deterministische Kellerautomaten
Py und P>. Gilt L(Pl) = L(PQ)?

® Universalitatsproblem: Gegeben ein deterministischer Kellerautomat P.

Gilt L(P) =X*7?
Bemerkung: Die anderen Probleme der vorherigen Folie sind fiir DPDAs
trivial:
e Jede deterministisch kontextfreie Sprache hat eine eindeutige
Grammatik.

® Das Komplement jeder deterministisch kontextfreien Sprache ist

wieder kontextfrei.
® Zu jedem DPDA existiert ein aquivalenter DPDA.
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Unentscheidbarkeit bei deterministisch kontextfreien Sprachen

Folgende Probleme sind fiir deterministische Kellerautomaten nicht
entscheidbar:
® [nklusionsproblem: Gegeben zwei deterministische Kellerautomaten P;
und P>. Gilt L(Pl) C L(P2)7
® Schnittproblem: Gegeben zwei deterministische Kellerautomaten P4
und P>. Gilt L(Pl) M L(PQ) = (7

Damit sind diese Probleme auch fiir allgemeine kontextfreie Sprachen
unentscheidbar.
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Das folgende Schnittproblem ist jedoch entscheidbar:

® (Gegeben eine kontextfreie Grammatik G; und eine rechtslineare
Grammatik G,. Gilt L(Gl) M L(GQ) = ()7

Entscheidungsverfahren:

@ Dann konnen ein PDAE M; und ein NFA A, berechnet werden mit
L(M;) = L(Gy1) und L(A2) = L(G).

@ Hieraus kann ein PDAE M konstruiert werden mit
L(M) = L(My) N L(A2) = L(G1) N L(G2).

© Der PDAE M kann dann in einen PDA M’ umgewandelt werden mit
L(M)=L(M").

@ Der PDA M’ kann dann in eine kontextfreie Grammatik G
umgewandelt werden mit L(M') = L(G).

© Durch Bestimmung der produktiven Nichtterminale von G kann dann
ermittelt werden, ob S nicht-produktiv ist und damit, ob

L(G) = L(Gl) M L(GQ) leer ist.
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/Zusammentfassung kontextfreie Sprachen

® durch kontextfreie Grammatiken erzeugt, durch PDAs bzw. PDAEs
erkannt, LL-Parsing

® Chomsky- und Greibach-Normalform, Pumping-Lemma,
CYK-Algorithmus

e Klasse der ~ abgeschlossen unter Vereinigung, Verkettung, lteration,
Schnitt mit reg. Sprachen:;
nicht abgeschlossen unter Komplement und Schnitt

® Algorithmen fiir Wortproblem, Leerheit, Endlichkeit;
es gibt keinen Algorithmus fiir Aquivalenz usw.

e Klasse der det. kontextfreien Sprachen abgeschlossen unter
Komplement,
es gibt Algorithmus fiir Aquivalenz,
es gibt keine Algorithmen fiir Schnitt- und Inklusionsproblem
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