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Berechnung des minimalen DFA

/wischenbilanz

Ist M = (Z,%, 29,9, E) reduzierter DFA, so ist M= der minimale DFA fiir
die reguldre Sprache L(M). Um diesen zu berechnen, bendtigen wir einen
Algorithmus, der fiir zwei Zustande z,z’ € Z entscheidet, ob z = 2/ gilt.

Problem
Es gilt z = 2/ gdw. L(M;) = L(M,), d.h. wenn

o(z,w) € E — 6(Z,w)€E

fiir alle Worter w gilt - hiervon gibt es aber unendlich viele.
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Um herauszufinden, welche Zustinde erkennungsadquivalent sind, markieren
wir alle Zustandspaare {z, z'}, die nicht erkennungsdquivalent sind.

Zunachst gilt z # 2’ fir alle z € E und Z’ ¢ E (Lemma auf Folie 7.16),
diese Paare markieren wir zu Beginn.

Angenommen fiir ein Paar {z, z’} existiert ein a € ¥, so daf
§(z,a) £ (2, a).

Dann gilt auch z Z Zz’ nach dem Lemma auf Folie 7.16.

Diese Beobachtung erlaubt es uns, weitere Paare als nicht
erkennungsaquivalent zu markieren.
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Algorithmus Minimalautomat

Eingabe: reduzierter DFA M
Ausgabe: Menge der Paare erkennungsaquivalenter Zustande

1.

Stelle eine Tabelle aller ungeordneten Zustandspaare {z, z'} mit

z #+ 7' auf.

2. Markiere alle Paare {z,Z'} mit z€ E und 2/ € E.

3. Markiere ein beliebiges unmarkiertes Paar {z, z’'}, fiir das es ein a € &

gibt, so daR {d(z, a),d(2',a)} bereits markiert ist (falls dies moglich
ist).

Wiederhole den vorherigen Schritt, bis sich keine Anderung in der
Tabelle mehr ergibt.
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

S 1 B W DN

Bereite eine Tabelle aller ungeordneten Zustandspaare vor.
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

SO O B~ WD

(1) Markiere Paare von Endzustanden und Nicht-Endzusténden.
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

23

SO O B~ WD

(2) Markiere {2,4} da {4(2,4a),6(4,a)} = {1,6} markiert ist.
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

2
3
4 2a
. 5 3a
6| 1 | 1 |1 |11
1 2 3 4 5

(3) Markiere {3,5} da {4(3,4a),d(5,a)} = {1,6} markiert ist.
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

2
3
4 2a
., 5 4a | 3a
6| 1 | 1 |1 |11
1 2 3 4 5

(4) Markiere {2,5} da {4(2,4a),6(5,a)} = {1,6} markiert ist.
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

2
3
4 2a | ba
. 5 4a | 3a
6| 1 | 1 |1 |11
1 2 3 4 5

(5) Markiere {3,4} da {4(3,4a),d(4,a)} = {1,6} markiert ist.
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

2
3
4 2a | ba
. 51| 6a | 4a | 3a
6| 1 |1 1|11
1 2 3 4 5

(6) Markiere {1,5} da {d(1,a),d(5,a)} = {3,6} markiert ist.
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

2
3
4 | 7a | 2a | ba
. b | 6a | 4a | 3a
6| 1 |1 1|11
1 2 3 4 5

(7) Markiere {1,4} da {5(1, a),o(4, a)} = {3, 6} markiert ist.
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

(8) Markiere {1,3} da {4(1, b),d(3,b)} = {2,5} markiert ist.

2

3| 8b

4 | 7a | 2a | ba

5| 6a | 4a | 3a

6| 1 1 1 |11
1 2 3 4 5
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

(9) Markiere {1,2} da {4(1,b),d(2,b)} = {2,4} markiert ist.

2 | 9b

3| 8b

4 | 7a | 2a | ba

5| 6a | 4a | 3a

6| 1 1 1 |11
1 2 3 4 5
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Beispiel fiir Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

Die verbleibenden Zustandspaare {2,3} und {4,5} konnen nicht mehr

markiert werden. ~ Sie sind erkennungsaquivalent.

2 | 9b

3| 8b

4 | 7a | 2a | ba

5| 6a | 4a | 3a

6| 1 1 1 |11
1 2 3 4 5
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Satz

Fiir einen reduzierten DFA M = (Z,%, z, 0, E) wird ein Paar {z,Z'} C Z
mit z # Z' genau dann durch den Markierungsalgo. markiert, wenn z £ Z’.

Bewelis:
,— z.z.: Falls {z, 2’} markiert wird, so gilt z £ Z'.
Beweis durch Induktion iiber den Zeitpunkt, zu dem {z, z'} markiert wird.
|A: {z,Z'} wird zu Beginn markiert, weil z € E und z’ ¢ E.
—> z % Z' (nach Lemma auf Folie 7.16).

IS: {z,2z'} wird irgendwann markiert, weil ein a € ¥ existiert, so dal
{0(z,a),6(2',a)} zu einem friiheren Zeitpunkt markiert wurde.

o §(z,a) 2 6(7, a)

—> z % Z' (nach Lemma auf Folie 7.16).

Damit ist die Implikation ,,—" gezeigt.
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<" z.z.: Wenn z # Z gilt, dann wird {z. Z'} ircendwann markiert.
g ; g

Gelte z £ Z'. Dann gibt es also ein Wort, das von M, akzeptiert und von
M, nicht akzeptiert wird (oder umgekehrt).

Sei A(z,Z’) die minimale Lange eines Wortes w mit 5(z,w) € E,
6(Zz',w) & E (oder umgekehrt).

Wir zeigen durch Induktion iiber A\(z, 2’), dak {z, z'} markiert wird.
IA: M(z,Z2/) =0
— z € E und Z' € E (oder umgekehrt)

—> {z,z'} wird zu Beginn markiert.
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IS: Sei A\(z,2') > 0.

— Es gibt ein Wort au (a € £ und v € *) mit |au| = A(z, Z/),
so dafs

° £>0(z,au) = /5\(5(2, a), u) und
o £ F0(Z,au) = 3(5(2’, a), u) (oder umgekehrt).
— 0(z,a) # (', a) und A(d(z, a),d(Z',a)) < |u| < \(z,2')

AN {0(z,a),6(Z,a)} wird irgendwann markiert.

—> {z,Z'} wird markiert.

Damit ist auch die Implikation ,,<—=" gezeigt. ]
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Hinweise fiir die Durchfiihrung des Minimierungsalgorithmus:

® Die Tabelle moglichst so aufstellen, dal jedes Paar nur genau einmal
vorkommt! Also bei Zustandsmenge {1,...,n} Zeilen 2,...,n und
Spalten1,...,n—1

® Bitte angeben, welche Zustande in welcher Reihenfolge und warum
markiert wurden!
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Entscheidbarkeit

Wir diskutieren Verfahren, die die folgenden Fragestellungen bzw. Probleme
fiir regulare Sprachen entscheiden. Dabei nehmen wir an, dals regulare
Sprachen als DFAs, NFAs, rechtslineare Grammatiken oder regulare
Ausdriicke gegeben sind.

Probleme

e \Wortproblem: Gilt w € L fiir eine gegebene reguldre Sprache L und
w e X*7?

® | ecerheitsproblem: Gilt L = () fiir eine gegebene reguldre Sprache L?
® Endlichkeitsproblem: Ist eine gegebene regulare Sprache L endlich?
e Schnittproblem: Gilt Ly N Ly = () fiir gegebene reguladre L1, L57

® |nklusionsproblem: Gilt L; C L, fiir gegebene regulare L1, L,?

e Aquivalenzproblem: Gilt L1 = L, fiir gegebene regulire L, L>?
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Das Wortproblem
Eingabe: DFA M = (Z,%, 29,0, E) und w € ¥*

Frage: w € L(M)?

Verfahren:
Sei w = a1a»---a, mit a; € 2.

Verfolge die Zustandsiibergiange von M, die durch die Symbole a1, ..., a,
vorgegeben sind:

Z = 29
for i:=1to ndo
z:=0(z,aj)

endfor

if z € E then return(JA) else return(NEIN)
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Das Leerheitsproblem:

Eingabe: NFA M = (Z,%,5,6,E).
Frage: L(M) = ()7

Verfahren:

Sei G = (Z,—) der gerichtete Graph mit
z—7Z < Jaex:Z e€di(za).

Dann gilt: L(M) # () genau dann, wenn es in dem Graphen G einen (evtl.
leeren) Pfad von einem Knoten aus S zu einem Knoten aus E gibt.

Dies kann z.B. mit dem Algorithmus von Dijkstra entschieden werden.
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Das Endlichkeitsproblem:
Eingabe: NFA M = (Z, %, S, 5, E).

Frage: Ist L(M) endlich?

Verfahren:

Sei G = (Z,—) wieder der gerichtete Graph mit
z— 7 < Jaex:Z €d(za).

Dann gilt: L(M) ist genau dann unendlich, wenn es z € Z, zg € S und
z1 € E gibt mit zg —* z = z =* 7, d.h. z liegt auf einem Zyklus, ist
von einem Startzustand aus erreichbar und von z kann ein Endzustand
erreicht werden.

Dies kann wieder mit dem Algorithmus von Dijkstra entschieden werden.
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Das Schnittproblem:
Eingabe: NFAs M; und M5

Frage: Gilt L(My) N L(M,) = ()7

Verfahren:

Konstruiere aus My und M, einen NFA M mit L(M) = L(My) N L(M>),
siche Folie 4.9.

Teste, ob L(M) = 0 gilt.
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Das Inklusionsproblem:
Eingabe: NFAs M; und M.

Frage: Gilt L(Ml) C L(MQ).

Verfahren: Aus M; und M> kdnnen wir einen NFA M mit

L(M) = L(My) N L(My) konstruieren (siehe Folien 4.7 und 4.9).
Es gilt L(M;) C L(M>) genau dann, wenn L(M) = 0.
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Das Aquivalenzproblem:
Eingabe: NFAs M; und M.

Frage: Gilt L(My) = L(M,)?

Verfahren 1:

Es gilt: L(My) = L(M>) genau dann, wenn L(M;) C L(M,) und
L(My) C L(My).

Verfahren 2:

Bestimme zu M; (i € {1,2}) den dquivalenten minimalen DFA N;.

Dann gilt L(M;) = L(M>) genau dann, wenn Ny und Ny isomorph sind
(d.h. sie konnen durch Umbenennung der Zustiande ineinander (iberfiihrt
werden).
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Effizienzbetrachtungen:

Je nachdem, in welcher Darstellung eine regulare Sprache L gegeben ist,
kann die Komplexitat der oben beschriebenen Verfahren sehr
unterschiedlich ausfallen.

Beispiel: Aquivalenzproblem L; = Ly:
® |1 und Ly gegeben als DFAs

~» Zeitaufwand O(n?)

® [, und Ly gegeben als Grammatiken, regulare Ausdriicke oder NFAs

~» exponentieller Zeitaufwand,
genauer: ,,PSPACE-vollstandig”

Das bedeutet unter anderem: Es ist kein polynomieller Algorithmus
bekannt, und es ist ,sehr unwahrscheinlich”, dal einer existiert.

Mehr zur Komplexitatsklasse PSPACE und verwandten
Fragestellungen im abschlielenden Kapitel der Vorlesung
.Berechenbarkeit und Komplexitat".
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Ubersicht

Bei Eingabe der regularen Sprache als NFA bzw. DFA ergeben sich die

folgenden Zeitschranken:

Grundbegriffe

-problem NFA DFA
Wort~ polynomiell linear
Leerheits~ polynomiell  polynomiell
Endlichkeits~ | polynomiell  polynomiell
Schnitt~ polynomiell  polynomiell
Inklusions~ exponentiell  polynomiell
Aquivalenz~ | exponentiell polynomiell

Es spricht viel dafiir, dals die exponentiellen Zeitschranken nicht durch

polynomielle ersetzt werden kdnnen.
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Anwendung: Verifikation

Ein abschlielendes Anwendungsbeispiel:

® Wir betrachten zwei Prozesse P; und P, die auf eine gemeinsame
Ressource zugreifen wollen.

® Jeder Prozell hat einen sogenannten kritischen Bereich, in dem auf die
Ressource zugegriffen wird. Es darf sich also jeweils nur ein Prozels im
kritischen Bereich befinden.

® Es stehen gemeinsame Variable zur Verfligung, tiber die sich die
Prozesse synchronisieren konnen. Diese Variablen sind jedoch keine
Semaphore, d.h. eine atomare Operation, bei der gleichzeitig gelesen
und geschrieben wird, ist nicht moglich.

Wir mochten zeigen, dall der wechselseitige Ausschlull gewahrleistet ist und
dall gewisse Fairnelbedingungen (jeder Prozell kommt irgendwann an die
Reihe) eingehalten werden.
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Was hat das mit formalen Sprachen zu tun?

® Jeder Ablauf eines Prozesses ist ein Wort, die Menge der Abliufe ist
also eine Sprache.

® Ebenso ist die Menge der Abldufe des Gesamtsystems Sys eine
Sprache Lgys.

® Und auch die Menge der erlaubten bzw. verbotenen Ablaufe ist eine
Sprache Lgpec.

Damit ist also das Inklusionsproblem ,, Ls,s C Lspec?" bzw. das
Schnittproblem ,,Lsys N Lspec = 07 zu lGsen.

Wir haben gesehen: Sind beide Sprachen regular, so gibt es fiir diese
Fragen algorithmische Verfahren!
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Versuch 1: Die Prozesse P;, P> verwenden eine gemeinsame Boolesche
Variable £, die mit false initialisiert wird.

Programmcode fir Py, P>

while true do
1:if (f == false) then do
begin
f < true
[Betrete kritischen Bereich]
[Verlasse kritischen Bereich]
f < false
endif

AN o

enddo
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Wir verwenden folgendes Alphabet, bestehend aus den Programm-Befehlen
und den Abfragen der Booleschen Variablen:

Y = {(f < true), (f < false), (f == true),,
(f == false); | i € {1,2}}
(Synchronisation von Prozell i mit Variable f)
U {BkB;,VkB; | i € {1,2}}
(Prozels i betritt/verlat kritischen Bereich).

Der Index i € {1,2} gibt an, ob die jeweilige Aktion vom ersten oder vom
zweiten Prozels ausgefiihrt wird.
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Beschreibung der Abldufe des Prozesses i als endlicher Automat P;:

(f == true),

(f == false);
30

(f «+ false);

@ VKB;

mit A\; =
{(f fltrue)j, .(f — false)j, (f == true)j, (f == false)j,BkBj,VkBj}
wobei j =3 — /.
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Bemerkungen:
® Bedeutung der Zustande 1, 2, 3, 4, 5: diese entsprechen den
entsprechend markierten Programmzeilen

® Bedeutung der Schleifen mit Alphabetsymbolen aus A;: Der Prozell i
interessiert sich nicht fur die Aktionen des anderen Prozesses, andert
bei diesen also seinen Zustand nicht. Sie werden also einfach

.mitgehort” und ,jignoriert”.
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Beschreibung der Booleschen Variable £ durch einen Automaten F:

(f < false), (f < true),

(f < false), (f < true),
(f < true),

(f < true),

(f « false),
(f « false),
(f == false), (f == true),
(f == false), (f == true),

mit A¢ = {BkB;, VkB1, BkBy, VkB, }.
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Die Sprache aller Ablaufe des Gesamtsystems ist L(P1) N L(P2) N L(F).

Der Automat WA, der diejenigen Ablaufe beschreibt, die den
wechselseitigen Ausschlufs erfiillen (héchstens ein Prozel} ist im kritischen
Bereich) sieht folgendermallen aus:

> \ {VkB;,BkB,} > \ {VkB,, BkB; }

5 \ {BkBj,BkB,}

Damit ist L(P1) N L(P,) N L(F) C L(WA) zu zeigen.
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Es stellt sich heraus, dall L(P1) N L(P>) N L(F) C L(WA) nicht gilt, d.h.
dall unsere Implementierung den gegenseitigen Ausschlul nicht sichert.

Die meisten Werkzeuge, die das Inklusionsproblem automatisch |osen,
liefern im MiRerfolgsfall ein Gegenbeispiel. In unserem Fall ist dies z.B. das

Wort

(f == false), (f == false), (f < true), BkBy (f < true), BkB;j.

Daraus kann ein Grund fir die Verletzung des wechselseitigen Ausschlusses
abgelesen werden: Die beiden Prozesse konnen nacheinander die Variable
auslesen, anschlieRend setzen beide die Variable und betreten den kritischen
Bereich.

Jedenfalls ist das Verfahren unbrauchbar!

Zusatzmaterial auf Folien 8.32 ff.: Verfahren von 1978 von Leslie Lamport,
Beweis der Korrektheit, der Fairnel (fiir einen Prozell) und Nicht-Fairnel}
(fiir anderen Prozel)
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Beispielhafte Testfragen aus dieser Vorlesung (andere sind méglich):

® Minimierungsalgorithmus

® \Welche Probleme lassen sich in polynomieller Zeit 16sen?
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/Zusammenfassung 8. Vorlesung

® Algorithmus fiir die Minimierung eines DFA
® Algorithmen fiir Leerheits- u.a. Probleme fiir regulare Sprachen

® Modellierung eines Protokolls und Identifikation eines Fehlers mit Hilfe
des Losungsverfahrens fiir das Inklusionsproblem.

® Zusatzmaterial: Verifikation eines alternativen Protokolls unter
Verwendung des Losungsverfahren fiir Inklusions- und Schnittproblem

Das bedeutet: die vorgestellten Verfahren konnen zur Programmverifikation
eingesetzt werden.

Bemerkung: Bei realen Programmen hat man allerdings noch damit zu
kampfen, dal die Zustandsmenge des Programms unendlich ist. Damit wird
vieles unentscheidbar (vgl. Vorlesung , Berechenbarkeit und Komplexitat™)
und mufs durch approximative Verfahren gelost werden (vgl.
Master-Vorlesung ,Verification™).
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/Zusammenfassung rechtslineare Sprachen

® Jquivalente Beschreibungsformen: Typ-3-Grammatiken, DFAs, NFAs,
regulare Ausdriicke

® AbschluReigenschaften: Vereinigung, Produkt, Iteration, Schnitt,
Komplement

® Nicht-Regularitatsbeweise: Pumping-Lemma und Myhill-Nerode
® minimale DFAs

® Algorithmen fiir Wort-, Leerheits-, Endlichkeits-, Schnitt-, Inklusions-
und Aquivalenzproblem

e Anwendung in Verifikation
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kommende Vorlesung

® kontextfreie Sprachen

® alle kontextfreien Sprachen sind kontextsensitiv
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/usatzmaterial
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Versuch 2: Wir betrachten nun das Verfahren zum wechselseitigen
Ausschlull von Leslie Lamport (1978).

Dabei betrachten wir zwei Prozesse P; und P> mit unterschiedlichem

Programmcode und zwei Boolesche Variable £1 und £2 (initialisiert mit
false).
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Prozell P, Prozell P,
while true do while true do
1:  f1 < true; (#) 1:  £2 < true; (#)
2: while (f2 == true) 2:  if (f1 == true) then do
do skip enddo; 3: f2 < false;
3:  [Betrete krit. Bereich]; 4 while (f1 == true)
4:  [Verlasse krit. Bereich]; do skip enddo;
5. f1 < false goto 1
enddo: endif:

5:  [Betrete krit. Bereich];
skip: Null-Operation (hat keine

6: [Verlasse krit. Bereich];
Auswirkungen) 7: f2 <« false
enddo;
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In diesem Fall betrachten wir folgendes Alphabet X:

Y = {(f1l < true),,(f1 « false),,
(f1 == true),, (f1 == false),,
(f2 < true),, (f2 + false),,
(f2 == true),, (f2 == false),,
BkB1, VkB1, BkBo, VkB, ).
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Automat fiur den ProzeB Ps:

JAN] Aq Aq
(f1 < true); % (f2 == false); %
V\@ V@
(f2 == true);
BKB;
(f1 < false);
SO
VkBq
Al A1
Dabei gilt fiir die ,,mitgehorten” Alphabetsymbole:
A1 = {(f2 < true),, (f2 «+ false),, (f1 == true),,

(f1 == false),, BkBo, VkBy}
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Automat fiur den ProzeBB P»:

(f1 == false)s (f2 < false)s

O

(f2 + false)s (f1 == false)s

<£§::>< VkB,
AV

{(f1 < true),, (f1 + false),,(f2 == true),,
(f2 == false),, BkBy, VkB; }

(f2 < true)s

BkB,

Y
n
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Automat Vj fir die Variable £1:

(f1 < false); (f1 < true),

(f1 == false), (f1 == true),

As1 = {(f2 < true),, (f2 + false),, (f2 == true),,
(f2 == false),, BkBy, BkBy, VkBy, VkB, }

Analog sieht der Automat V5 fiir die Variable £2 aus.
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In diesem Fall ist der wechselseitige Ausschluls erfiillt, d.h. es gilt
L(Pl) M L(Pg) M L( Vl) M L( V2) C L( WA)

Neben dem wechselseitigen Ausschlufs soll noch folgende
Fairnel-Bedingung fiir jeden Prozell i tiberpriift werden:

(F;) ,Sobald Prozel} i seine Bereitschaft bekundet hat, den
kritischen Bereich zu betreten, indem er die Anweisung (#)
ausfiihrt, kann der andere Prozel j nicht zweimal
hintereinander den kritischen Bereich betreten, ohne dal}
Prozels i zwischendurch den kritischen Bereich betritt.”
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Automat NF1, der genau die Ablaufe erkennt, die (F1) nicht erfiillen:

> \ {BkBj,BkB,}

>
_»6 (f1 < true); =@ BkB» =/—%> BkB> =®

> \ {BkBj,BkB,}

Man kann zeigen (bzw. einen Computer zeigen lassen), dal}
L(P1) N L(Px) N L(Vi) N L(Vo)N L(NFy) = (). Damit ist Fairnels also fiir
den ProzeR 1 erfullt.
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Hingegen gilt L(P1) N L(P2) N L(V1) N L(Vo) N L(NFy) # 0, d.h. Fairnel
flir den Prozel 2 ist nicht erfiillt. Die automatische (fehlschlagende)
Uberpriifung liefert auch gleich ein Gegenbeispiel: Das Wort

(f2 < true), (f1l < true); (fl ==true), (f2 <« false),
(f2 == false); BkB; VkB; (f1 ¢ false); (f1 <« true),
(f2 == false); BkB;

ist im Schnitt enthalten.

Die Interpretation dieses Gegenbeispiels ist |hnen tiberlassen.
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