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Kontextfreie Sprachen

Kellerautomaten

Wir betrachten die kontextfreie Sprache
L ={ajax---ap%an---axa1 | neN,ay,...,ap, € A}

mit ¥ = AU {$} (die Menge der ,Palindrome mit Mittelzeichen").

Um diese Sprache zu erkennen, mull man sich das gesamte Wort vor $

merken, um die Ubereinstimmung mit dem Wortteil nach dem $ zu
Lberpriifen.

Ein endlicher Automat kann dies nicht, denn L ist nicht regular.
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Kontextfreie Sprachen

Um ein Automatenmodell fiir kontextfreie Sprachen zu erhalten,

® fiihren wir daher einen Keller oder Pushdown-Speicher ein, auf dem
sich eine beliebig lange Sequenz von Zeichen befinden darf.

® Beim Einlesen eines neuen Zeichens wird das oberste Zeichen des
Kellers gelesen und durch eine (evtl. leere) Sequenz von Zeichen
ersetzt.
An anderen Stellen kann der Keller nicht gelesen oder verandert
werden.
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Kontextfreie Sprachen

Maschinen: Kellerautomaten

Eingabe

|

Steuer-
einheit

!

Ausgabe

1 Speicher

Steuereinheit:
® endlich viele Zustiande

® dndern sich in
Abhangigkeit von
Eingabe und
Speicherkonfiguration

® produziert Ausgaben
® gibt ,Speicherbefehle”

Eingabe: Folge von
Buchstaben”

Ausgabe: FVRE/KOW H1INS4IBEI// ARt gut/schlecht bzw. 1/0
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Kontextfreie Sprachen

® Art des Speicherzugriffs: Yot/ /) Kellerspeicher ////Tiihg/Band
® Art der Steuereinheit: déteyimiigtiggly// nichtdeterministisch

o Diakiet/ (Y [y echinting/ ool /] epRnetitis il 11/

° BYRe/0a3 BOeiEheYs] fesy/ ]/ 1eaaY I tsch [/ BelIne el /1111
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Kontextfreie Sprachen

Schematische Darstellung eines Kellerautomaten:

el |n|g|a

b

| esekopf

Automat mit
endlich vielen
Zustanden

> | > >

Keller
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Kontextfreie Sprachen

Sei A ={a,b,c,d} und
L ={aiax---ap%a,---axa1 |n€N,ay,...,ap, € A}

Ein Kellerautomat erkennt diese Sprache folgendermalien:

Ein Wort w wird von links nach rechts eingelesen, wobei am Anfang
nur das Zeichen # im Keller steht.

Solange $ noch nicht erreicht ist, wird jedes eingelesene Symbol als
GroBbuchstabe auf den Keller gelegt (a~ A, b~ B, ...).

Wenn $ eingelesen wird, bleibt der Keller unverandert.

AnschlieBend wird fiir jedes neu eingelesene Zeichen iberpriift, ob der
passende Grolsbuchstabe auf dem Keller liegt. Dieser wird dann
entfernt.

Falls irgendwann keine Ubereinstimmung festgestellt wird, blockiert
der Kellerautomat.

Falls immer Ubereinstimmung herrscht, wird schlieRlich auch das
Zeichen # entfernt, und der Automat akzeptiert mit leerem Keller.
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Kontextfreie Sprachen

Simulation

Zustand 1 /

HF (>0
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Kontextfreie Sprachen

® /Zu Beginn einer jeden Berechnung enthalt der Keller genau das
Kellerinitialisierungszeichen #.

® Der Keller ist nicht beschrankt und kann beliebig wachsen, es gibt also
unendlich viele mogliche Kellerinhalte. Mit anderen Worten: Im
Gegensatz zu endlichen Automaten haben Kellerautomaten unendlich
viele interne ,,Zustande”.

® Die von uns betrachteten Kellerautomaten akzeptieren immer mit
leerem Keller (in diesem Fall gibt es auch keine
Ubergangsméglichkeiten mehr). (Spater betrachten wir auch eine
Variante von Kellerautomaten, die mit Endzustand akzeptieren.)
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Kontextfreie Sprachen

Definition
Ein Kellerautomat M ist ein 6-Tupel M = (Z, %, T, z9, 9, #), wobei
e 7 die endliche Menge der Zustande,
® > das Eingabealphabet,
e [ das Kelleralphabet,
® 7o € Z der Startzustand,
° §: Zx (X U{e}) x I — Pe(Z x I'*) die Uberfiihrungsfunktion und

o 4 c [ das Kellerinitialisierungszeichen ist.

Bemerkung: P.(Z x ['*) bezeichnet die Menge aller endlichen Teilmengen
von Z X ['*.

Abkiirzung: PDA (pushdown automaton) oder NPDA (nondeterministic
pushdown automaton).
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Wir betrachten die Uberfiihrungsfunktion

0: Zx (XU{e}) x T = Pe(Z xT7).

(z/,By---By) € §(z,a,A) bedeutet:

® wenn im Zustand z das Eingabesymbol a gelesen wird und das
Zeichen A als oberstes auf dem Keller liegt, dann

® wird A vom Keller entfernt und durch By --- By ersetzt (B liegt
zuoberst) und der Automat geht in den Zustand Z’ iiber.

Es kann auch a = ¢ gelten. In diesem Fall wird kein Eingabesymbol

eingelesen. Ebenso kann k = 0 gelten. In diesem Fall verkleinert sich der
Kellerinhalt.
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel (vgl. Folie 11.2):
PDA fiir L = {ajay---ap%ap---apa1 | n>0,a1,...,a, € {a,b}}:

M = ({Zl, 22}7 {aa b7 $}7 {#7 A7 B}a Z1, 57 #) )

wobei § folgendermalsen definiert ist
(wir schreiben (z,a, A) — (Z/, x), falls (Z/, x) € §(z, a, A)):

(zl,a, #) — (Zl,A#) (zl,a,A) — (Zl,AA) (zl,a, B) — (Zl,AB)
(Zl,b, #) — (Zl,B#) (Zl,b, A) — (Zl,BA) (Zl,b, B) — (Zl,BB)
(21,3, #) = (2, #)  (21,3,A) = (22,4) (21,8, B) = (2, B)
(22,8,A) = (22,6)  (22,b,B) = (z2,¢)  (22,6,9) = (22,¢)
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Kontextfreie Sprachen

a,#| A a,Ale
a,A|AA b,Ble
a,B|AB £,7|€
A8 s |
$,AIA
$,B|B
—{ 7 = 22
b, #|B#
b,A|BA
b,B|BB
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Kontextfreie Sprachen

Definition

Eine Konfiguration eines PDA ist ein Tripel k € Z x ¥* x I'*.

Bedeutung der Komponenten von k = (z,w,vy) € Z x ¥* x '*:
® 7z ¢ / ist der aktuelle Zustand des PDA.
® w € Y™ ist der noch zu lesende Teil der Eingabe.

® ~ c [* ist der aktuelle Kellerinhalt. Dabei steht das oberste
Kellerzeichen ganz links.
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Kontextfreie Sprachen

Uberginge zwischen Konfigurationen ergeben sich aus der
Uberfiihrungsfunktion §:

Definition
Firz,zZ e Z, w,w' € X* und v, € T'* gilt
(z,w,7) (2, w',Y),

wennes a€ X U{e}, Acl und B,n € " gibt mit
° (Z/,58) € 4(z,a,A),
e w=aw',y=Anund v = gBn.

Gilt a € X, so wird ein Zeichen der Eingabe gelesen. Falls a = ¢ gilt, so
nicht (d.h. es gilt w = w’).

11.15
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Wir betrachten verschiedene Fille von Werten der Uberfiihrungsfunktion §:

(Z/a Bl T Bk) < 5(27 d, A)
® Zeichen a wird gelesen.

e Zustand andert sich von z nach Z.

® Symbol A wird durch mehrere neue Symbole ersetzt:

. Bl
— A By
Y Y
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Kontextfreie Sprachen

Wir betrachten verschiedene Fille von Werten der Uberfiihrungsfunktion §:

(z/,BA) € §(z,a, A)
® Zeichen a wird gelesen.

e Zustand andert sich von z nach Z.

e Symbol B wird zusatzlich auf den Keller gelegt:

—+ B
— A A
Y Y
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Kontextfreie Sprachen

Wir betrachten verschiedene Fille von Werten der Uberfiihrungsfunktion §:

(Z,B) € 0(z,a,A)
® Zeichen a wird gelesen.

e Zustand andert sich von z nach Z.

e Symbol A auf dem Keller wird durch B ersetzt:
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Kontextfreie Sprachen

Wir betrachten verschiedene Fille von Werten der Uberfiihrungsfunktion §:

(Z,A) € 0(z,a,A)
® Zeichen a wird gelesen.

e Zustand andert sich von z nach Z.

o Keller bleibt unverandert:
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Kontextfreie Sprachen

Wir betrachten verschiedene Fille von Werten der Uberfiihrungsfunktion §:

(Z',¢e) € 6(z,a,A)
® Zeichen a wird gelesen.

e Zustand andert sich von z nach Z.

® Symbol A wird vom Keller geléscht:
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Kontextfreie Sprachen

Wir definieren * als die reflexive und transitive Hulle von I-.

Definition
Sei M = (Z,%,T,z9,0,#) ein PDA. Dann ist die von M akzeptierte Sprache

L(M) = {x cy” ‘ es gibt z € Z mit (zp, x, #) F~ (z,e,s)}.

Das heilst, dal} die akzeptierte Sprache diejenigen Worter enthalt, mit deren
Hilfe es moglich ist, den Keller vollstandig zu leeren.

Da Kellerautomaten jedoch nicht-deterministisch sind, kann es auch
Berechnungen fiir dieses Wort geben, die den Keller nicht leeren.
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel (vgl. Folie 11.12): ein PDA fiir die Sprache
[ = {alaz---anan---agal ‘ n>0,a,...,a, € {a,b}}.

(dies ist die Menge der ,,Palindrome gerader Lange”)

Idee: anstatt auf das Zeichen $ zu warten, kann sich der Automat jederzeit
nicht-deterministisch entscheiden, in den Zustand z; (= Keller abbauen)
liberzugehen.

Verianderte Uberfiihrungsfunktion § (3. Zeile ist gedndert):
(zl,a, #) — (Zl,A#) (zl,a A) — (Zl,AA) (zl,a B) — (Zl,AB)

)
(Zl, b, #) — (217 B#) (Zl, b, A) — (Zl, BA) (Zl, b, B) — (21, BB)
(21757#) — (227#) (ZlagaA) — (227’4) (2175 B; (227 )

(22,a,A) = (z22,¢)  (22,b,B) = (22,¢) (22,6, #) — (22,¢)
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Kontextfreie Sprachen

a,#| A a,Ale
a,A|AA b,Ble
a,B|AB £,7|€
A5 |
g,A|A
e,B|B
—{ 7 = 22
b,#|B#
b,A|BA
b,B|BB
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Kontextfreie Sprachen

Zum Beispiel ergeben sich diese Folgen von Konfigurationen fiir das
Eingabewort abba:

® (z1,abba, #) I (z1, bba, A#) b (22, bba, A#)
® (z1,abba,#) F (z1, bba, A#) - (z1, ba, BA#) - (22, ba, BA#) -

(22,3, A#) - (22,¢,#) b (22, ¢, €)
Das Wort abba wird also akzeptiert.

Dieser Kellerautomat ist also nicht-deterministisch (d.h. eine Konfiguration
kann mehrere Nachfolgerkonfigurationen haben).
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Kontextfreie Sprachen

Die Greibach-Normalform

Wir wollen als ndchstes zeigen, dal jede kontextfreie Sprache von einem
PDA akzeptiert werden kann. Hierzu wandeln wir die kontextfreie
Grammatik zunachst in eine Grammatik in Greibach-Normalform um.

Definition

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, %, P, S) ist in Greibach-Normalform,
falls alle Produktionen aus P folgende Form haben:

A—>aBlBg...Bk

mit k>0 A By,--- ,BkeVund ac X

Die Greibach-Normalform garantiert, dall bei jedem Ableitungsschritt genau
ein Terminalsymbol entsteht.
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Satz

Aus einer kontextfreien Grammatik G = (V, X, P,S) kann eine kontext-
freie Grammatik G’ in Greibach-Normalform berechnet werden mit L(G') =

L(G) \ {e}.
Beweis: o.E. konnen wir annehmen, dals G in Chomsky-Normalform ist.

Durch Streichen der Regel (S — ¢) (falls sie existiert) ergibt sich eine
kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform fiir L(G) \ {¢}.

Wir gehen im folgenden davon aus,
® dal G in Chomsky-Normalform ist und
® dall (S — ¢) keine Regel ist, dall also € ¢ L(G) gilt.
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Kontextfreie Sprachen

Voriiberlegung:

Angenommen in P gibt es fiir ein Nichtterminal A die Produktionen

A— Aoy |- |Aak | B ]| Be

mit a1, ..., 0k, B1,...,00 € (VUX)" und 51, ..., B¢ beginnen nicht mit A.

Mit Hilfe von Linksableitungen lassen sich aus A mittels dieser Regeln die
Worter aus

{B1,.... Bet{oa, . o}

erzeugen.
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Kontextfreie Sprachen

Betrachte die folgenden Produktionen (mit neuem Nichtterminal B):

A= Bl |Be| BB || BB
B—>C¥1‘~-‘Ozk|0z15‘---‘oék5

Mit Hilfe von Rechtsableitungen lassen sich aus A mittels dieser Regeln die
Worter aus

{617”'765} {0517”'705/(}*

erzeugen.

Ersetzt man also die ersten Regeln durch die zweiten, so andert sich die
Sprache der Grammatik nicht.
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Kontextfreie Sprachen

Sei nun A1, ..., A, eine beliebige Aufzahlung aller Nichtterminale von G.

Wir setzen
first(A;)) ={X eXuV |de V" A — X5},
d.h. dies ist die Menge der ersten Zeichen von rechten Seiten zu A;.

Schritt 1: Mit dem Algorithmus auf der ndchsten Folie formen wir G in
eine aquivalente kontextfreie Grammatik um, in der fiir alle
Nichtterminale A; gilt

first(A;) C X U{Ajr1,Aiio, ..., Am}.
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for i:=1to mdo
for j;=1toi—1do
for all (A,’ — AjO&) c P do

Seien Aj — B1 | - -+ | Bn alle Regeln mit linker Seite A;.
P = (PU{A,’%ﬁlOz ’ ’5,#)4}) \{A;—>Aja}
endfor
endfor

{assert: first(Ax) C LU {Akt1, Akgz. .., Am} fa. 1< k<
first(A,-) Cc > U {A,’, Aiig... ,Am}}
if es gibt Produktionen der Form A; — A;a then
Wende die Transformation aus der Voriiberlegung auf A; an
(dabei wird ein neues Nichtterminal B; eingefiihrt).
endif
{assert: first(Ax) C T U {Akt1, Akt2 - .-, Am}
first(Bk) C 22U {Al,AQ, e ,Am} fa.1<k< I}
endfor
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Kontextfreie Sprachen

Nach Schritt 1 gilt insbesondere first(A,) C L.

Schritt 2: Der folgende Algorithmus erzwingt dies fiir alle A;:

for i := m—1 downto 1 do
forall (A; — Aja) € P mit j > i do

Seien Aj — B1 | - -+ | Bn alle Regeln mit linker Seite A;.
P .= (PU{A,‘%ﬁlOé ‘ ‘ 5,704}) \{A;—>Aja}
endfor
endfor

Nach Schritt 2 sind alle Produktionen mit linker Seite A; (1 </ < m) in
Greibach-Normalform.

Aber: Die in Schritt 1 eingefiihrten Produktionen fiir die neuen
Nichtterminale B; mussen nicht in Greibach-Normalform sein.
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Kontextfreie Sprachen

Sei B — Aja eine solche Regel, die die Greibach-Normalform verletzt.
Seien Aj — B1 | - -+ | Bk alle Produktionen mit linker Seite A;.

Dann beginnen 31, ..., 8¢ mit Terminalsymbolen.

Ersetze B; — Ajo durch B; — Bia | -+ | Bka.

Nun ist die Grammatik in Greibach-Normalform. []
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Beispiel: Sei G die Grammatik in Chomsky-Normalform mit folgenden
Produktionen:

Al — A2A3
A2 — A3A1 ’ b
A3 — A1A2 ’ d.

In Schritt 1 wird nur die Produktion Az — A1A> im Durchlauf i = 3 wie

folgt ersetzt:
* Belj = 1: A3 = A A3A>
® Bei J = 2: Az — A3A1A3A> ’ bA3A>
Nun wird ein neues Nichtterminal B3 eingefiihrt, und die Produktionen

A3z — A3A1A3A> | bA3A, | a
werden ersetzt durch
A3 — bA3AxB; | aBs | bAsA> | a
Bs — A1A3A2B3 | A1A3AS.
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Kontextfreie Sprachen

Wir haben also nach Schritt 1 folgende Grammatik vorliegen:

Al = ArAs

Ay — AsA; | b

As — bA3ABs | aBs | bA3A; | a
Bs — Ai1A3ABs | AiAsAs.

Beachte: Rechte Seiten von Produktionen mit linker Seite A; beginnen mit
Terminal oder mit A; fiir ein j > i.

Nach Schritt 2, Durchlauf i = 2:

Al = AxAs

A — bA3AxB3A; | aBsA1 | bAsALA; | aA; | b
As — bA3AxBs | aBs | bAsA; | a

Bs — Ai1A3AxBs | AiAsAs
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Nach Schritt 2, Durchlauf i = 1:

A1 — bA3AB3A1A;s | aB3A1As | bAsArA1As | aA1As | bAs
A — bA3AxB3A; | aBsA1 | bAsALA; | aA; | b

As — bA3AxBs3 | aBs | bAsA; | a

Bs — Ai1A3AxBs | AiAsA;
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Nun muB noch in den rechten Seiten der Bs-Produktionen A; durch die
rechten Seiten von A;j ersetzt werden:

A1 — bA3AIB3A1As | aB3A1As | bAsAsA1As | aA1As | bAs

A> — bA3ABs | aBs | bAsAs | aAr | b

As — bA3AB; | aBs | bAsA; | a

Bs — bA3A2B3A1A3A3ABs | aB3A1A3A3AxBs | bA3A»ALAsAsArBs |

aA1A3A3A2B3 | bA3A3A2Bs | bA3A,B3A1A3A3 A, |
aB3A1A3A3A2 ’ bA3A2A1A3A3A2 | 8A1A3A3A2 ‘ bA3A3A2
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Beispielhafte Testfragen aus dieser Vorlesung (andere sind moglich):

® Definieren Sie Kellerautomaten.

® \Was ist eine Konfiguration eines Kellerautomaten
M=(Z,%L,T,z,9,#)?

® Sei M =(Z,%,T, 2,9, #) ein Kellerautomat. Wann gilt
(2, w, ) F (2, W, 7)?

® \Wann ist eine kontextfreie Grammatik in Greibach-Normalform?

e Vervollstandigen Sie den folgenden Satz: Aus einer ... Grammatik G
kann eine ... Grammatik G’ in Greibach-Normalform berechnet werden

mit L(G') = ...
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/Zusammenfassung 11. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu

® PDAs (Hoffnung: sie akzeptieren genau die kontextfreien Sprachen)

® jede c-freie kontextfreie Sprache kann durch eine Grammatik in
Greibach-Normalform erzeugt werden

kommende Vorlesung

® PDAs akzeptieren genau die kontextfreien Sprachen:

® Konstruktion eines PDA aus einer Grammatik in Greibach-Normalform
® Konstruktion einer kontextfreien Grammatik aus einem PDA
(,, Tripelkonstruktion™)
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