Kontextfreie Sprachen

Automaten und Formale Sprachen
13. Vorlesung

ﬁb‘ wel(i):fFe
TECHNISCHE UNIVERSITAT Co v '
ILMENAU Prof. Dr. Dietrich Kuske Thuringen

FG Automaten und Logik, TU limenau

Wintersemester 2024 /25

13.1



Kontextfreie Sprachen

Abschluleigenschaften

Erinnerung

Die Klasse der regularen Sprachen ist abgeschlossen unter:
® \ereinigung (L1, Lo regular = Ly U Ly regular)
® Schnitt (L, Ly regular = L; N Ly regular)
® Komplement (L regular = ¥* \ L regular)
® Produkt/Konkatenation (L1, Ly regular = LiL, regular)

o Kleene-lteration (L reguldar = L* regular)

Frage

Welche dieser Eigenschaften gelten fiir die Klasse der kontextfreien Spra-
chen?
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Kontextfreie Sprachen

Satz

Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter:

1. Vereinigung (L1, Ly kontextfrei = L3 U L, kontextfrei)
2. Produkt/Konkatenation (L1, Ly kontextfrei = L;L, kontextfrei)
3. Kleene-lteration (L kontextfrei = L* kontextfrei)
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen unter:
4. Schnitt (es gibt L1, Ly kontextfrei, so dal® L; N Ly nicht kontextfrei ist)
5. Komplement (es gibt L kontextfrei, so dall ¥* \ L nicht kontextfrei ist)

13.3



Kontextfreie Sprachen

Beweis:
(1)-(3): siehe Ubungsaufgabe 5(3)

Bisher haben wir keine Methode, um zu zeigen, dals eine Sprache nicht
kontextfrei ist. - Der Beweis wird auf Folie 13.28 vervollstandigt werden.
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Kontextfreie Sprachen

Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Idee: Man versucht auszunutzen, dall eine kontextfreie Sprache von einer
Grammatik mit endlich vielen Nichtterminalen erzeugt werden mul. Das
bedeutet auch: Wenn ein Ableitungsbaum ausreichend tief ist, so gibt es
einen Ast, der ein Nichtterminal mehrfach enthalt. Die durch diese zwei

Vorkommen bestimmten Teilbaume werden wir ,pumpen”.
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Kontextfreie Sprachen

Pumping Lemma (Bar-Hillel, Perles, Shamir '61)

Wenn L eine kontextfreie Sprache ist,
dann gibt es n > 1 derart,
dall fiir alle z € L mit |z] > n gilt:
es gibt Worter u, v, w,x,y € X* mit
(i) z = uvwxy,

)
(ii)
i

)

lvwx| < n,
lvx| > 1 und

i
iv) uv'wx'y € L fiir alle i > 0.

(
(
Dieses Lemma sagt:

+Nur wenn es n > 1 gibt mit ..., ist es moglich, dall L kontextfrei ist".

Existiert kein n > 1 mit ..., so kann L also nicht kontextfrei sein.

Wir zeigen zunidchst an einem Beispiel, wie dies funktioniert:
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Beispiel (Fortsetzung von Folie 2.8 bzw. 2.11)

Betrachte die kontextsensitive Grammatik G mit den Produktionen

S — aSBC |aBC CB — HB HB — HC
HC — BC aB — ab bB — bb
bC — bc cC — cc.

Sie erzeugt z.B. das Wort aabbcc:

S = aSBC = aaBCB(C = aaBHBC
= aaBHCC(C = aaBBCC = aabBCC
= aabbC(C = aabbcC = aabbcc

Die erzeugte Sprache ist L; = {a"b"c™ | m > 1}.

Diese kontextsensitive Sprache ist nicht kontextfrei. Also gilt £, C L;.
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Kontextfreie Sprachen

Beweis: indirekt
Angenommen, L; ware kontextfrei.
Nach dem Pumping-Lemma gibt es ein n > 1, so dall die folgende Aussage
gilt:
Fiir jedes z € Ly, |z| > n, gibt es u,v,w,x,y € ¥* mit (%)
(i), (i), (iii) und (iv).

Wir wahlen nun z = a"b"c".
Dann ist z € Ly und |z| =3n > n.
Nach der Aussage (*) gibt es also u, v, w, x,y € ¥* mit

(i) z= uvwxy, (i) |vwx| < n,

(iii) |vx| > 1 und (iv) uv'wx'y € Ly fiir alle i > 0.
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Kontextfreie Sprachen

UVWXY 0) Z = @aaaa- - -aaaa bbbbb - - - bbbb ccccc - - - cccc

N

n—mal n—mal n—mal

Wegen |vwx| < n nach (ii) gilt vwx € L(a*b*) U L(b*c*) und damit
vx € L(a*b*) U L(b*c*).

Mit anderen Worten: es ist nicht moglich, dals sowohl ein a als auch ein ¢
in vx vorkommen.

Wir unterscheiden zwei Falle:

® ¢ kommt in vx nicht vor: dann enthilt uv®wx®y (immer noch)
n Vorkommen von c, aber

P wxPy |, + [ivPwxPy|p = 2n — |vx| < 2n

wegen (iii) und damit uv®wx®y ¢ Ly, im Widerspruch zu (iv).
® 3 kommt in vx nicht vor: man erhilt analog einen Widerspruch zu (iv).

Also ist L tatsachlich nicht kontextfrei. ]
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Kontextfreie Sprachen

Auf Folien 2.21 und 9.29 wurde
£3 C L, C Ly C £0 gezeigt.

Auf Folie 6.8 wurde Lo C Klasse Typ-0-Sprachen
aller Sprachen und auf Folie 6.13
auch L3 C L, gezeigt.

Jetzt wissen wir, daR auch

Lo C L1 gilt.

o _ Typ-2-Sprachen
Wir wissen noch nicht, ob

L1 = Ly oder L1 C Ly gilt.
Wir haben also Typ-3-Sprachen

L3C Ly C L1 C Ly C Klasse rechtslineare Sprachen
aller Sprachen.

kontext-freie Sprachen
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Kontextfreie Sprachen

Im Beweis des Pumping-Lemmas verwenden wir die folgende Aussage.

Lemma

Sei B ein Bindrbaum (d.h., jeder Knoten in B hat entweder null oder zwei

Kinder) mit mindestens 2% Blittern.
Dann hat B einen von der Wurzel ausgehenden Ast, der aus mindestens k

Kanten und k + 1 Knoten besteht.
Beweis: Induktion tber k.
IA: kK =0.

Sei B ein Bindrbaum mit mindestens 2° Blittern, d.h. mit mindestens
einem Blatt.

Dann hat B einen Ast, der aus mindestens einem Knoten besteht.
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Kontextfreie Sprachen

IS: kK > 0.
Sei B ein Binirbaum mit mindestens 2kt1 = 2k o+ 2k -~ 1 Bl5ttern.

Seien v; und v» die beiden Kinder der Wurzel und seien By und B> die
Binarbaume mit Wurzel v; bzw. w.

Dann existiert i € {1,2}, so daR B; mindestens 2% Blitter hat.

IV = in B; gibt es einen Ast mit mindestens k Kanten und k + 1
Knoten.

= in B gibt es einen Ast mit mindestens k + 1 Kanten und k + 2
Knoten.
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Kontextfreie Sprachen

Beweis des Pumping-Lemmas:

Sei nun G = (V, %, P,S) eine kontextfreie Grammatik mit L = L(G) in
Chomsky-Normalform. Setze k := |V| und n := 2%,

Sei weiter z € L(G) mit |z| > n = 2K,

Wegen z € L(G) existiert ein Ableitungsbaum T mit o(T) = z.
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Kontextfreie Sprachen

Der Ableitungsbaum T
mit «(7T) = z und |z| >
n = 2k,

Binarbaum

Wort z als Blattwort
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Kontextfreie Sprachen

Nach dem vorherigen Lem-
ma existiert ein Ast in T
mit mindestens k+1 Kno-
ten.
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Also gibt es ein Nicht-
terminal (etwa A), das
auf dem Ast zweimal auf-
taucht.

Wir koénnen annehmen,
dall auf jedem Ast, der
vom oberen A ausgeht,
hochstens das A mehrfach
und dieses nicht dreimal
vorkommt.

Kontextfreie Sprachen
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Das Wort z wird nun in
funf Teilworter u, v, w, x,
y aufgespalten (womit (i)
gesichert ist):
® w wird aus dem
unteren A abgeleitet:
A=%w
® vwx wird aus dem
oberen A abgeleitet:
A =" vVAX =7 vwx

Kontextfreie Sprachen
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Damit erhalt man drei
ineinander enthaltene Teil-
Ableitungsbaume, die man
neu zusammenstecken
kann.

Kontextfreie Sprachen
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Durch Weglassen des mitt-
leren Teilbaums erhalt man
einen Ableitungsbaum fiir
uwy. Damit gilt: uwy €
L(G).

Kontextfreie Sprachen
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Durch  Verdoppeln des
mittleren Teilbaums erhalt
man einen Ableitungs-
baum fiir uv?wx?y. Damit
gilt: uv?wx?y € L(G).

Kontextfreie Sprachen
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Durch Ver-i-fachen des
mittleren Teilbaums er-
halt man einen Ableitungs-
baum fiir uv/wx'y. Damit
gilt: uv'wx'y € L(G), d.h.
wir haben (iv) gezeigt.

Kontextfreie Sprachen
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Kontextfreie Sprachen

Wir zeigen als nachstes (ii), d.h. |vwx| < n:

Sei T7 der Teilbaum von T, der am oberen A beginnt (d.h. es gilt
a(T1) = vwx).

Da wir das obere A so gewihlt haben, dak davon ausgehende Aste
hochstens das A mehrfach (und dieses nicht dreimal) enthalten, kann kein
Ast in T; > |V| + 1 Knoten enthalten.

Das vorhergehende Lemma sichert |[vwx| = Blattanzahlin T; <2Vl =n
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Kontextfreie Sprachen

Es bleibt noch (iii) zu zeigen, also |vx| > 1:

Sei T, der Teilbaum von T, der am unteren A beginnt (d.h. es gilt

Oé( T2) = W).

Da T nur bindre Verzweigungen enthalt und 7, echter Teilbaum von T3
ist, hat T1 wenigstens ein Blatt, das nicht zu T, gehort. Da es keine
e-Produktionen gibt, ist dieses Blatt mit a € ¥ beschriftet. Also gilt

VX F# E. []
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Kontextfreie Sprachen

Beispiel
Die Sprache Ly = {0™ | m € N} ist nicht kontextfrei.

Beweis: indirekt
Angenommen, L, ware kontextfrei.
Nach dem Pumping-Lemma gibt es ein n > 1, so dal die folgende Aussage
gilt:
Fiir jedes z € Ly, |z| > n, gibt es u,v,w,x,y € L* mit (%)

(i), (i), (i) und (iv).

Wir wihlen nun z = 0™,
Dann ist z € L und |z| = n® > n.
Nach der Aussage (*) gibt es also u, v, w,x,y € ¥* mit

(i) z= uvwxy, (i) |vwx| < n,

(iii) |vx| > 1 und (iv) uv'wx'y € Ly fiir alle i > 0.

13.17



Nach (i) und (iii) gilt 1 <

Aus |uviwx?y| ) 1z 4+ |vx

Kontextfreie Sprachen

vx| < |vwx| < n.

= n? + |vx| folgt somit

n® < |uv?wx?y| < n®>+n < (n+1)?

und damit uv?

wx?y ¢ Ly, im Widerspruch zu (iv).

Also ist L, tatsachlich nicht kontextfrei.
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Kontextfreie Sprachen

Unsere Beweise, dals L1 und L, nicht kontextfrei sind, folgen dem folgenden
Schema (vgl. Folie 6.16):

Behauptung: Die Sprache L ist nicht kontextfrei.

[0] (wortlich) Beweis: indirekt. Angenommen, L ware kontextfrei. Nach
dem Pumping-Lemma gibt es ein n > 1, so dal} die folgende
Behauptung (*) gilt:

Fiir jedes z € L, |z| > n, gibt es u,v,w,x,y € ¥* mit (i)-(iv).

[1] (problemspezifisch) Wir wahlen ein geeignetes z € L mit |z| > n, so
dall Schritt [3] ausfiihrbar ist.

[2] (wortlich) Nach Behauptung (*) gibt es u, v, w, x,y € ¥* mit (i)-(iv).

[3] (problemspezifisch) Wir wahlen zu u, v, w, x, y ein passendes i > 0
und zeigen, dal uv'wx'y nicht in L sein kann.

[4] (wortlich) Widerspruch zu (iv). Also ist L nicht kontextfrei. ]
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Kontextfreie Sprachen

Vergleiche Folie 6.17:

Mithilfe logischer Operatoren kann das Pumping-Lemma auch wie folgt
geschrieben werden:

L kontextfrei
—dn Vze L mit |z| > n du,v,w,x,y mit (i—ii) Vi:uv'wx'y €L

Diese Aussage ist logisch aquivalent zu:

Vn dzecLmit|z|>n VYu,v,w,x,y mit (i-i) Ji:uv'wx'y €L
— L ist nicht kontextfrei

Um zu zeigen, dall eine Sprache L nicht kontextfrei ist, reicht es also zu
zeigen, dals es fiir alle nein z € L gibt ...
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Kontextfreie Sprachen

Vergleiche Folie 6.17:
Die kénnen wir auch in dem folgenden Spielschema fassen:

Wir (die Beweiser) wollen zeigen, dals die Sprache L nicht kontextfrei ist.
Dazu miissen wir das folgende Spiel (gegen den Gegner) gewinnen:
Runde 1 G wahlt eine Zahl n > 1.
Runde 2 B wahlt ein z € L mit |z| > n
Runde 3 G wahlt u, v, w, x und y mit
(i) z = uvwxy, (ii) |vwx| < nund (iii) |vx| > 1.
Runde 4 B wahlt ein i und zeigt, daR uv'wx'y ¢ L.

Die Sprache L ist nicht kontextfrei, falls B unabhangig von den Wahlen
von G in Runden 1 und 3 immer so wahlen kann (in Runden 2 und 4), dal}
schlieBlich uv'wx'y ¢ L gilt.

13.21



Kontextfreie Sprachen

Beispiel
L3 ={w2w | w € {0,1}*} ist nicht kontextfrei.

Beweis: wir zeigen, dall B im Spielschema immer so wahlen kann, dal}
uv'wx'y ¢ L3 gilt:

Runde 1 G wahlt eine Zahl n > 1.

Runde 2 B wahlt z = 071"20"1" (natiirlich gelten z € L3 und |z| > n)

Runde 3 G wahlt u, v, w, x und y mit
(i) z = uvwxy, (ii) [vwx| < nund (iii) |vx| > 1.

Runde 4 B wahlt i = 0 und zeigt, daR uv'wx'y ¢ Ls:
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1. Fall: v oder x enthalt die 2.
Dann enthilt uv®wx®y keine 2, gehért also nicht zu Ls.
2. Fall: u enthalt 2.
Dann stehen in uv
Buchstaben als rechts, also uv
3. Fall: y enthalt 2.
analog
4. Fall: w enthalt 2.
Wegen (ii) ist vwx Faktor von 17207, der 2 enthalt. Also
gilt v € L(1*) und x € L(0*) und damit
uvOwxCy = 0717~ IVI20"=IXI17 ¢ L3, da |v| > 0 oder
x| > 0 nach (iii).
Also kann B so wihlen, daB uv'wx'y ¢ L3, d.h., L3 ist tatsichlich nicht
kontextfrei. N

OwxVy links von der 2 mehr

‘wxPy ¢ Ls.
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Das Lemma von Ogden

Lemma (William Ogden '68)

Wenn L eine kontextfreie Sprache ist,

dann gibt es n > 1 derart,

dal fiir alle z € L mitfzF>-, mit n markierten Positionen,
gilt:
es gibt Worter u, v, w,x,y € X* mit
(i) z= uvwxy

(iii) =2 v oder x enthilt wenigstens eine der

Markierungen und

iv) uv'wx'y € L fiir alle i > 0.
y

Beweis: dhnlich zum Beweis des Pumping-Lemmas. []
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Beispiel
L4 = {akb’c™ | 0 < k < ¢ < m} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Nach dem Spielschema, das man aus dem Lemma von Ogden
gewinnen kann. Wir zeigen also, dall B immer so wahlen kann, dals
uw'wx'y ¢ Ly gilt:

Runde 1 G wahlt eine Zahl n > 1.

Runde 2 B wahlt z = a"b"c" (natiirlich gilt z € L4) und markiert die
Vorkommen von a

Runde 3 G wahlt u, v, w, x und y mit
(i) z = uvwxy und (iii) v oder x enthilt eine Markierung.

Runde 4 B wihlt i = 2 und zeigt, daB uv'wx'y ¢ Ly:
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1. Fall: v oder x enthalt zwei verschiedene Sorten von
Buchstaben. Dann gilt uv?wx?y ¢ L(a*b*c*) und damit
uv?wx?y ¢ Ly.

2. Fall: x € L(a*).

Dann gilt |uv?wx?y|, = n+ |vx|, > n = |uv?wx?y|p,
also uv?wx?y ¢ Ly.

3. Fall: x € L(b*).

Dann enthalt x keine Markierungen, aus (iii) folgt also,
dals v wenigstens ein a enthidlt. Dann gilt

luvlwx?y|, > n+ 1> n=|uv?wx?yl., also

uv2wx?y & Ly.

4. Fall: x € L(c*).

Wir konnen v € L(a* + b* + ¢*) annehmen, woraus nach
(iii) v € L(a™) folgt. Analog zum 3. Fall folgt nun
luvPwx?y|, > n+ 1> n=|uv?wx?y|p, also
uvzwx?y & Ly.

B kann also so wahlen, daB uv'wx'y ¢ Lq, d.h., ist L4 nicht kontextfrei. [
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Beispiele

weitere Sprachen, die nicht kontextfrei sind:

{akbmakb™ | k,m >0} {a*b™mak"™ | k,m > 0}
{ww | we{0,1}*} {0m10m10™ | m> 0}
{0m1°m0*m | m >0}  {0P| p Primzahl }

Beweis jeweils mit dem Pumping-Lemma oder dem Lemma von Ogden.
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Beweis der Aussagen (4) und (5) des Satzes auf Folie 13.3
4.

s = {a"b’c™|0< k<¢,0<m)}
le = {akbecm|0§k,0§€§m}

sind kontextfreie Sprachen (einfach).
lhr Schnitt

LsNLe={a"b’c" |0< k<l<m}=l4
ist jedoch nicht kontextfrei (siehe Folie 13.25).

5. L7 = {a*b’c™ | k > £ oder £ > m} U {a, b,c}T \ L(a*b*c*)
ist eine kontextfreie Sprache (einfach).

lhr Komplement
{a,b,c}*\ Ly ={a"bc™ |0< k<l{<m}=lLy4

ist jedoch nicht kontextfrei (siehe Folie 13.25). ]
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Beispielhafte Testfragen aus dieser Vorlesung (andere sind moglich):

® Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter (1) ...,
(2) ... und (3) ..., aber nicht unter (4) ... und (5) ...

® Es gibt eine kontext... Sprache, die nicht kontext... ist.
® Die folgenden 3 Sprachen sind nicht kontextfrei: ...
® Das Pumpinglemma fiir kontextfreie Sprachen lautet: ...

® Ogdens Lemma lautet: ...
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/usammenfassung 13. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu

e die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter
Vereinigung, Verkettung und Iteration

® Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

e die Klasse der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen unter
Schnitt und auch nicht unter Komplement

kommende Vorlesung

® der Schnitt einer kontextfreien und einer reguldren Sprache ist
kontextfrei

® Wird L von einem deterministischen PDA akzeptiert, so auch das
Komplement
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