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Rechtslineare Sprachen

Proposition

Aus einer rechtslinearen Grammatik G = (V,%, P,S) kann ein NFA M

berechnet werden mit L(G) = L(M).

Insbes. ist also jede rechtslineare Sprache eine ,,NFA-Sprache”.

Beweis:
Wir definieren den NFA M = (Z,%,S5’,6, E), wobei:

Z =V
0(A,a) = {B|(A—aB)e P}
s = {s}

E = {A|(A=e)eP)
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Behauptung: Fiir alle w € X* und alle A, B € V gilt:
A=t wB < Bci({A},w)
Beweis: per Induktion iiber |w/| (siehe Zusatzmaterial auf Folien 4.34 ff.)

Sei nun w € Y *.

Dann gilt:

wel(G) «<— dJAecV:S=wAund (A—¢)eP
&L JAeV:Acs({S},w)und AcE
— S({S},w)NE#0
— weL(M)

Es gilt also tatsachlich L(G) = L(M). ]
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Proposition

Aus einem NFA M kann ein DFA M’ berechnet werden mit L(M) = L(M’).
Insbes. ist jede ,NFA-Sprache” regular.

Beweis:
Idee: Der zu konstruierende DFA bestimmt, in welchen Zustanden sich der
urspriingliche NFA befinden konnte.

Das heilst, die Zustande des DFA sind Mengen von Zustanden des
urspriinglichen NFA. Man nennt diese Konstruktion daher auch
Potenzmengenkonstruktion.
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Sei M =(Z,%,5,6,E) ein NFA.
Definiere den DFA

M = (P(2),%,S,0,E

mit 8'(Y,a) = 4(Y,a)
E' = {YCZ|YNE#0D}

Behauptung: Fiir alle Worter w € X* gilt:
5’(5, w) = 5(5, w)

Beweis: per Induktion iiber |w/| (siehe Zusatzmaterial auf Folien 4.36 ff.)
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Also gilt fiir jedes Wort w € X*:

wel(M) < J(Sw)eF
—5(5.w)
= 5(S,w)NE £
<— w e L(M)

und damit L(M") = L(M)

Prof. Dr. Dietrich Kuske
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Beispiel:

a,b,c

NFA M:  — abc

Konstruierter DFA M’ (vom Initialzustand aus erreichbarer Anteil):
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Bemerkung

® Aus einer rechtslinearen Grammatik G = (V/,...) kann also ein
aquivalenter NFA mit |V/| Zustdnden konstruiert werden.

® Umgekehrt haben wir aus einem NFA M = (Z,...) einen aquivalenten
DFA mit 2/4] Zustinden (Folie 4.4) und daraus eine dquivalente
Grammatik mit 2/4! Nichtterminalen (Folie 3.13) konstruiert.

e Ahnlich zum Beweis der Proposition auf Folie 3.13 kann man auch aus
einem NFA M = (Z,...) eine dquivalente rechtslineare Grammatik
mit nur |Z| 4+ 1 Nichtterminalen konstruieren.

Der zusatzliche Zustand wird bendtigt, da M mehrer Anfangszustande
haben kann.
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NFAs, DFAs und rechtslineare Grammatiken

Satz
Seien Y ein Alphabet und L C X* eine Sprache. Dann sind aquivalent:

1. L ist reguldr (d.h. von einem DFA akzeptiert)
2. L wird von einem NFA akzeptiert
3. L ist rechtslinear (d.h. von einer Typ-3-Grammatik erzeugt)

verschiedene Modelle zur Beschreibung regularer Sprachen:

® Rechtslineare Grammatiken: Verbindung zu Chomsky-Hierarchie,
erzeugen Sprachen
wenig geeignet fiir Entscheidung, ob Wort zu Sprache gehort

® NFAs: kompakte Darstellungen von Sprachen, intuitive graphische
Darstellung
wenig geeignet fiir Entscheidung, ob Wort zu Sprache gehort

e DFAs: u.U. exponentiell grolser als NFA bzw. Grammatik
gut geeignet fiir Entscheidung, ob Wort zu Sprache gehort

Prof. Dr. Dietrich Kuske Automaten und Formale Sprachen, WS 26/27 4.9



Rechtslineare Sprachen

Abschluleigenschaften

Definition
Gegeben sei eine Klasse K und ein n-stelliger Operator ®: K" — K.

Man sagt, eine Klasse K’ C K ist unter ® abgeschlossen, wenn fiir beliebige
Elemente ki, ka, ..., k, € K gilt: @(k1, ko, ..., kn) € K'.

Wir betrachten hier AbschluReigenschaften der Klasse aller regularen
Sprachen (d.h. wir setzen K = Klasse aller Sprachen und K’ = Klasse aller
reguldren Sprachen).

Frage

Falls L1,L> C ¥* regular sind, sind dann z.B. auch L; U Ly, [1 N Ly und
L, = ¥*\L; (Komplement) regulir?

Wir betrachten weitere Operationen: Konkatentation, Iteration, regulare
Substitution.

Prof. Dr. Dietrich Kuske Automaten und Formale Sprachen, WS 26/27 4.10



Rechtslineare Sprachen

Satz
Aus einem DFA M {iber ¥ kann ein DFA M’ berechnet werden mit L(M') =

2\ L(M).
Insbes. ist die Klasse der regularen Sprachen unter der Komplementbildung
abgeschlossen.

Beweis: Sei M = (Z, %, 29,9, E) DFA. In diesem vertauschen wir die End-
und Nicht-Endzustidnde, d.h. wir setzen M’ = (Z, %, 29,9, Z \ E).

Dann gilt fiir w € X*:

weX\L w ¢ L(M)
O(z0,w) ¢ E
/5\(20, w) € Z\E

we L(M).

1tot

Also gilt L(M") = X*\ L(M). ]
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Bemerkung
® Ist M= (Z,%,...) ein DFA, so existiert also ein DFA fiir ¥* \ L(M)
mit |Z| Zustanden.

® Ist M= (Z,%,...) ein NFA, so existiert ein DFA fiir L(M) mit 2/
Zustinden (Folie 4.4) und daher ein DFA fiir * \ L(M) mit 2/
Zustanden.

® Man kann zeigen, dall diese Schranken optimal sind (selbst wenn man
NFAs konstruieren mochte).
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Definition
Sind L1 und Ly Sprachen, so heilst die Sprache

Lilo =4w |3wy € Li,wr € Lr: w = wiws} (auch L; - Ly)

die Konkatenation oder Verkettung von L; und L».

Beispiel

o {0}*{1} ={0'V |i,j=0}
e {0} U{1}{0,1}* ist die Menge der Binarzahlen

Beobachtungen

® Die Verkettung von Sprachen ist assoziativ: (L Lp) L3 = Ly (Lo L3)
o {e}istneutral: L{e} ={c}L =1L
® () ist ausléschend: O L = L) = ().
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Definition
Sei L Sprache und n € N. Dann ist L"” induktiv definiert:

i _ {e} falls n=0
Lt fallsn>0

Es gilt also L" = {wywo---w, | wy,...,w, € L}.

Beispiele
o fiir K={a% | ke N}und L= {a""|¢cN}:
K-L={e a%a%a’,a’, al% at?} u{al3t" | n € N}
o fiir P = {aP | p Primzahl}:
P2U P3 = {a*} U {a®™" | n € N} gdw. Goldbachsche Vermutung gilt

Prof. Dr. Dietrich Kuske Automaten und Formale Sprachen, WS 26/27 4.14



Rechtslineare Sprachen

Definition
Sei L eine Sprache. Dann ist L* = |J,>qL" der Kleene-Abschlufs oder die

Kleene-Iteration von L.
Weiter ist LT = |J - L" die positive lteration von L.

Selbststudium: LT =L -L[*=L*-L

Beispiel

fiir L= {a*b| k> 1}:
w € L* gdw. 1. Buchstabe a, letzter b, kein Faktor bb
oder w = ¢
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Prioritatsregeln fiir Operationen auf Sprachen:
® Potenz/lteration binden starker als Konkatenation

® Konkatenation starker als Vereinigung/Durchschnitt/Differenz.
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Substitionen

Wir werden jetzt zeigen, dals die Klasse der regularen Sprachen unter
reguldren Substitutionen” abgeschlossen ist und dann daraus folgern, dals
dies auch fiir Vereinigung, Konkatenation und lteration gilt.

Idee: > und ' Alphabete, K C I*, L, C YX* firalleael.
Die Substitution erhalt man, indem man

in allen Wortern aja>---a, € K

die Buchstaben a1, ..., a, durch beliebige Worter aus
La,,Lay, ..., Ly, ersetzt.

Beispiel K = {ab, baa}, L, ={c"d™ | m>0}, L, ={c" | n € N}.
Im Ergebnis der Substitution sind z.B. enthalten

° ccc (in ab € K, ersetze a durch € L, und b durch
ccc € L)

® ccc (in baa € K, ersetze b durch ccc € Ly, das erste a
durch , das zweite a durch cd)
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Definition
Seien [ und X Alphabete, K C ™ und L, CX* fiuralleacl

® Das Tupel 0 = (L;)aecr heillit Substitution. Sind alle Sprachen L,
reguldr, so ist o eine regulare Substitution.

® Sei w € ['*. Die Anwendung o(w) C X* von o auf w ist die induktiv
definierte Sprache

o(w) = {{5} falls w = ¢

L,o(v) fallsw=av,aeX

® Die Anwendung o(K) C ¥* von ¢ auf K ist die Sprache

o(K) = U o(w).

weK
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Beispiele

e K={a,b}: o(K)=0c(a)Uao(b)=L,UL,

e K=1{ab}: o(K)=oc(ab) =L, L

o K ={a}": o(K) = Upnool(a") = Lt
Ziel: Berechne aus NFAs fiir K C '™ und die Sprachen o(a) C £* einen
NFA fiir die Sprache o(K) C L*.

Insbes. also: Ist K reguldre Sprache und o regulare Substitution, so ist
o(K) regulédre Sprache.

falls das moglich ist: Sind L;, L, C ¥* regular, so auch L;U Ly, L, - Lp
und L% (nach obigem Beispiel).
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Beispiel
Seien K = {aba}*, L, ={c}H{d}* und L, = {d}*{c}{dd}*.
Sie werden durch die folgenden drei NFAs M, bzw. M} akzeptiert:
d
e C
d d
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starte mit M

fir jedes Ziel z' einer a-
bzw. b-Transition: fiige eine
Kopie von bzw. M,

hinzu (mit e-Transitionen K l

von £, bzw. E, nach Z')

b C
z d
N :": :
Q d
b
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starte mit M

fir jedes Ziel z' einer a-
bzw. b-Transition: fiige eine
Kopie von bzw. M,

hinzu (mit e-Transitionen K

von £, bzw. E, nach Z')

ersetze a-Kante durch e-

Transition von ihrem Start 3

zu den initialen Zustanden c

des zu ihrem Ziel hinzu- Y d
y . £

gefligten (streiche da- <—<>f\/©

bei Initial- bzw. Finalmarkie- c

rung in V)

(analog fiir b-Kanten)
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unsere Konstruktion liefert also einen e-NFA! Daher zunichst eine
Umwandlung von e-NFAs in NFAs.

Lemma
Aus einem e-NFA M kann ein NFA M’ berechnet werden mit L(M) = L(M’).

Idee: Der NFA M’ erreicht mit w dieselben Zustinde wie M (aber ohne
e-Transitionen)!

Beweis: Sei M = (Z,%,S5,9, E).
Setze M' = (Z/, X, 5,0, E") gemaR

7' = Z

s =S
§(2.5) — 0({z},a) foraeX
0 fora=c¢

E' = E
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Beispiel: Betrachte den e-NFA M von Folie 3.22. Dann erhalten wir den
folgenden NFA M’.
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Beispiel: Betrachte den e-NFA M von Folie 3.22. Dann erhalten wir den
folgenden NFA M’.

Prof. Dr. Dietrich Kuske Automaten und Formale Sprachen, WS 26/27 4.23



Rechtslineare Sprachen

Behauptung: Fiir alle w € ¥* gilt §'(S", w) = 6(S, w).

Beweis: per Induktion iiber |w| (siehe Zusatzmaterial auf Folien 4.37 ff.)
Damit gilt fiir alle Worter w € X%
wel(M) < §S,wnNE#)
Beh . §(S", w)NE #§

— (S w)NE £
— welLM)

Also gilt tatsachlich L(M) = L(M'"). ]
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nebenbei erhaltenes Ergebnis

Satz auf Folie 4.9 kann erweitert werden zu

Satz

Seien Y ein Alphabet und L C X* eine Sprache. Dann sind aquivalent:
1. L ist regular (d.h. von einem DFA akzeptiert)
2. L wird von einem NFA akzeptiert

3. L ist rechtslinear (d.h. von einer Typ-3-Grammatik erzeugt)
4. L wird von einen e-NFA akzeptiert

Beweis: Die Aquivalenz der ersten drei Aussagen ist schon gezeigt.
Lemma auf Folie 4.22: 2 folgt aus 4
trivial: 4 folgt aus 2 ]
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Satz

Seien M und M, fiir a € ¥ NFAs mit K = L(M) und L, = L(M,). Sei weiter
o = (La)aez die definierte Substitution.
Dann kann ein e-NFA M’ fiir o(K) berechnet werden.

Beweis: Seien M = (Z,%,5,0,E) und M, = (Z5,%,S,, 9,4, E,). Der
e-NFA M' = (Z',%,S5’,§', E") ergibt sich wie folgt (wobei a, b € ¥,
z,z7€Zundge ”Z,): 5 =S5, E' =E und

Z' = ZU Ucez,z'eg(z,c) Ze x {2}
0" ((q,2'),b) = da(q,b) x {z'}
§(z,a) = 0
0'(z,e) = {(v,2') |2 €d(z,a),c € l,}
(@) = {3

) sonst

falls g € E,
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Behauptung: Fiir alle z, 2/ € Z, g € Z, und w € X* gelten

ZE(/S\/(S/,W) < daj,...,ac €l:
we {etla Ly, La,
zed(l,aa)u | ] a(S,a)

acl
ecl,

(q,2') € 5A’(l’, w) <= dai,...,ak,bel,xel™:
we{e}tly Ly, - Ly X,

qc gl\D(Ibax)7
Z e 5(/,3132 JEI- b)

Beweis: per Induktion iiber |w|, hier nicht ausgefiihrt q.e.d.
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Sei nun w € X *.

Dann gilt:

weo(K) < dajar---are K=LM):welL,L,, L,
£ Jec E:ecd(S,w)

— weL(M)

Es gilt also tatsachlich o(K) = L(M"). ]
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Folgerung

Aus NFAs M, und My konnen NFAs M, M. und M, berechnet werden mit
L(My) = L(M,) U L(Mp), L(M.) = L(M,) - L(Mp) und L(M,) = L(M,)*.

Insbes. ist die Klasse der regularen Sprachen also abgeschlossen unter Ver-
einigung, Konkatenation und Kleene-Iteration.

Beweis: Folie 4.19: diese Sprachen erhalt man mittels regularer
Substitutionen aus regularen Sprachen

Folie 4.26: man kann e-NFAs flir sie konstruieren

Folie 4.22: aus diesen e-NFAs kann man NFAs kontruieren ]
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Folgerung

Aus NFAs M, und M} kann ein NFA M berechnet werden mit L(Mn) =
L(M,) N L(Mp).

Insbes. ist die Klasse der regularen Sprachen abgeschlossen unter Schnitten.

Beweis: Wegen L(M,) N L(Mp) =X\ (X*\ L(M,) UX*\ L(M,)) folgt
die Behauptung aus dem Satz auf Folie 4.11 und der Folgerung auf
Folie 4.29. ]

Fiir einen alternativen Beweis (der zu deutlich kleinerem NFA fiihrt) siehe
Zusatzmaterial, Folie 4.39.
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Beispielhafte Testfragen aus dieser Vorlesung (andere sind moglich):

® Was ist der Kleene-Abschlul® einer Sprache?
® [iickentext ,Jede von einem ... akzeptierbare Sprache ist ..."

® |iickentext ,Die ... erlaubt es, aus einem ... einen dquivalenten ... zu
konstruieren.”

® |iickentext ,Fiir eine Sprache L sind dquivalent: 1. ..., 2. ..., 3. ..."

® |iickentext ,Die Klasse der reguldaren Sprachen ist abgeschlossen unter
den folgenden 6 Operationen: ..."
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/Zusammenfassung 4. Vorlesung

in dieser Vorlesung neu
® NFAs, e-NFAs, DFAs und rechtslineare Grammatiken sind tatsachlich
gleich ausdrucksstark

® Abschlull der Klasse der rechtslinearen Sprachen unter Komplement,
regularer Substitution (und daher Vereinigung, Konkatenation,
Kleene-lteration) und Schnitt.
Fiir die Konstruktionen sind e-NFAs sehr hilfreich (regulare

Substitution).

kommende Vorlesung

® alternative Beschreibung der rechtslinearen Sprachen mittels regularer
Ausdriicke
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/usatzmaterial
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Beweis der Behauptung auf Folien 4.3
IA w = e. Es gilt:

A=t B & A=B <« Bec {A} ={A},¢)

IS Sei w =av (a€ X, v € L*) und gelte die Behauptung fiir v.

G Typ 3

A= avB

1C e V: A= aC = avB

-~

— C )>Z~VB

Lty MV 3¢ e 7. Ceb(A a)und Bed({C)v)

— B e §({A}, av)
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Beweis der Behauptung auf Folien 4.5
IA Fir w = ¢ gilt

5'(S,e) =S da M’ DFA ist
— 5(5,5) da M NFA ist
IS Sei w =vamit v e X*und ac X, sodal Beh. fiir v gilt. Dann erhilt
man
5'(S, va) = 5A’(5\ S,v),a)) Lemma auf Folien 3.8
= 5’(5(5 v),a)) da Beh. fiir v stimmt
= 5’( (S,v),a)) da M’ DFA ist
— 5(5\(5 v),a)) Definition von M’
—5(3(S,v), a)) da M NFA ist
— §(S, va) Lemma auf Folie 3.20(2)
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Beweis der Behauptung auf Folien 4.5
IA Fir w = ¢ gilt

5'(S,e) =S da M’ DFA ist
— 5(5,5) da M NFA ist
IS Sei w =vamit v e X*und ac X, sodal Beh. fiir v gilt. Dann erhilt
man
5'(S, va) = 5A’(5\ S,v),a)) Lemma auf Folien 3.8
= 5’(5(5 v),a)) da Beh. fiir v stimmt
= 5’( (S,v),a)) da M’ DFA ist
— 5(5\(5 v),a)) Definition von M’
—5(3(S,v), a)) da M NFA ist
— §(S, va) Lemma auf Folie 3.20(2)
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Beweis der Behauptung auf Folien 4.24
IA w = ¢. Es gilt:

0/(S5',e) =8 da M’ NFA ist
=S
= 5(5,5) da M e-NFA ist
IS Sei w = va und gelte die Behauptung fiir v. Dann gilt
5'(S', va) = 5A’(5A’(S’, v), a) Lemma auf Folie 3.20(2)
= (?’(3(5, v), a) Beh. gilt fiir v
= U g’({z}, a) Lemma auf Folie 3.20(4)
2€5(S5,v)
= U §'(z, a) M’ ist NFA
2€5(S,v)
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= U 5(z, a) Definition von M’
zed(S,v)

— S(A(S, v), a) Lemma auf Folie 3.20(4)

— §(S, va) Lemma auf Folie 3.20(2)
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Alternativer Beweis der Folgerung von Folie 4.30.

Folgerung von Folie 4.30

Aus NFAs M, und M; kann ein NFA Mg berechnet werden mit L(Mn) =
L(M3) N L(Mp).

Beweis:
Seien M; = (Z;, %, S}, 9;, E;) NFAs mit L(M;) = L;. Wir betrachten den
NFA
M= (21 X £5,%,51 X 52,0, E1 X Ep),
R N R Nt

Z S E

mit

0((z1,22),a) = {(z1,2) | z1 € 61(21,2), 25 € 62(22,2) }
= 51(21,3) X 52(22,3) .
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Bildung des Kreuzprodukts zweier NFAs:

o8
®

—((0,2)—2—((0,3)

b e bC (172) b g (173)
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Behauptung: Fiir alle Y C Z; x Z> und alle w € X* gilt:

svow) = U (h({ahw) x b({z)w))

(z1,22)€Y

— {(Z{,Zé) ‘ 3(21,22) cVY: Z{ < SI({Zl}v W),Zé = (/5;({22}’ W)}

(der Beweis erfolgt per Induktion iiber |w|).

Konsequenz: Das Kreuzprodukt der NFS My und M, akzeptiert
L(Ml) M L(MQ).

Nach der Proposition auf Folie 4.4 ist L(My) N L(M,) also regular. ]
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