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2 Automatische Strukturen

2.1 Synchron-rationale Relationen

Das Problem bei rationalen Relationen ist, daf3 sie nicht unter Schnitt und Komplement
abgeschlossen sind, da die Bander mit unterschiedlicher Geschwindigkeit gelesen werden
konnen. Dies soll jetzt korrigiert werden.

Idee: die Bander werden mit gleicher Geschwindigkeit gelesen.
Sei 3 ein Alphabet und ¢ ¢ . Setze X, = X U {¢}.

Seien u; = ajaj - - - aj,, Worter (u.U. unterschiedlicher Lange) mit o} € X fiiralle1 <14 <k
und 1 < 7 < n,. Setze n := max{ny,ns,...,n;} und

aé- falls 7 < n;
o sonst
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fir 1 <7 <kund 1< j <n.Dann ist ®(uy, us,...,u;) das Wort

br\ (b5 by
b2 | | 02 b2
ok )\ o b

iiber XF := (3,)*.

Beispiel. u; = abba, us = aab und uz = aaabbb. Dann ist ®(u, us, u3) das Wort

a b b a o o
a a b o o o
a a a b b b

Fiir eine Relation R C (X*)* setze

R® = {®(u) |u € R}.
Diese Sprache iiber XF heifit Verklebung von R.

21
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Ein synchroner k-Bandautomat iiber ¥ ist ein NFA M iiber dem Alphabet X*. Die
von M akzeptierte Relation R(M) ist die Menge der Tupel (uy,...,u;) € (X*)* mit

®
@(ur, ..., up) € L(M), dh. R(M)® = L(M) N ((2*)’“)
Wir nennen eine Relation R synchron-rational, wenn es einen synchronen Mehrband-
automaten M gibt mit R = R(M).
®
Bemerkung. Es wird nicht gefordert, daf§i L(M) C ((Z*)k> ist, d.h. M kann auch

Warter iiber X* akzeptieren, die keine Verklebung eines Tupels darstellen (spéter werden
wir sehen, daf dies aber sichergestellt werden kann).

Beispiel 2.1. 1. Sei M eine Turingmaschine mit Bandalphabet I' und Zustandsmen-
ge (). Eine Konfiguration ist ein Word aus I Q I'". Dann ist die Einschrittrelation

{ (upv, u'p'v") ‘ upv =y u'p'v'}
synchron-rational.

2. Fiir w = anay_1...a1a0 € {0,1}* sei [w] = Y7, a;s', also z.B. [110] = [0110] = 6
(d.h. w € {0,1}* ist eine Bindrdarstellung von [w] mit, u.U., fithrenden Nullen).
Die Relation {(u,v,w) | [u] + [v] = [w]} ist nicht synchron-rational.
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3. Fiir w = apay ... an—1a, € {0,1}* sei [w] = > 4c,c, s, also z.B. [110] = [11] =3
(d.h. w? e {0,1}7 ist eine Binirdarstellung von [w] mit, u.U., fithrenden Nullen).
Der folgende DFA (in dem N fiir beliebige Elemente aus {0,¢} steht) akzeptiert
eine Verklebung ®(u, v, w) genau dann, wenn [u] + [v] = [w] gilt

Also ist die Relation {(u,v,w) | [u] + [v] = [w]} synchron-rational.
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Lemma 2.2. Aus k € N und X kann ein synchroner k-Bandautomat M berechnet werden

mit L(M) = ((z*)’“)®

Beweis:
Es gilt
o <o ai b1
() = ey | eyouey ||| ] e
< () ag bk
aq bl
wobei die Vereinigung (x) iiber alle Paare 2 I aus X% gebildet wird mit
)% bk

a; =ound b; € X fir ein 1 < ¢ < k. Also kann ein NFA iiber Z’j fiir diese Sprache (und
damit auch fiir ihr Komplement, das uns ja interessiert) berechnet werden. L]
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Lemma 2.3. Aus k € N und synchronen k-Bandautomaten M, und M,y tiber ¥ kénnen
synchrone k-Bandautomaten M und M’ berechnet werden mit R(M) = R(My) N R(M>)

und R(M') = (S%)F\ R(M,).

Bemerkung. Damit konnen auch synchrone k-Bandautomaten fiir R(M;) U R(M>) und
R(M;) \ R(Ms;) berechnet werden, d.h. die Klasse der synchron-rationalen Relationen ist
effektiv unter Booleschen Operationen abgeschlossen.

Beweis:
Berechne NFAs iiber S mit L(M) = L(M;) N L(M,) und L(M') = (Z5)"\ L(M;)

Fiir w € (Z*)k gelten dann

u€ R(M) «<— ®ue L(M) und @ € R(M') <= ®(u) € L(M")
— ®(@) € L(M;) N L(M,)
<= u € R(M;) und u € R(M>)
— ue R(M,) N R(M,)

11
S
RS
=
=
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Nach Definition ist eine Relation R C (Z*)k genau dann synchron-rational, wenn die

®
Sprache R® N ((Z*)k) reguldr ist. Das folgende Lemma zeigt, daf3 dies effektiv genau

dann der Fall ist, wenn die Sprache R® regulér ist.

Lemma 2.4. Aus einem synchronen k-Bandautomaten M kann ein NFA M' mit L(M') =
R(M)® (und damit insbes. R(M') = R(M)) berechnet werden.

Beweis:
Es gilt

Da L(M) regulér ist, ist (unter Verwendung von Lemma 2.2) auch R(M)® reguldr und
ein NFA kann berechnet werden. []

Wir kénnen also ab jetzt annehmen, dafl jeder synchrone Mehrbandautomat M auch
L(M) = R(M)® erfiillt.
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Lemma 2.5. Aus einem synchronen ki-Bandautomaten M; und einem synchronen ks-
Bandautomaten My kann ein synchroner (ki + ky)-Bandautomat M berechnet werden mit

R(M) = R(M,) x R(M,).

Beweis:
Nach Lemma 2.4 kénnen wir annehmen, dafl L(M;) = R(M;)® fiir ¢ € {1, 2} gilt. Aus M
kann NFA M/ = (Q;, X% 1;, 0;, F;) berechnet werden mit

L(M]) = L(M;) - (oF)".

1

Setze M = (Q,E§1+k271757 F) mit Q = Ql X Qg, I = Il X IQ,
5((1917292)» (c1, 0_2)) = 01(p1, 1) X b2(p2, C2)
fir alle (p1,p2) € Q, ¢ € Z’jl, Cy € Z’jj? und F' = F} x F5.

Voriiberlegung: Fiir uy, ..., u,, v1,..., v, € 3* und m,n € Nmit @(uq, ..., ug, ) (oF)™ =
R(v1,. .., vg,) - (OF) gilt uy = vy, ..., up, = vy, und m = n.
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Seien u;, a, n;, n und b} wie in der Definition der Verklebung von Wortern (mit k =
ki1 + ko). Dann gilt

(wi,...,up) € RIM) <= §(I,®(u1,...,ux)) NF #£0
bi bl
b? b?
1 n / k1\*
< | .|| . | €LM)=L(M)- (o) und
bllﬁ bﬁ1
pha+l phi+l
b’f1+2 b7121—|—2
.| € L(M;) = L(My) - (o)
by b
& @, up) € LIMy) und @ (wpyans ..., up) € L(Ms)
<~ (uy,...,ux) € R(My) und (ug,41,...,ux) € R(M>)
<~ (uq,

,uk) - R(Ml) X R(MQ)

Die Aquivalenz (%) verwendet die Voriiberlegung und die Annahme L(M;) = R(M;)®. [
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Lemma 2.6. Aus einem NFA M kann ein synchroner 2-Bandautomat M’ berechnet
werden mit R(M') = {(u,v) | u € L(M)}.

Beweis: )
Da die Sprache L(M) C X* reguldr ist, ist die einstellige Relation L(M) C (Z¥)
synchron-rational.

Die Relation D = {(u,u) | v € ¥*} ist synchron-rational, denn ihre Verklebung ist
D® = {(b,b) | b€ =}" und damit regulir.

Damit ist nach Lemma 2.3 auch
(L(M) x L(M)) N D = {(u,u) | ue L(M)}

synchron-rational. L]
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Lemma 2.7. Aus einem synchronen (k + 1)-Bandautomaten M kann ein synchroner
k-Bandautomat M berechnet werden mit

R(M) = {(u1,...,uz) | es gibt upp1 mit (ug, ..., up, upr) € R(M)}.

Beweis:
Sei M = (Q, E’j“, t,0, F) mit L(M) = R(M)®.

Setze M = (Q,%F 1,0, F) mit

3(p, (br,....by)) :{q ’ es gibt b € X, mit ¢ € 5(p, (by,. .,bk,b))}

und

F:{qu‘esgibtuEE* mit 5(q,®(5,...,6,u))ﬂF7é®}.
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Seien u;, ag, n, b; wie in Definition der Verklebung (fiir 1 < ¢ < k). Dann gilt

bi by b,

b3 b5 b2 _
®(u, .. up) = | e | € LM

by ) \bs b

genau dann, wenn einer der beiden folgenden Félle eintritt:

1) es gibt m < n und v = ajas---a,, € X* mit
g

b1
Q(upy ..U, u) = :

bi || b

V(B (5 () (5

Ll L
o) \ao) e/ \ o) Ao

b2

e L(M)
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(2) es gibt m > n und u = ajas - - - a,, € X* mit

b o
b b3 (62\ (o\ (o\
Q(ugy ... ug,u) = | - S I I : | ] e L(M)

oF || vh b o

) \eo) \ar) \ar) e

Dies ist aber genau dann der Fall, wenn es ein Wort u gibt mit ®(uy, ..., ux, u) € L(M),
d.h. mit (uq,...,ux,u) € R(M). L]

<

Bemerkung Sind R; und R binidre synchron-rationale Relationen, so ist R1 Ry =
{(u1u2,vlvg) ‘ (us,v;) € RZ-} i.a. nicht synchron-rational.

Beweis:

Ry ={(a",¢) | n € N} und Ry = {(b",c") | n € N}. O



