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2 Automatische Strukturen

2.1 Synchron-rationale Relationen

Das Problem bei rationalen Relationen ist, daß sie nicht unter Schnitt und Komplement
abgeschlossen sind, da die Bänder mit unterschiedlicher Geschwindigkeit gelesen werden
können. Dies soll jetzt korrigiert werden.

Idee: die Bänder werden mit gleicher Geschwindigkeit gelesen.

Sei Σ ein Alphabet und ! /∈ Σ. Setze Σ! = Σ ∪ {!}.

Seien ui = ai1a
i
2 · · · a

i
ni
Wörter (u.U. unterschiedlicher Länge) mit aij ∈ Σ für alle 1 ≤ i ≤ k

und 1 ≤ j ≤ ni. Setze n := max{n1, n2, . . . , nk} und

bij =

{

aij falls j ≤ ni

! sonst
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für 1 ≤ i ≤ k und 1 ≤ j ≤ n. Dann ist ⊗(u1, u2, . . . , uk) das Wort










b11
b21
...
bk1





















b12
b22
...
bk2











. . .











b1n
b2n
...
bkn











über Σk
! := (Σ!)k.

Beispiel. u1 = abba, u2 = aab und u3 = aaabbb. Dann ist ⊗(u1, u2, u3) das Wort




a
a
a









b
a
a









b
b
a









a
!
b









!
!
b









!
!
b





Für eine Relation R ⊆ (Σ∗)k setze

R⊗ =
{

⊗(u)
∣

∣ u ∈ R
}

.

Diese Sprache über Σk
! heißt Verklebung von R.
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Ein synchroner k-Bandautomat über Σ ist ein NFA M über dem Alphabet Σk
!. Die

von M akzeptierte Relation R(M) ist die Menge der Tupel (u1, . . . , uk) ∈ (Σ∗)k mit

⊗(u1, . . . , uk) ∈ L(M), d.h. R(M)⊗ = L(M) ∩
(

(

Σ∗
)k
)⊗

.

Wir nennen eine Relation R synchron-rational, wenn es einen synchronen Mehrband-
automaten M gibt mit R = R(M).

Bemerkung. Es wird nicht gefordert, daß L(M) ⊆
(

(

Σ∗
)k
)⊗

ist, d.h. M kann auch

Wörter über Σk
! akzeptieren, die keine Verklebung eines Tupels darstellen (später werden

wir sehen, daß dies aber sichergestellt werden kann).

Beispiel 2.1. 1. Sei M eine Turingmaschine mit Bandalphabet Γ und Zustandsmen-
ge Q. Eine Konfiguration ist ein Word aus Γ∗ QΓ+. Dann ist die Einschrittrelation

{

(upv, u′p′v′)
∣

∣ upv (M u′p′v′
}

synchron-rational.

2. Für w = anan−1 . . . a1a0 ∈ {0, 1}∗ sei [w] =
∑

0≤i≤n ais
i, also z.B. [110] = [0110] = 6

(d.h. w ∈ {0, 1}+ ist eine Binärdarstellung von [w] mit, u.U., führenden Nullen).
Die Relation

{

(u, v, w)
∣

∣ [u] + [v] = [w]
}

ist nicht synchron-rational.
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3. Für w = a0a1 . . . an−1an ∈ {0, 1}∗ sei [w] =
∑

0≤i≤n ais
i, also z.B. [110] = [11] = 3

(d.h. wR ∈ {0, 1}+ ist eine Binärdarstellung von [w] mit, u.U., führenden Nullen).
Der folgende DFA (in dem N für beliebige Elemente aus {0, !} steht) akzeptiert
eine Verklebung ⊗(u, v, w) genau dann, wenn [u] + [v] = [w] gilt

0 1

(

N

N

N

)

,
(

1

N

1

)

,
(

N

1

1

) (

1

1

1

)

,
(

1

N

N

)

,
(

N

1

N

)

(

1

1

N

)

(

N

N

1

)

Also ist die Relation
{

(u, v, w)
∣

∣ [u] + [v] = [w]
}

synchron-rational.
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Lemma 2.2. Aus k ∈ N und Σ kann ein synchroner k-Bandautomat M berechnet werden

mit L(M) =
(

(

Σ∗
)k
)⊗

.

Beweis:
Es gilt

(

Σk
!

)∗
\
(

(

Σ∗
)k
)⊗

=
(

Σk
!

)∗







!
...
!







(

Σk
!

)∗
∪
⋃

(∗)

(

Σk
!

)∗







a1
...
ak













b1
...
bk







(

Σk
!

)∗

wobei die Vereinigung (∗) über alle Paare















a1
...
ak






,







b1
...
bk















aus Σk
! gebildet wird mit

ai = ! und bi ∈ Σ für ein 1 ≤ i ≤ k. Also kann ein NFA über Σk
! für diese Sprache (und

damit auch für ihr Komplement, das uns ja interessiert) berechnet werden.



(20. Oktober 2020) 25

Lemma 2.3. Aus k ∈ N und synchronen k-Bandautomaten M1 und M2 über Σ können
synchrone k-Bandautomaten M und M ′ berechnet werden mit R(M) = R(M1) ∩ R(M2)
und R(M ′) = (Σ∗)k \R(M1).

Bemerkung. Damit können auch synchrone k-Bandautomaten für R(M1)∪R(M2) und
R(M1) \R(M2) berechnet werden, d.h. die Klasse der synchron-rationalen Relationen ist
effektiv unter Booleschen Operationen abgeschlossen.

Beweis:
Berechne NFAs über Σk

! mit L(M) = L(M1) ∩ L(M2) und L(M ′) =
(

Σk
!

)∗
\ L(M1)

Für u ∈
(

Σ∗
)k

gelten dann

u ∈ R(M) ⇐⇒ ⊗u ∈ L(M)

⇐⇒ ⊗(u) ∈ L(M1) ∩ L(M2)

⇐⇒ u ∈ R(M1) und u ∈ R(M2)

⇐⇒ u ∈ R(M1) ∩R(M2)

und u ∈ R(M ′) ⇐⇒ ⊗(u) ∈ L(M ′)

⇐⇒ ⊗(u) /∈ L(M1)

⇐⇒ u /∈ R(M1)
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Nach Definition ist eine Relation R ⊆
(

Σ∗
)k

genau dann synchron-rational, wenn die

Sprache R⊗ ∩
(

(

Σ∗
)k
)⊗

regulär ist. Das folgende Lemma zeigt, daß dies effektiv genau

dann der Fall ist, wenn die Sprache R⊗ regulär ist.

Lemma 2.4. Aus einem synchronen k-BandautomatenM kann ein NFA M ′ mit L(M ′) =
R(M)⊗ (und damit insbes. R(M ′) = R(M)) berechnet werden.

Beweis:
Es gilt

R(M)⊗ = L(M) ∩
(

(

Σ∗
)k
)⊗

.

Da L(M) regulär ist, ist (unter Verwendung von Lemma 2.2) auch R(M)⊗ regulär und
ein NFA kann berechnet werden.

Wir können also ab jetzt annehmen, daß jeder synchrone Mehrbandautomat M auch
L(M) = R(M)⊗ erfüllt.
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Lemma 2.5. Aus einem synchronen k1-Bandautomaten M1 und einem synchronen k2-
Bandautomaten M2 kann ein synchroner (k1+k2)-Bandautomat M berechnet werden mit
R(M) = R(M1)×R(M2).

Beweis:
Nach Lemma 2.4 können wir annehmen, daß L(Mi) = R(Mi)⊗ für i ∈ {1, 2} gilt. Aus Mi

kann NFA M ′
i = (Qi,Σki

! , ιi, δi, Fi) berechnet werden mit

L(M ′
i) = L(Mi) ·

(

!ki
)∗

.

Setze M = (Q,Σk1+k2
! , I, δ, F ) mit Q = Q1 ×Q2, I = I1 × I2,

δ
(

(p1, p2), (c1, c2)
)

= δ1(p1, c1)× δ2(p2, c2)

für alle (p1, p2) ∈ Q, c1 ∈ Σk1
! , c2 ∈ Σk2

! und F = F1 × F2.

Vorüberlegung: Für u1, . . . , uki , v1, . . . , vki ∈ Σ∗ undm,n ∈ Nmit ⊗(u1, . . . , uki)·(!
ki)m =

⊗(v1, . . . , vki) · (!
ki)n gilt u1 = v1, . . . , uki = vki und m = n.
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Seien ui, aij, ni, n und bij wie in der Definition der Verklebung von Wörtern (mit k =
k1 + k2). Dann gilt

(u1, . . . , uk) ∈ R(M) ⇐⇒ δ
(

I,⊗(u1, . . . , uk)
)

∩ F -= ∅

⇐⇒











b11
b21
...
bk11











. . .











b1n
b2n
...
bk1n











∈ L(M ′
1) = L(M1) · (!

k1)∗ und











bk1+1
1

bk1+2
1
...
bk1











. . .











bk1+1
n

bk1+2
n
...
bkn











∈ L(M ′
2) = L(M2) · (!

k2)∗

(∗)
⇐=⇒ ⊗(u1, . . . , uk1) ∈ L(M1) und ⊗ (uk1+1, . . . , uk) ∈ L(M2)

⇐⇒ (u1, . . . , uk1) ∈ R(M1) und (uk1+1, . . . , uk) ∈ R(M2)

⇐⇒ (u1, . . . , uk) ∈ R(M1)×R(M2)

Die Äquivalenz (∗) verwendet die Vorüberlegung und die Annahme L(Mi) = R(Mi)⊗.
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Lemma 2.6. Aus einem NFA M kann ein synchroner 2-Bandautomat M ′ berechnet
werden mit R(M ′) =

{

(u, u)
∣

∣ u ∈ L(M)
}

.

Beweis:
Da die Sprache L(M) ⊆ Σ∗ regulär ist, ist die einstellige Relation L(M) ⊆

(

Σ∗
)1

synchron-rational.

Die Relation D = {(u, u) | u ∈ Σ∗} ist synchron-rational, denn ihre Verklebung ist
D⊗ =

{

(b, b)
∣

∣ b ∈ Σ
}∗

und damit regulär.

Damit ist nach Lemma 2.3 auch

(

L(M)× L(M)
)

∩D =
{

(u, u)
∣

∣ u ∈ L(M)
}

synchron-rational.
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Lemma 2.7. Aus einem synchronen (k + 1)-Bandautomaten M kann ein synchroner
k-Bandautomat M berechnet werden mit

R(M) = {(u1, . . . , uk) | es gibt uk+1 mit (u1, . . . , uk, uk+1) ∈ R(M)} .

Beweis:
Sei M = (Q,Σk+1

! , ι, δ, F ) mit L(M) = R(M)⊗.

Setze M = (Q,Σk
!, ι, δ, F ) mit

δ
(

p, (b1, . . . , bk)
)

=
{

q
∣

∣

∣
es gibt b ∈ Σ! mit q ∈ δ(p,

(

b1, . . . , bk, b)
)

}

und

F =
{

q ∈ Q
∣

∣

∣
es gibt u ∈ Σ∗ mit δ

(

q,⊗(ε, . . . , ε, u)
)

∩ F -= ∅
}

.
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Seien ui, aij, n, b
i
j wie in Definition der Verklebung (für 1 ≤ i ≤ k). Dann gilt

⊗(u1, . . . , uk) =











b11
b21
...
bk1





















b12
b22
...
bk2











. . .











b1n
b2n
...
bkn











∈ L(M)

genau dann, wenn einer der beiden folgenden Fälle eintritt:

(1) es gibt m ≤ n und u = a1a2 · · · am ∈ Σ∗ mit

⊗(u1, . . . , uk, u) =















b11
b21
...
bk1
a1





























b12
b22
...
bk2
a2















. . .















b1m
b2m
...
bkm
am





























b1m+1

b2m+1
...

bkm+1

!















. . .















b1n
b2n
...
bkn
!















∈ L(M)
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(2) es gibt m > n und u = a1a2 · · · am ∈ Σ∗ mit

⊗(u1, . . . , uk, u) =















b11
b21
...
bk1
a1





























b12
b22
...
bk2
a2















. . .















b1n
b2n
...
bkn
an





























!
!
...
!

an+1















. . .















!
!
...
!
am















∈ L(M)

Dies ist aber genau dann der Fall, wenn es ein Wort u gibt mit ⊗(u1, . . . , uk, u) ∈ L(M),
d.h. mit (u1, . . . , uk, u) ∈ R(M).

Bemerkung Sind R1 und R2 binäre synchron-rationale Relationen, so ist R1R2 =
{

(u1u2, v1v2)
∣

∣ (ui, vi) ∈ Ri

}

i.a. nicht synchron-rational.

Beweis:
R1 =

{

(an, ε)
∣

∣ n ∈ N
}

und R2 =
{

(bn, cn)
∣

∣ n ∈ N
}

.


