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2.3.2 2. Konsequenz: Abschlufl der Klasse der automatischen Strukturen

Eine grundlegende Technik in der Logik ist die der ,Interpretation®: dabei wird eine
Struktur B in einer Struktur A , gefunden“ oder ,, beschrieben®.

Beispiel A= (N,+) und B = (N?, <jx).

Die Elemente von B sind also Paare von Elementen von A. Aulerdem gilt (b1,bs) <jex
(c1,¢c2) genau dann, wenn

A):(bl#cl/\ﬂxib1—|—x261)\/<b1:Cl/\bQ%CQ/\EL’l?Ib2—|—ZC:Cg).

Damit gibt es Formeln ¢(z1,22) = (r1 = 21 A 29 = x2) und Y (x1, 2, y1,y2) = (1 #
yuANJzixi+z=y1)V(ry =y1 Axo # Yo A J2: x9 + 2 = 12), so daf gilt:
e Das Universum von B ist die Menge der Paare von Elementen von A, die ¢ erfiillen.

e Die Relation <. ist die Menge der Paare von Paaren von Elementen von A, die ¢
erfiillen.
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Jetzt ersetzen wir die Struktur A = (N, +) durch die Struktur A" = (Z,+). Sei B’ die
Struktur mit:

e Das Universum von B’ ist die Menge der Paare von Elementen von A’, die ¢ erfiillen
(also Z x 7).
e Die binire Relation R? ist die Menge der Paare von Paaren von Elementen von
A’, die v erfiillen.
Dann gilt B’ = (Z2, <jex)-

Wir haben also zwei Formeln (ndmlich ¢ und 1), die aus der Struktur A bzw. A’ die
Struktur B bzw. B’ ,machen“. Umgekehrt kann man auch sagen, dafl wir mit Hilfe dieser
Formeln die Struktur B bzw. B’ in A bzw. A’ ,gefunden® oder ,interpretiert* haben.
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Die Eigenschaft ,Es gibt ein Element ohne direkten Vorgénger® gilt in einer linearen
Ordnung genau dann, wenn die Formel

Ve (2 <jex 2 = Y T <iex Y <lex 2)
gilt. Dies ist fiir B bzw. fiir B’ genau dann der Fall, wenn in A bzw. A’ die Formel
21, 200 (21, 22)\
Vg, xg: ((90(%,3?2) A Y(x1, 29, 21, 22))
— Ty, v2: (e(y1, y2) AU(21, 22, Y1, y2) A (Y1, Y2, 21, Zz)))
gilt.

Eigentlich haben wir hierbei nur die Atomformel x <j, y durch ¥(Z,y) ersetzt und die
Quantifikation auf Elemente von B bzw. B’ eingeschriankt (d.h. auf Paare, die ¢ erfiillen).
Wir konnen also die Eigenschaften von B bzw. B’ auf die von A bzw. A’ zuriickfithren
(analog zu Reduktionen in der Berechenbarkeitstheorie).
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Nach dem ausfiihrlichen einfithrenden Beispiel jetzt also die allgemeine Definition:

Definition. Seien 7; = (R;,C;, ar;) Signaturen fiir ¢ = 1,2. Fine Interpretation ist ein
Tupel I = <d7 ¥, (¢R>R€R27 (56)6662)7 wobei

e d > 1 die Dimension von I ist,

o v =p(ry,...,2q) eine FO[r]-Formel,

o wR = ZpR(([E;)lgigarg(R),lSjgd) fiir R € RQ eine FO[Tl]—Formel und

o (=& (xq,. .., xq) fiir ¢ € Cy eine FO[r]-Formel ist.
im obigen Beispiel:

e d=2und ¢ = (x1 =21 ATy = T2)
o o =(r;# 3N a1+ =2a3)V (e =2F Ny # a3 ANTx: x5+ x = 23)

e cs gibt keine Formel £, da die Signatur 7, konstantenlos ist.
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Definition. Sei A eine 7-Struktur. Die darin definierte m-Struktur B =: I(\A) ist gege-
ben durch

e Die Grundmenge B = {(uy,...,uq) € A2 | A= o(uy, ..., ug)}

e Die Relation RP fiir R € R, durch (uy, U, . . . , Uary(R)) € RB gdw. A = ¢r(uy, us, . . . , Tara(R) )
fir alle wy, Uz, . . ., Uary(r) € B C Al
e Die Konstanten ¢® =7u € B C A fiir ¢ € Cy durch A = &.(u).

Gibt es kein oder mehr als ein Tupel w € B mit A = £.(u), so ist I(A) nicht
definiert (denn dann wire nicht klar, was ¢ ist).
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Korollar 2.16. Aus einer automatischen Prisentation P und einer Interpretation I kann
eine automatische Prisentation einer Struktur B mit B = I(A(P)) berechnet werden und
es kann insbes. entschieden werden, ob ](.A(P)) definiert ist.

Beweis:
Sei I = (¢, (¢r)ReR,» (&c)eec,) und A C B* das Universum von A(P).

Die Struktur I(A(P)) ist genau dann definiert, wenn die automatische Struktur A(P)
den folgenden Satz erfiillt:

A <3x1,---,dey1,---,yd:Sc(yh---,yd)H A\ x=y> -

c€Cy 1<i<d

Dies ist aber nach Korollar 2.15 entscheidbar.

Im positiven Fall konnen nach Satz 2.14 synchrone Mehrbandautomaten M und My fiir
R € R, berechnet werden, so daf§i R(M) bzw. R(Mpg) das Universum bzw. die Relationen
in I(A(P)) sind. Sei ¢ € C,. Dann konnen wir einen synchronen d-Bandautomat M,
berechnen mit R(M.) = {(uy,...,uq) € A? | A= &(ui,...,uq)}. Da I(A(P)) definiert



58 (12. November 2020)

ist, enthilt diese Relation genau ein Tupel ¢ € A% Dieses Tupel kann aus M, berechnet
werden.

Damit erhalten wir

](A(P>) - <R<M)7 (R(MR>)RER27 (E>c€C2> :

Diese Struktur ist durch die Automaten M und My und durch die Tupel ¢ beschrieben
und damit ,fast“ automatisch. Das verbleibende Problem ist, dafl das Universum keine
Sprache, sondern eine d-stellige Relation ist. Wir miissen also noch diese Relation durch
eine Sprache ersetzen. Hierfiir verwenden wir die Verklebung R(M)® der Relation.

Nach Lemma 2.4 kénnen wir annehmen, dafl L(M) = R(M)® und L(Mg) = R(Mg)®
fir alle R € Ry gelten. Sei nun R € Ry ein n-stelliges Relationssymbol (sodal Mg
ein d - n-Bandautomat ist). Durch Zusammenfassung der Bander 1 bis d, d 4+ 1 bis 2d,
..., d(n — 1) + 1 bis dn zu jeweils einem Band koénnen wir aus Mg einen synchronen
n-Bandautomat M}, berechnen mit

L(y) = {o(oul,...,ou) | ol ..,ul) € L(Mg)}
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(dabei steht u? fiir das Tupel (ul,u}, ..., u}) von Wértern iiber ). Dann gilt aber
R(Mp) = { (2ul,...,@u?) | (1,0, uT) € R(Mp) }.
Wir erhalten
I(A(P)) = (R(M), (R(Mg))rers, (€)cec,)
> (L(M), (R(Mpg)) rers» (€7F)cec,) -
Damit ist also I (A(P)) effektiv automatisch darstellbar. []

Anwendung von Interpretationen, um zu beweisen, dafl eine Struktur auto-
matisch darstellbar ist:

Korollar 2.17. Das direkte Produkt von zwei automatischen 1-Strukturen ist effektiv
automatisch darstellbar.

Beweis:
Sei 7 = (R, C,ar) Signatur und seien A und B 7-Strukturen. Nach Satz 2.13 ist AW B =
(C, AAB BAB (RAYB) per, (9P, c3'¥F) ec) effektiv automatisch darstellbar.



60 (12. November 2020)
Betrachte nun die folgenden Interpretation I:

o d=2

L @(Il,I'g) = (Il =T NIy = .I'Q)

o Vr((@)icqoicj<n) = (R(x], 23,...,xp) A R(at, 23, ... 27)) fir R € R mit k =
EH'Q(R)

® 50(1’17562) = (il?z =Cc1 N\NTy = Cg) fiir ¢ € C.

Dann gilt I(A W B) = A x B, also ist A x B effektiv automatisch darstellbar. []

Beispiel. Sei Bg,(N) die Boolesche Algebra der endlichen und koendlichen Teilmen-
gen von N. Diese Struktur ist nach Beispiel 2.12 automatisch darstellbar. Also ist auch
B, (N)™ fiir jedes n > 1 automatisch darstellbar.
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Beispiel 2.18. Eine lineare Ordnung (L, <) ist eine Wohlordnung, wenn jede nichtleere
Teilmenge von L ein kleinstes Element enthélt. Zum Beispiel sind (N, <) und (N?, <)
Wohlordnungen, (Z, <), (Q, <) und (2%, <jx) hingegen nicht. Eine Ordinalzahl ist eine
Isomorphieklasse von Wohlordnungen, z.B. ist w die Isomorphieklasse von (N, <) und w?
die von (N?, <., ). Im Folgenden betrachten wir lineare Ordnungen nur bis auf Isomorphie,
so dafl wir w? = (N3, <jx) schreiben fiir ,w? ist die Klasse aller linearen Ordnungen, die
isomorph zu (N3, <j.) sind“.

Weitere Beispiele von Ordinalzahlen sind w® = (N*, <) fiir alle & > 1 und w¥ =
(N*, SueX), WObei

o N* = J, N und

o m = (Mmy,mo,...,my) <pex (N1,MN2,...,n¢) = N genau dann gilt, wenn k£ < ¢ oder
k = ¢ und m < 7 (diese lineare Ordnung <y, heiit die ldngen-lexikographische
Ordnung).
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Auf der Klasse aller Ordinalzahlen konnen wir eine Addition definieren: Seien a = (K, <g
) und 8 = (L, <p) Ordinalzahlen. Wir kénnen o.E. annehmen, dal K N L = (). Dann ist
auch a + 3 = (K UL <g UK xL)U SL) eine Ordinalzahl (sie entsteht aus a und S,
indem die lineare Ordung S ,hinter* oder ,iiber“ die lineare Ordnung « gesetzt wird).
Diese Operation ist assoziativ, aber nicht kommutativ (z.B. 1 +w = w # w + 1 wobei 1
die einelementige Ordinalzahl ist).

Diese Addition kann man auf unendlich viele Summanden erweitern, so gilt insbes.

Wt = WY

Auf der Klasse aller Ordinalzahlen kénnen wir eine lineare Ordnung definieren geméf
a < v genau dann, wenn es eine Ordinalzahl 8 gibt mit a + 8 = ~. Zum Beispiel gilt
WP < w¥ fiir alle k € N, es ist sogar w* die kleinste Ordinalzahl mit dieser Eigenschaft.

Wir werden jetzt zeigen: Jede Ordinalzahl < w® ist automatisch darstellbar.

Beweis:
Sei av < w*. Wir zeigen, dafl o in der Struktur (N, <, ¢y, ..., ¢;) interpretiert werden kann.
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Da w* die kleinste Ordinalzahl ist, die grofier ist als alle Ordinalzahlen w¥, existiert k € N
mit o < wk = (N*, <1). Also existiert ¢ = (¢, ..., ;) € N*¥ mit

o= <{m S Nk | m ex 6}7 Slex) .

Wir definieren jetzt die gesuchte Interpretation I von « in der Struktur (N, < ¢q,...,c):
d=Fk
Ve ((@))ienayagica) = J\ #) =127
1<j<d
V \/ (x% :x%/\x% :azg/\---/\a:}_l :a:?_l/\a:; <x§)
1<j<d
O(x1,...,xq) = V< (T1, ., Tgy €1y vy Cq) N \/ x; # ¢
1<i<d

>~ (N, <,cq,...,c). Da (N, <) automatisch darstellbar ist, ist

Dann gilt tatsédchlich a =
auch die Erweiterung um die Konstanten ¢4, ..., ¢, automatisch darstellbar. Also ist nach
]

Korollar 2.16 auch o automatisch darstellbar.
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Definition. Sei A eine 7-Struktur mit Universum A und 7 = (R, C, ar). Eine Kongruenz
auf A ist eine Aquivalenzrelation = C A x A mit

(a1,...,a5) € R a; =b; firalle 1 <i <k = (by,...,b,) € R*
fir alle R € R und aq,...,ax,b1,...,b, € A.

Der Quotient von A bzgl. = ist die Struktur B mit

e B=A/_,
o RF = {([al],...,[ak]) | (ay,...,ax) ERA} fir R € R und

o B = firceC.

Wir bezeichnen B mit A/—.
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Korollar 2.19. Aus einer automatischen Prdisentation P = (M, (MR)ger, (wc)cec) und
einer Formel n = n(xy,z2), so daf die definierte Relation

= = {(a1,a) | A(P) = (a1, a2)}

eine Kongruenz auf A(P) ist, kann eine automatische Prdsentation des Quotienten B =
A(P)/= berechnet werden.

Beweis:
Wir werden zeigen, dafl die Struktur (A(P), <Jlox ) effektiv automatisch ist und daf3 der
Quotient A(P)/= hierin interpretiert werden kann.

Da <jex eine synchron-rationale Relation ist, ist auch <pe N (L(M ) x L(M )) effektiv
synchron-rational (nach Lemmata 2.3 und 2.5). Also ist (A(P), <jex) effektiv automa-
tisch.
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Wir betrachten die folgende Interpretation I:

e d=1

o o(x) =Vy:n(z,y) = & <iex Y

o Yr(xry,...,x1) = R(zq,...,21) fiir R € R mit ar(R) = k
o ((x) =n(x,c) fircelC

Dann ist B = I(A(P), <) die Einschrinkung von A(P) auf diejenigen Elemente, die
minimal in ihrer Aquivalenzklasse sind. Also gilt B = A(P)/—. []
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Beispiel. Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe (G, +) ist automatisch darstellbar.

Beweis:

Nach dem Struktursatz fiir abelsche Gruppen ist (G, 4) isomorph zum direkten Produkt
von endlich vielen Kopien von (Z, +) und einer endlichen abelschen Gruppe. Wir zeigen
zunéchst die automatische Darstellbarkeit von (Z,+), indem wir eine geeignete Struktur
A in (N, +) interpretieren und dann zeigen, dal (Z,+) eine geeigneter Quotient von A
ist.

Die Interpretation I:

o d=2
] @<I1,$2> = (ZEl :$1A$2 :Ig)

o U (T1,%2,Y1,Y2, 21, 22) = (T1+y1+ 22 = 21 + T2+ y2) (Was dquivalent zu (21 —x9) +
(11 — y2) = (21 — 22) ist).
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Dann ist I(N, +) = (N?, R) mit ((kl,kg), (01, 03), (ml,mg)) €ER <= (k1 — ko) + ({1 —
¢5) = (my — my) nach Korollar 2.16 automatisch darstellbar.
Fiir diese Struktur (N?, R) betrachten wir die Formel

n(z,y) = Va,b: (R(ac, a,b) <— R(y,a, b)) .
Fiir (my, ma), (n1,ny) € N? gilt

(N*, R) |= n((m1, ma), (n1,n2)) <= (m1 —my) + (a1 — az) = (ny — na) + (a1 — az)
fiir alle ay,as € N

< M1 — My =N1 — Ny

Die von 7 in (N?, R) definierte Relation = ist eine Kongruenz auf (N? R) und es gilt
(N?,R)/= = (Z,+). Also ist (Z,+) nach Korollar 2.19 automatisch darstellbar.

Da jede endliche Struktur automatisch darstellbar ist, ist nach Satz 2.17 also G automa-
tisch darstellbar. ]



