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Achtung: Ich habe die Definition der Funktion F,,(m) ein wenig gedndert. Dies &ndert
nichts an dem bis hierher besprochenen, macht aber die folgenden Konstruktion deutlich

einfacher. Ich bitte dies zu entschuldigen. Die neue Definition lautet

Fo(m) = m und Fpiq(m) = F,(m) - 250 = E, (m) - 2Fn(m)7ZA
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Um die zu groflen Automaten fiir L,, zu umgehen, ersetzen wir die problematische Relation
L,, durch weitere synchron-rationale Relationen auf {0, 1}*, die durch , kleine* Mehrband-
automaten akzeptiert werden konnen. Im Ergebnis werden wir Formeln A, € X erhalten,
die in der so modifizierten Struktur die Relation Lj definieren (fiir alle £ € N und damit
insbesondere fiir k = n).

Lemma 4.4. Es existieren Formeln A\, (x) € X, (fir alle n € N), so daf$ aus m € N eine
automatische Darstellung P, in polynomieller Zeit berechnet werden kann mit

L, ={w € {0,1}" | A(Py) E M\u(w)} fiir allen € N.

Notationen fiir u = z37,1 ... 20 mit ; € {0, 1} setze val(u) = Do, 7:2".
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Wir beginnen jetzt mit dem umfangreichen Beweis von Lemma 4.4.

Zunéchst definieren wir die automatische Struktur B, mit Universum {0,1}* und den
folgenden synchron-rationalen Relationen:

o Lo=0"10m""1t10"
e Measure C {0,1}* x {0,1}* mit (x1,22) € Measure genau dann, wenn es sy, Sa, 53 €
N gibt mit z; € 0°* 1{0,1}**10* und z5 = 0° 10°2 1 0.

Die Idee ist, dafl x5 den Abstand zwischen der ersten und der letzten 1 in x; ,,mifit*“.

e Fill C {0,1}* x {0,1}* mit (x1,x2) € Fill genau dann, wenn es s, so € N und ein
Wort u gibt mit z; = 0% 1w 10% und x5 € {0,1}** 1w 1{0,1}°2.

Die Idee ist, dal der Platz vor der ersten und nach der letzten Eins in x; beliebig
»gefiillt* werden kann.
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e IncBlocks C {0,1}* x {0,1}* x {0,1}* mit (x1,x9,23) € IncBlocks genau dann,
wenn es Zahlen ¢ > 1 und sg, sq1,...,Se11 € N gibt mit
—x1=0%10°10% ... 10%+1,
— 29 = 0% 291 g - -+ Toye 1 0%+ mit zo; € {0, 1}5F! fiir alle 1 < i < ¢,
— 23 =0% 237239 -+ T30 1 0%+ mit z3; € {0,1}5 fiir alle 1 < i </,
— val(zy;) + 1 = val(zs;) (mod 2%T1) fiir alle 1 <4 < ¢,
— 29, €0" <= i=1"firallel <7</ und
— 29, €17 <= i=/(firallel <i </
e DiffBit C {0,1}* x {0,1}* mit (x1,2,) € DiftBit genau dann, wenn x; = uy a us,
o = vy bvg, |ui| +m = || und {a, b} = {0, 1}.
Die Idee ist, dafl x; und x5 sich an Stellen k£ und k& 4+ m unterscheiden.
Wir werden die Formel —DiffBit(x, x2) verwenden, wobei |z1| = |x2| gilt. Sie gilt

genau dann, wenn r; = wv und zo = wu mit |v| = |w| = m.

e EqBit C {0,1}* x {0,1}* x {0,1}* mit (z1,x2,22) € EqBit genau dann, wenn es
a € {0,1} gibt mit
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— x1€0°10%107%
— 29 € {0,1}* ¢ {0,1}* und
— x5 € {0, 1}5111F52 4 L0, 1}*.

e Der Préfixrelation C.

Es ist nicht schwer zu sehen, dafl aus m € N in Zeit polynomiell in m eine automatische
Darstellung dieser Struktur berechnet werden kann.

Es bleiben die Formeln A\, (x) zu definieren. Zunéchst definieren wir die Sprachen
L, =0"10™(=110* und S, = 0* (101" 10,

Wir werden induktiv Formeln A\, € ¥, und o, € >, konstruieren, die L, bzw. S, in
der Struktur B,, definieren.



(8. Januar 2021) 111

Induktionsanfang n = 0: Setze zunichst Ao(z) = (Lo(z)).

Betrachte weiterhin die folgende Formel

oo(x) =y, y2: 1 E 2 A Xo(yn)
A Fill(z, y2)

Wir zeigen, daBl jedes Wort z, das diese Formel erfiillt, zu 5o gehort; die umgekehrte
Implikation bleibt als Ubung hier unbewiesen.

Nach der ersten Zeile gilt z € 02 10™11{0,1}*. Nach der zweiten Zeile gelten x =
0010™ ' 1v10% und yp = w10™ ' 1v 1w mit |u| = s; und |v| = so. Nach der dritten
Zeile ist das Wort y, m-periodisch (d.h. es gibt ein Wort h mit |h| = m und y, ist Préafix
eines Wortes aus h*). Dann muf} aber auch der Faktor 10™~! 1 v 1 m-periodisch sein, also
zu (1 Om_l)Jr 1 gehoren.

Da offensichtlich \g € Yy und oy € »; gelten, ist der Induktionsanfang n = 0 gesichert.
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Leider miissen wir die Formel \; gesondert behandeln, der eigentliche Induktionsschritt
erfolgt danach. Wir setzen

A(x) = dxy, 9, w31 09(27)
A Measure(zy, x)
A IncBlocks(zy, 2, x3)
A —DiftBit(z3, z5) .

Dann gilt offensichtlich Ay € >4.

Wir zeigen, dall jedes Wort z, das diese Formel erfillt, zu L; gehort; die umgekehrte
Implikation bleibt auch hier als Ubung unbewiesen.

Nach den ersten beiden Zeilen existiert ein Wort x; = 0% (1 Om_l)lZ 1 0%+t mit ¢ > 1 und
x = 0% 101105,

(Da wir x € Ly zeigen wollen, bleibt also £ - m = F;(m) und damit ¢ = 2™ zu zeigen.)
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Nach der dritten Zeile gelten

o 15 =029 Tog -+ X9 0%+ mit x9,; € {0, 1}™ fiir alle 1 <7 </,
o 13 =013, x39 -+ x3,0%+ mit x3; € {0,1}™ fiir alle 1 <7 </,
o val(zqg;) + 1 =val(zs;) (mod 2™) fiir alle 1 < i </,

® Iy, € 0" <= ¢ =1tfir alle 1 <ell und

o 1y, €1" <= 1=/(firallel <: </,

Nach der vierten Zeile ist der k-te Buchstabe von x5 gleich dem Buchstaben Nummer
k +m von z, (fiir alle k). Insbesondere folgt x5, = x9,; fiir alle 1 <i < £,

Wir betrachten die Folge
val(za1), val(za2), ..., val(zey)
von Werten aus {0,1,...,2" — 1}. Fiir 1 <14 < £ gilt wegen val(xs;) = val(xs,,1) auch

Val(il,’g’i) +1= Val<$2,¢+1> (mod 2m) .
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Da val(zy,;) =0 <= i =0, hat die Folge also die Form

insbesondere also £ — 1 = val(zyy) = val(1™) = 2™ — 1 bzw. £ = 2™ und damit tatséchlich
T e Ll.

Induktionsvoraussetzung: Seien die Formeln o,, € >,,,1 und A\, 1 € X, ;1 bereits definiert.

Induktionsschritt: Setze

Un—l—l(x) = Jy1,y2: 1 & o A A (yl)
A Fill(z, y2)

A —3z: (Ag1(2) A ~EqLet(z, 42, 12)) -

Wegen A\, .1 € 2,11 erhalten wir 0,11 € X,,19.
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Setze weiterhin

)\n+2($) = dw1, T2, T3: 0n+1(1‘1)
A Measure(z, x)

A IncBlocks(x1, s, x3)
A =3zt (Aep1(2) A ~EqLet(z, 3, 22)) .

Aus Oni1, )\n_|_1 € Zn—l—l fOlgt An—i—? € Zn—i—?-

Um zu zeigen, dafl 0,,,1 und A\, o die Mengen S,,,1 bzw. L, o definieren, geht man wie
oben vor.

Damit ist der Beweis von Lemma 4.4 abgeschlossen L]
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Damit konnen wir Satz 4.3 beweisen: Sei w € I'* und m = |w|. Wir betrachten die Struk-
tur C,, als Vereinigung der Struktur A,, aus der letzten Vorlesung (ohne die Relation L,,)
und By, (aus Lemma 4.4). Dann kann aus w in Zeit polynomiell in |w| eine automatische
Darstellung P, dieser Struktur berechnet werden.

Sei weiter ¢ der oben konstruierte Satz. Er ist dquivalent zu
©n = e, ¢ StepInBlocks(c, ¢)

A Jz: Replace(c, ) A A, ()
A =3z’ (A (2') A |2!| < || A ~EqLet(2’, ', ¢))

Wegen A\, € X, gilt v, € X,,11.
Wir haben
w € L(M,) <= Cy, EF vn <= A(P,) E vn

d.h. w — P, ist eine Polynomialzeitreduktion von L(M,) auf MC(AutPr, {¢,}). Da
die Sprache L(M,,) aber n—EXPSPACE-vollstindig ist, ist MC(AutPr, {¢,}) hart fiir die
Klasse n—EXPSPACE (und damit vollstindig wegen Korollar 4.2).



