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4.3 Strukturen beschriankten Grades

Zur Vereinfachung der Notationen, betrachten wir nur konstantenlose Signaturen.

Die nichtelementare Komplexitét unseres Algorithmus’ fir MC(AutPr, FO) beruht auf
den Automatenkonstruktionen. Wir analysieren einen ,,naiven“ Auswertungsalgorithmus:

Gegeben: Struktur A

Auswertung(o(z1,...,2x): Formel a: AF)
case
0 =R(xy,...,x): 1f a € R* then return 1; else return 0

¢ = a A 3: return min(Auswertung(a,a), Auswertung(3,a));
¢ = - return 1 — Auswertung(q, a);

¢ = Jxpy1: @ return max{Auswertung(a,ab) ‘ be A}
endcase

Problematisch ist natiirlich der letzte Fall, denn wir konnen nicht alle b € A durchprobie-
ren. Wir werden zeigen, dafl wir fiir automatische Strukturen ,,von beschranktem Grad“
nur endlich viele Worter b zu testen brauchen.
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Definitionen Sei A eine Struktur. Thr Gaifman-Graph G(A) = (A, E) ist definiert
durch (a,b) € E gdw. a,b € A verschieden und wenn es Relationsnamen R € R und
(a1, .-, Ga(r)) € R4 gibt mit a,b € {a1, ..., Gu(r)}-

Die Struktur A hat beschrinkten Grad, wenn ihr Gaifman-Graph G(A) beschrinkten
Grad hat (d.h. es gibt n € N, so dafl jeder Knoten in G(.A) hochstens n Nachbarn hat).

Fiir a,b € A sei d*(a,b) der Abstand von a und b im Gaifman-Graphen G(A), d.h. die
Linge eines kiirzesten Weges zwischen a und b (w.U. d4(a,b) = oo). Fiir a € A” ist
dA(E, b) = minlgigk dA(CLi, b)

Sei r € N und @ € A*. Die Kugel um @ vom Radius r ist die Menge BA(a,r) = {b €
A | d*(@,b) < r}, die Nachbarschaft oder Sphéire um @ vom Radius r ist die Struktur
SA@@,r) = (A | BA(a,r),a), dh. die Einschrinkung von A auf die Kugel B4(a,r) mit
zusatzlichen Konstanten aq, ..., ag.
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Satz 4.8 (Satz von Hanf (1965)). Sei A eine konstantenlose Struktur von beschrinktem
Grad, ¢ € N, a,b € A* mit ~
S (@, 47) = S4(b, 49)

und ¢ = p(T) eine Formel vom Quantorenrank < q. Dann gilt
AEp@) = AEp(b).

Bemerkung. Da der Quantorenrank von ¢ hochstens || ist, haben wir also

SA(@, 4y =2 S4B, 4 = (A= (@) < Ak (D).
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Notation: fiir n € N sei expy(n) = 22" die doppelte Exponentialfunktion.

Im folgenden sei A eine automatische Struktur mit konstantenloser Signatur ¢ und
Prisentation P = (M, (Mg)geo). Sei der Grad von A hichstens d.

Lemma 4.9. Seien ¢ € N, v = (vq,...,v;) € A¥ und v € A. Dann existiert ein NFA M’
mit | Q| - exp, (O((k +1)- d4q)) Zustinden und

L(M') = {we A| S*vv,4%) = SH(vw,4%)} .
Beweis:
Sei BA(tv,49) = {u1,us, ..., un} mit v = u; und v; = u;;. Wir haben N < (k + 1) - d*".

Fiir w € A gilt S4(vv, 49) = SA(vw, 47) genau dann, wenn es Worter wy, wy, ..., wy gibt
mit

(i) w=w; und v; = w;,

(ii) w; € Afiralle 1 <i:< N
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(ili) w; #w; firalle 1 <i<j <N

(iv) (wi,, Wiy, ..., w;,) € RY <= (i, Vi,...,v;,) € RA fiir alle R € 0 und 1 <
i g i < N

(v) es gilt nicht: es gibt w’ € A mit
(v.i) w ¢ {wy,ws,...,wy} und
(v.ii) (w;,w’) € E fiir ein 1 < j < N mit d4(vv, u;) < 49,

Hierfiir konstruieren wir synchrone N-Bandautomaten M), Mg etc. wie folgt:

(i) Der Automat M, iiberpriift, daf auf den Bandern ¢; fiir 1 < j < k das richtige
Wort v; steht. Er hat damit max{|v;| | 1 < j < k} 4 1 viele Zustéinde.

(ii) M) tberpriift auf jedem Band, da dort ein Wort aus A steht und 148t hierfiir

den NFA M aus der automatischen Présentation P laufen - insgesamt hat M; also
20N) Zusténde
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(iii)

(iv)

M ;i) kontrolliert, dafi auf den N Béndern paarweise verschiedene Worter stehen.
Hierfiir sind 2V(V=1 Zustinde ausreichend.

Fiir jedes R € o sei My der Komplementirautomat zu My (der, da Mg ein fester
Automat ist, eine feste Anzahl von Zustédnden hat). Fiir jedes R € ¢ mit m = ar(R)
und jedes Tupel @1,%2...,%, € {1,..., N} lduft in M, eine Kopie von Mp oder
von Mp. Insgesamt sind dies héchstens |o| - N viele Kopien (M ist die maximale
Aritét eines Relationsnamens aus o), also hat M iy hochstens 2N°Yiele Zustinde.

Zunéchst konstruieren wir synchrone (/N +1)-Bandautomaten fiir die Aussagen (v.i)
bzw. (v.ii):

Fiir (v.i) muf iiberpriift werden, da8 das Wort w’ von Band N + 1 auf keinem der
Binder 1 bis N steht - was mit 2V Zustinden gelingt.

Da die Relation F in der automatischen Struktur A FO-definierbar ist, existiert
cin synchroner 2-Bandautomat Mg mit R(Mg) = {(u,v) € A? | (u,v) € E}. Die
Bedingung (v.ii) wird von hochstens N Kopien von Mg auf den Béndern j und
N + 1 iiberpriift. Dadurch entstehen 2°4Y) Zusténde.

Damit hat der synchrone (N + 1)-Bandautomat fiir die Bedingung (v.i) und (v.ii)

20V) viele Zustiénde. Es gibt also einen synchronen N-Bandautomaten M) mit
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20(N) Zustanden mit

R(M) = {(wy,...,wy) | ' € A: (iv.0)&(iv.ii) } .

Es gibt also einen synchronen N-Bandautomaten M(;,) mit exp,(O(N)) Zusténden
und

R(My) = {(w1,...,wy) | =F" € A: (iv.i)&(iv.ii) } .

Die Konjunktion dieser Bedingungen kann mit dem direkten Produkt dieser Automaten
iiberpriift werden, d.h. mit einem synchronen N-Bandautomaten mit |®7] - exp,(O(N))

Zusténden. Die Projektion auf das erste Band liefert den NFA M’ mit ebensovielen
Zustanden. []
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Korollar 4.10. Seien© = (vy,...,v;) € A¥ und o = (T, y) eine Formel mit Quantoren-
rank ¢ mit (A,v) = Jy . Dann existiert ein Wort w € A mit |w| < |Q0| - exp, (O((k +

1)- d4q)) und (A, 0,w) = p.

Beweis:

Wegen (A,7) = Jdy ¢ existiert v € A mit (A,7,v) = . Nach Lemma 4.9 existiert ein
NFA M’, der alle Wérter w akzeptiert mit S4(vw, 49) = SA4(vw, 47). Wegen L(M') # ()
akzeptiert er ein Wort w mit

lw| < Anzahl der Zustédnde von M’ < |®70] - exp, (O((k +1)- d4q)) :

Nach Satz 4.8 gilt (A, 7, w) = ¢. []
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Satz 4.11. Die FO-Theorie von A ist in elementarer Zeit entscheidbar (d.h. es gibt
N €N, so daf$ das Problem in N-fach exponentieller Zeit losbar ist).

Beweis:
Sei ¢ = Q121 Qs ... Qux, 9 ein FO-Satz mit Q; € {3,V} und ¢ quantorenfrei. Setze

h = exp, (O((k: +1)- d4q)) und ¢; = Qir; Qiy1Tit1 -+ Qurgy fir 1 <i < ¢+ 1, so dafl
1 = und g1 = Y.

Behauptung A = ¢ gdw. A = Qa1 (|x1] < k) Qaza(|z2| < h?) ... Qury(|z,| < h1) ¢

Beweis per Induktion

IA o.E. Ql = d
Kor. 4.10
A=z oo ——= A= dx; (|x1]| < h) o
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IS o.E. QH—l =

AE ¢ S| = Jry (Jz1] < k) Qexa (Jzo| < A?) ... Qix; (] < hY)3wip1 ©ita.
Kor. 4.10 A |: Elxl (‘.’E1| S h) ce szz (‘xl‘ S hl> El.I'H_l (‘xi—kl‘ S hi—i—l) Pit2-

womit die Behauptung bewiesen ist.

Um die Giiltigkeit von ¢ zu iiberpriifen, brauchen also nur die Wérter der Lange < h9
betrachtet zu werden, von denen es nur elementar viele gibt. L]

Bemerkungen Sei AutPr(besch) die Klasse der automatischen Présentationen von
Strukturen beschrankten Grades.

Eine sehr viel genauere Analyse (Kuske & Lohrey 2011) zeigt, dal das Auswertungspro-
blem MC(AutPr(besch), FO) in 2—EXPSPACE liegt und dafl es eine automatische Struk-
tur A(P) von beschranktem Grad gibt, so dal MC({ P}, FO) vollsténdig fiir 2—EXPSPACE

1st.
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Eine wesentliche Quelle des Exponententurms ist der Satz von Hanf, in dem iiber expo-
nentiellen Radius gesprochen wird. Wir vermuten in der genannten Arbeit:

Vermutung: Sei _.A eine konstantenlose Struktur von beschréinktem Grad, n € N, ¢ =
©(T) € ¥, und @, b € A* mit

SA@, ||") = SAD, |o|™)

Dann gilt B
Al pla] <= A o[b].

Sollte diese Vermutung stimmen (was ich seit lingerem mit Prof. Nicole Schweikardt aus

Berlin zu zeigen versuche), so wiirde wohl folgen: Das Auswertungsproblem MC(AutPr, 32,,)
liegt in 1—EXPSPACE.

Die Wachstumsfunktion einer Struktur A ist die Funktion
r — max{|B*(a,r)| | a € A}.

Hat A beschrinkten Grad, so ist diese Funktion hochstens exponentiell. Ist A(P) au-

tomatische Struktur beschrinkten Grades mit polynomieller Wachstumsfunktion, so ist
MC({P},FO) sogar in 1-EXPSPACE.



