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5 Das Isomorphieproblem

Eine Aquivalenzstruktur ist eine Struktur A = (U, R), wobei R eine Aquivalenzrelation
ist.

Fiirn > 1sei f4(n) die Anzahl der Aguivalenzklassen der Grofie n in A. Sei weiter f4(0) €
NU{oo} die Anzahl der unendlichen Aquivalenzklassen von A. Dannist f4: N — NU{oo}
eine Funktion. Fiir zwei abzdhlbare Aquivalenzstrukturen A und B gilt

A=B < VneN: fa(n) = fg(n).

Lemma 5.1. Das folgende Problem ist entscheidbar:

Eingabe: automatischen Prisentation einer Aquivalenzstruktur A
neN
ke NU{oco}

Frage: Gilt fa(n) =k?
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Beweis:
Wir berechnen aus n und £ einen Satz ¢ aus FO[3*,d] mit A = ¢, < fa(n) = k.
Da die Giiltigkeit dieses Satzes in einer automatischen Struktur entscheidbar ist, folgt

das Ergebnis.

Zunichst gilt fiir jede Aquivalenzstruktur A = (U, R) und jedes a € U:

ofﬁrnZl:HaHzngdW.A):Elml,.‘.,xn: /\ R(a,z;) A /\ T # xj

1<i<n 1<i<j<n

e |[a]| = co gdw. A = 3*z: R(a,z)
Damit erhalten wir:

o fiir k,n e N: fu(n) >k gdw. A= 3ay,... ax: /\Hai]‘:n/\ /\ —R(a;,a; ).

1<i<k 1<i<j<k
Nach obiger Uberlegung kann ,, [aiH = n* durch eine Formel aus FO ausgedriickt
werden. Damit kann ,, f4(n) > k“ durch eine FO-Formel ausgedriickt werden und
dadurch auch , f4(n) = k“.
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o fiir n > 1: fu(n) = oo gdw. A = 3%a: |[d]| = n.

e f4(0) =00 gdw. dzy: <Hx]| = oo A Y]] = oo/\ﬂR(Ly))

0

Proposition 5.2. Das Nicht-Isomorphieproblem fiir automatische Aquivalenzstrukturen
15t semi-entscheidbar.

Beweis:
Seien A und B automatische Aquivalenzstrukturen. Dann gilt

A% B < dneN: fu(n) # fz(n)
< Ine N3k e NU{oo}: (faln) =kA fa(n) #k).
Es gilt also A 2 B, wenn es n und k gibt mit f4(n) = k und fg(n) # k. Die Eigenschaft
sfa(n) = k und fg(n) # k* ist nach vorherigem Lemma entscheidbar ist. Ein Semi-

Entscheidungsalgorithmus probiert nacheinander alle Paare n und k durch und testet
diese Eigenschaft. ]
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Wir zeigen jetzt, daB das Isomorphieproblem fiir automatische Aquivalenzstrukturen un-
entscheidbar ist. Wir reduzieren Hilberts 10. Problem, d.h. die Frage, ob zwei multivariate
Polynome aus N[zy, ..., x| einen Schnittpunkt haben, hierauf.

Fiir m € N¥ sei @ = ba™ba™b- - -a™b € {a,b}*. Setze L = {a™ | m € N*}.

Lemma 5.3. Ausp € N[zy,...,x;] kann ein NFA M, mit L(M,) C L berechnet werden,
so daf fir alle m € N* gilt: M, hat genau p(n) viele akzeptierende Liufe auf a™.

Beweis:
Induktion iiber den Aufbau des Polynoms p:

e p=0: M, DFA mit L(M,) = 0.
o p=1: M, DFA mit L(M,) = L.

e p=n,; (firi =3 und k = 4):
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e p = g+ r: disjunkte Vereinigung der NFAs M, und M,

e p = ¢ - r: Kreuzproduktkonstruktion von M, und M, L]
Proposition 5.4. Ausp € N[zy, ...,z kann eine automatische Darstellung einer Aqui-
valenzstruktur A, berechnet werden mit

o fa(n) € {0,00} fiir allen € N (d.h. zu jeder Aquivalenzklasse gibt es unendlich

viele derselben Grifse)

e f4(0) =0 (d.h. A hat nur endliche Aquivalenzklassen)

o fa(m) = oo gdw. es gibt m € N* mit p(n) = m.
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Beweis:
Konstruiere zundchst NFA M, nach Lemma 5.3.

Sei Lo die Menge der akzeptierenden Liufe von M, (d.h. Lo € Q({a, b} Q)*)
Setze Ry = {(u,v) € L | u und v sind Léufe auf demselben Wort }

Dann ist Ag = (Lo, Ro) automatische Aquivalenzstruktur und es gilt |[a"]| = p(n) fiir
alle m € N*. Wir haben also

o f4,(0) =0 (d.h. Ay hat nur endliche Aquivalenzklassen)

o fu,(m) >0 gdw. es gibt m € N* mit |[a”]| = m gdw. es gibt 7 € N¥ mit p(7) = m.

Wir setzen nun L = Loc* und R = {(uc™, vc™) | (u,v) € Ro,m € N}. Dann ist A, =
(L, R) die gesuchte Aquivalenzstruktur. O
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Sei ¢ € N[z, y] das Polynom c(z,y) = (z +y)(x +y + 1) + 2y, d.h. ¢: N> — N ist eine
injektive Funktion.

Sei weiter p-(x,y) = c(x,z+y+1) und p> =c(z +y + 1,y).
Wir betrachten die Aquivalenzstruktur 7 = A, WA,_. Sie  kodiert“ die Menge {(nl, ny) €
N2 ’ s 7é ng}i
e fr(0)=0
o fr(m) = oo
gdw. fr(m) >0

gdw. es gibt ny,ny € N mit m = p(ny, ng) oder m = p-(ny,ns)
gdw. es gibt ny # ny mit m = ¢(ny, ny)
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Satz 5.5. Die Klasse der automatischen Prisentationen P mit A(P) = T ist unent-
scheidbar.

Beweis:
Seien p, ¢ € N[xy, ..., z;] Polynome. Betrachte die automatische Struktur

Ap,q =T4 -AC(p,q) :

Da in 7 und in A.yq) zu jeder Aquivalenzklasse unendlich viele gleichgroBe existieren,
erhalten wir fu, (m) = max(fr(m), facpm (m)) fiir alle m € N.

Wir zeigen:
A, 2T < TneN:pm@) =qm)

,<=* Sei also m € NF mit p(n) = ¢(n). Setze m = ¢(p(n), q(n)).

= fa m) = oo und fr(m) =0

(
c(p,q)
— fa,,(m) = max(fr(m), fa,,, (m)) = oo # fr(m)
= A, , 2T
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,= Gelte umgekehrt A, , 2 T.
Wegen fr(0) =0 = f4,,(0) gibt es also m > 1 mit fa, (m) # fr(m)
= fa,p (M) 2> fa,,(m) =00 und fr(m)=0
Wegen fa,,,,(m) =00 gibt esn € N mit m = ¢(p(n), ¢(n)).
— fr(c(p@),am)) = fr(m) =0

= p(n) = q(7)

Also ist die Abbildung (p,q) — A, , eine Reduktion der Menge der schnittfreien Paare
von Polynomen auf die Menge der automatischen Présentation von 7. 0
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Wir haben also gezeigt, daB das Isomorphieproblem fiir automatische Aquivalenzstruktu-
ren unentscheidbar, aber semi-entscheidbar ist. Es ist sogar vollstandig fiir die Klasse der
semi-entscheidbaren Probleme (jedes semi-entscheidbare Problem kann hierauf reduziert
werden).

Fiir automatische lineare Ordnungen und fiir automatische Béaume ist dieses Problem
nicht einmal semi-entscheidbar, sondern ,,¥1-vollstéindig*.

Bemerkung. Proposition 5.2 wurde gezeigt in S. Rubin: ,, Automata presenting structu-
res: A survey of the finite string case®, Bull. Symbolic Logic, 14:169-209, 2008.

Satz 5.5 steht in D. Kuske, J. Liu und M. Lohrey: ,, The isomorphism problem on classes
of automatic structures with transitive relations“, Transactions of the AMS, 365:5103-
5151, 2013. Dort stehen auch die Ergebnisse zu automatischen linearen Ordnungen und
Béaumen.



