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1.2 Rationale Strukturen

Definition. Ein k-Bandautomat ist ein Tupel M = (Q, %, ¢, A, F') mit

e endlicher Menge (von Zustinden) Q,

Alphabet X,

Startzustand 1 € Q,

endlicher Transitionsrelation A C Q x (X*)¥ x @ und

Finalzustandsmenge F C ().

Die von M akzeptierte Relation R(M) C (¥*)* ist definiert durch (u',u?, ..., u*) € R(M)
gdw. es Zustiande ¢ = qo, q1,- .., ¢, mit ¢, € F und Worter u] € ¥* fiir 1 <7 < n und
1 <75 <k gibt mit

o v =ujul. . . ul fiir alle 1 < j <k und

o (qi1,(ur,u?,...,u¥),q) € Afiiralle 1 <i<n.
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Eine Relation R C (3*)* heiit rational, wenn es einen k-Bandautomaten M mit R =
R(M) gibt.

Beispiel 1.1. Sei X ein Alphabet. Fiir u,v € X* heifit u Teilwort von v (u < v), wenn es
Worter uq, ug, ..., Uy, V1,...,0, € X" gibt mit u = uius - - - u, und v = ULVIULVS + - - UR V.

Die Relationen {(u,u) | u € ¥*} und {(u,v) | v < v} sind rational.

Beweis:

Q ={t} = F und
A={(,a,a,t)|acd}
bzw.

A={(r,a,a,1),(t,a,e,1) | a € X},
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Definition. Eine 7-Struktur A ist rational, wenn es ein Alphabet X gibt, so daf} die
Grundmenge A C ¥* rational (d.h. regulir) und die Relationen R4 C (X*)*(®) rational

sind (fiir alle R € R).

Eine 7-Struktur B ist rational darstellbar, wenn es eine isomorphe rationale Struktur gibt.

Beispiel 1.1 (Fortsetzung)

e Die Struktur (¥*, <) ist rational.

e Sei u < v, wenn es Worter z,y gibt mit v = zuy (d.h. v ist Faktor von v). Dann
ist auch (3*, <) rational.

e Sei M Turingmaschine. Dann ist der Konfigurationsgraph von M rational.

Jede rationale Struktur ist endlich beschreibbar: man nehme z.B. k-Bandautomaten, die
die Grundmenge bzw. die Relationen akzeptieren.
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Also: D ist die Menge der Tupel von Mehrbandautomaten, die 7-Strukturen beschreiben.
Fiir ein solches Tupel d ist S(d) die beschriebene rationale Struktur.

Satz 1.2. Das uniforme Auswertungsproblem fiir rationale Strukturen ist unentscheidbar.

Beweis:
Wir reduzieren das Post’sche Korrespondenzproblem auf das uniforme Auswertungspro-
blem. Fixiere also ein Alphabet > mit wenigstens 2 Buchstaben.

Sei nun I = (u;, v;)1<i<n Instanz des PCP (d.h. n € N und w;, v; € ¥*).

Wir berechnen hieraus eine rationale Struktur A; und einen Satz ¢ mit A; ¢ <= [
hat eine Losung:

Die rationale Struktur A; Grundmenge: A = X* ist rational

E = {(uyuiy .. iy, 050, . ..v ) | B € NJ1 <iy,... 4 < n} ist rational: Q = {¢, f},

b= {f} und A = {(C,(Ui,Ui),f),(f, (uivvi>7f) ‘ 1 S’Lgn}
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Dann ist A = (A, F) eine rationale Struktur.

Der Satz Die Formel ¢ = Jx: E(x,z) ist Satz.

Es gilt A = ¢ gdw. PCP-Instanz I hat Losung. []
Bemerkung. e Wir haben sogar gezeigt, dafl es Satz ¢ gibt, so dafl das folgende
Problem unentscheidbar ist:
Eingabe: 2-Bandautomat M
Frage: Gilt (X, R(M)) = ¢?
e Umgekehrt gibt es auch rationale Graphen A, deren Theorie unentscheidbar ist.

(Bsp.: (X*, <) und (X*, <)1)
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