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Automaten, Sprachen und Komplexitit — Lésungen zur Ubung 2

Prasenzaufgaben

Aufgabe 4
Sei X ein Alphabet (eine endliche Menge). Zeigen Sie, dass X* abzéhlbar ist.

Losung

Eine Menge M ist abzéhlbar, wenn es eine injektive Abbildung von M nach N gibt und das wollen wir fiir M = X~
zeigen.

Sei X = {ay, .. .,an-1} ein Alphabet fiir ein n € N. Dann codiert jedes Wort w € X* eine Zahl in Basis |X| = n.
Zum Beispiel haben wir fiir n = 4 folgende Codierungen:

apaza; = (021)4 = (910
azapa; = (301)4 = (49)10
aza; = (21)4 = (910

So konnen also Worter aus X* in die natiirlichen Zahlen abgebildet werden. Allerdings ist die Abbildung noch
nicht injektiv, wie man an den Wértern agasa; und aza; sehen kann. Um das Problem der fithrenden Nullen zu
16sen, fordern wir in unserer Abbildung, dass die erste Stelle der Basis-n-Zahl 1 ist. Dies liefert die Abbildung
f:Z" > Naja,...a;5 — (ligiy. .. i), fiir 0 < i; < nfiir alle j € N.

f ist injektiv, denn: Seien a; a;, ... a;, # ajaj,...a;, € X* zwei verschiedene Worter fiir k,! € N. Dann
ist liyiy...ix # ljija...Jj1,da X nur verschiedene Elemente enthilt. Auflerdem ist die Basis-n-Codierung (-),
injektiv fir Codierungen, die nicht mit 0 beginnen, und somit (1i1iz . . . ix)n # (Ljjz - - - j1)n-

Also ist X* abzéhlbar.
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