Rechtslineare Sprachen

Proposition

Zu jeder rechtslinearen Grammatik G = (V, ¥, P, S) gibt es einen NFA M
mit L(G) = L(M).

Beweis:
Wir definieren den NFA M = (Z,%, S, 4, E), wobei:

/ =V
6(A,a) = {B|(A— aB) € P}
S = {S}

E = [A|(A=e)eP)
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Rechtslineare Sprachen

Behauptung: Fiir alle w € * und alle A, B € V gilt:

A=% wB < Bed({A},w)

Dies zeigt man per Induktion lber |w/|.

Sei nun w € ¥ *,

Dann gilt:

weLG) < dJAceV:S5=wAund (A—¢e)eP

& JAcV AcI{Sh,w)und Ac E

AN

<~ ({S},w)NE#1
— we L(M)
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Rechtslineare Sprachen

NFAs, DFAs und rechtslineare Grammatiken

Satz

Seien X ein Alphabet und L C X>* eine Sprache. Dann sind dquivalent:
© L ist reguldr (d.h. von einem DFA akzeptiert)
© L wird von einem NFA akzeptiert
© L ist rechtslinear (d.h. von einer Typ-3-Grammatik erzeugt)

verschiedene Modelle zur Beschreibung regularer Sprachen:

® Rechtslineare Grammatiken: Verbindung zu Chomsky-Hierarchie,
erzeugen Sprachen
wenig geeignet fiir Entscheidung, ob Wort zu Sprache gehort

® NFAs: kompakte Darstellungen von Sprachen, intuitive graphische
Darstellung
wenig geeignet fiir Entscheidung, ob Wort zu Sprache gehort

® DFAs: u.U. exponentiell groler als NFA bzw. Grammatik
gut geeignet fiir Entscheidung, ob Wort zu Sprache gehort
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Rechtslineare Sprachen

Abschluleigenschaften

Definition
Gegeben sei eine Klasse K und ein n-stelliger Operator ®: K" — K.

Man sagt, eine Klasse K’ C K ist unter ® abgeschlossen, wenn fiir
beliebige Elemente ki,ko,... ky € K’ g”t: ®(k1, ko, ..., kn) c K’

Wir betrachten hier Abschluleigenschaften der Klasse aller regularen
Sprachen (d.h. wir setzen K = Klasse aller Sprachen und K’ = Klasse aller
reguldren Sprachen).

Uns interessiert dabei die folgende Frage:
Ells L1, Ly reguldr sind, sind dann auch L1 U Ly, L1 N Ly, L1Lo,
L1 = ¥*\L; (Komplement) und L} regular?

Kurze Antwort: Die regularen Sprachen sind unter all diesen Operationen
abgeschlossen.
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Rechtslineare Sprachen

Satz
Wenn L C ¥* eine reguldre Sprache ist, dann ist auch * \ L regular. J

Beweis: Da L regular ist, gibt es einen DFA M = (Z, L%, z9, 9, E) mit
L(M) = L. In diesem vertauschen wir die End- und Nicht-Endzustinde, d.h.
M =(Z,%,z,0,Z\ E).

Dann gilt fir w € ¥*:

weXt\L w ¢ L(M)
g(zo, w) &€ E
3\(20, w) € Z\E

we L(M).

11it
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Rechtslineare Sprachen

Satz

Wenn L; und L> regulare Sprachen sind, dann ist auch L U L> regular. J

Beweis: Es gibt NFAs M; = (Z;, ¥, S}, 6;, E;) fiir
I =1,2 mit L(M,) = L;.
0.B.d.A. Zy N2, = ().

Wir bauen nun einen NFA M als , disjunkte
Vereinigung” von My und Mb:

M = (Zl UZ>,2,5U5,0, E1U Ez)

wobei

(2, 2) — 01(z,a) firze Z
7 do(z,a) firz e 25
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Rechtslineare Sprachen

Behauptung: Fiir alle Y C Z1 U Z> und w € X* gilt:
oY, w) = EI(Y NZi,w)U SE(Y N Zz, w)

Wir zeigen diese Behauptung durch Induktion iber |w/|.

IA - w = e. Dann gilt
(Y, o)=Y =(YNZ)U(YND)=66(YNZ,e)Ud(Y N Zs,¢)

IS Sei w =av (a€ X,v € £*) und gelte die Behauptung fiir v.

AN

5(Y,av) = 6(8(Y,a),v)

— 5(01(Y N Z1,a)Ud(Y N 2o, a), v)
2 51(51(Y N Zh, a), v) Uda(62(Y N Zo, a), v)
= c/SI(YﬂZl,av)Uc/SE(YﬂZQ,av)
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Rechtslineare Sprachen

Damit erhalten wir fir w € ¥*:

}(SLUSH,wW)N(ELUE) = (61(S1,w)Ud(Ss,w)) N (E1 U Ey)
§§1 §§2
= (81(S1, w) N E1) U (62(S2, w) N E>)

und also

w € L(M) 5(51U52,W)H(E1UE2) £ ()
(/51(51, w) N Ep # () oder 5;(52, w)N Ex # ()
w € L(My) oder w € L(M>)

w e Li U L

1111

Also ist L1 U Ly tatsachlich regular. (]
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Rechtslineare Sprachen

Satz
Wenn L; und Ly regulare Sprachen sind, dann ist auch L1 N Ly regular. J

Beweis:

Es gilt L; N Ly = L; U Ly und wir wissen bereits, dal die Klasse der
reguldren Sprachen unter Komplement und Vereinigung abgeschlossen
Ist. []

Bemerkung: Wird L; von dem NFA M; = (Z;,...) akzeptiert, so existiert

also ein DFA mit 224221 Zystinden, der L(My) N L(M>) akzeptiert. Wir
geben jetzt eine Konstruktion an, die mit |Z1| - |Z>| Zustanden auskommt
(ohne Beweis).
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Rechtslineare Sprachen

Konstruktion:

In dieser Konstruktion werden die zwei Automaten fir L1 und L5
miteinander synchronisiert und quasi ,,parallelgeschaltet”. Dies erfolgt durch
das Bilden des Kreuzprodukts.

Seien M; = (Z;, %, S;, 6, E;) NFAs mit L(M;) = L;. Wir betrachten den
NFA
M = (Zl X 22,2,51 X 52,5, E1 X Ez),
N—— ——— N ———

y4 S E
mit
5((21722)7 a) — {(Z{,Zé) ’ Z{ S 51(217 a),zé S 52(227 a)}
51(21, a) X 52(22, a) .

Man nennt M auch das ,Kreuzprodukt™ von My und M.
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Rechtslineare Sprachen

Bildung des Kreuzprodukts zweier NFAs:

a,b
O RO

b b
(0,2 —2—((0,3)

b(1)  p(((L2))— 2 ((13)
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Rechtslineare Sprachen

Behauptung: Fiir alle Y C Z; x Z> und alle w € L% gilt:

AN

5(Y,w)= | ) (i({z}. w) x &2({z}, w))

(z1,22)€Y

(der Beweis erfolgt per Induktion {iber |w|).

Konsequenz: Das , Kreuzprodukt” von M; und M, akzeptiert die Sprache
L(Ml) M L(M2)
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Rechtslineare Sprachen

Satz J

Wenn L; und L, reguldare Sprachen sind, dann ist auch LiL> regular.

Beweis: Es gibt NFAs M,‘ — (Z,', Z, 5,',5,', E,') mit L(M,') — L,' flir i = 1,2.
0.BdA Z1 N2 =0.

Wir verkniipfen nun My und M, sequentiell zu einem NFA
M = (Zl U/, 2,5,0, EQ), wobei

s <(51 falls ¢ & Ly
B (S1U S falls e € L4
f52(27 a) fur z € 25
5(z,a) = < 61(z,a) fir z € Zy mit 81(z,a) N Ey = 0)
L01(z,a) U Sy fiir z € Z3 mit 61(z,a) N Ex # 0
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Rechtslineare Sprachen

Behauptung: Fiiralle Y C Z; UZ und w € =T gilt:
S(Y,w)=01(YNZi,w)Ud(Y N2, w)U | 52(52, v)

W=uv,u#e
01 ( YNZ; ,u)ﬂEl 75(2)

Wir zeigen diese Behauptung durch Induktion iber |w/|:
IA Sei a € 2. Dann gilt

g(Y,a) = E(Y,ae)zg(u §(z,a),¢)

zeY

— U 61(z,a) U U 02(z, a)

zeYNZ, zeYN2Z>
U S, fallsdzeYNZ :51(z,a)ﬂE1 #@
O  sonst

) a(za)u | d(z.a)U L) 52(S2.¢)

zeYNZ41 zeYN4L> (SAl(szl,a)ﬂEl#(Z)
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Rechtslineare Sprachen

AN

IS Esist 6(Y, aw) gleich

8 U 6(z,a), w)

zeY
:J:\H
— 5( U 01(z,a) U U d2(z,a) U U Sy, w)
zEYNZ zEYN2Zo 51(YNZy,a)NEL£0
v a(HﬂZl,W)Ugg(HﬂZQ,W)U U @(52#)

W=uvVv,u#e

51(HNZy,u)NE1£0
= c/?z(Y N Z1,aw) U g;(Y N 2z, aw)

Ue( Sp, w) U 9 52(S2, v)

SI(YNZl,a)ﬂEl;é(Z) R W=uV,U#e
01 ( YNZ; ,au)ﬂEl ;E(Z)

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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Rechtslineare Sprachen

Fiir w € X7 erhalten wir also

WS 20/21

w e L(M)

<
<

<
<

5(S,w)NE # 0

52(SN S, w)N By

oderW:uv,u#s,(/ﬂ(SﬂSl,u)ﬁEl;é@,
52(S2,v) N Ex #

w=uv,u € L(My),v e L(M)

we Ly L.

Automaten, Sprachen, Komplexitit

4.17



Rechtslineare Sprachen

Fiur w = ¢ erhalten wir

e € L(M) SNE, #1()
51N E> # ¢ oder (8 & L(Ml) und S, N Ep # @)
S~ L(Ml) und € € L(MQ)

N~ L(Ml) . L(MQ) =1 L.

[

Also ist L1 - L, = L(M) und damit tatsachlich regular. ]
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