
Rechtslineare Sprachen

Sei R ✓ A⇥ A eine Äquivalenzrelation.

Der Index index(R) von R ist die Anzahl der Äquivalenzklassen von R :

index(R) =
���
�
[x ] : x 2 A

 ��� 2 N [ {1}

Satz von Myhill-Nerode
Sei L eine Sprache.
L ist regulär () index(RL) < 1.
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Rechtslineare Sprachen

Beweis:

„=)“: Sei L regulär ) es gibt DFA M = (Z ,⌃, ◆, �,E ) mit L(M) = L.

Wir zeigen „b�(◆, x) = b�(◆, y) =) (x , y) 2 RL“, woraus index(RL)  |Z |
folgt:

Seien also x , y 2 ⌃⇤ mit b�(◆, x) = b�(◆, y).
Sei z 2 ⌃⇤ beliebig. Dann gilt b�(◆, xz) = b�(◆, yz) und damit:

xz 2 L = L(M) () E 3 b�(◆, xz) = b�(◆, yz)
() yz 2 L(M) = L

Da dies für alle z 2 ⌃⇤ gilt, folgt (x , y) 2 RL.
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„(=“: Sei index(RL) < 1.

Sei [x1], . . . , [xn] eine Auflistung aller Äquivalenzklassen von RL.

Beachte: ⌃⇤ = [x1] [ · · · [ [xn].

Wir definieren nun den DFA

ML =
⇣�

[x1], . . . , [xn]
 
,⌃, ["], �,

�
[w ]

�� w 2 L
 ⌘

,

wobei �
�
[xi ], a

�
= [xia] für alle 1  i  n und a 2 ⌃.

Behauptung: Für alle x 2 ⌃⇤ gilt b�
�
["], x

�
= [x ].

Dies zeigt man per Induktion über |x |, wobei Aussage (2) des Lemmas auf
Folie 6.24 verwendet wird.
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Rechtslineare Sprachen

Für x 2 ⌃⇤ erhält man

x 2 L(ML) () b�
�
["], x

�
2
�
[w ]

�� w 2 L
 

() [x ] 2
�
[w ]

�� w 2 L
 

() 9w 2 L : x RL w

() x 2 L

Also gilt L = L(ML), d.h. die Sprache L ist regulär.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel (Fortsetzung von Folie 6.19)
Sei L4 = {akb`c` | k � 1, ` 2 N} [ {b, c}⇤. Dann ist L4 nicht regulär, es
gibt aber n � 1, so daß sich jedes x 2 L4 mit |x | � n in uvw faktorisieren
läßt mit (i)-(iv).

Beweis: Es ist noch zu zeigen, daß L4 nicht regulär ist. Betrachte die
Wörter ab` für ` 2 N. Dann gelten für alle Paare (`1, `2) mit `1 6= `2:

• ab`1c`1 2 L4 und
• ab`2c`1 /2 L4.

Also gilt (ab`1 , ab`2) /2 RL4 . Da es somit unendlich viele paarweise nicht
äquivalente Wörter gibt, hat RL4 unendlichen Index, d.h. L4 ist nicht
regulär.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel
L5 = {0p | p ist eine Primzahl} ist nicht regulär.

Beweis: Es gibt Primzahlen p1 < q1 < p2 < q2 < . . . , so daß gilt:
• zwischen pi und qi existiert keine Primzahl (f.a. i � 1)
• qi � pi < qj � pj f.a. 1  i < j

Sei 1  i < j . Dann gelten
• 0pi 0qi�pi = 0qi 2 L5

• 0pj 0qi�pi ist Wort der Länge pj < pj + qi � pi < pj + qj � pj = qj ,
also nicht in L5.

Also gilt (0pi , 0pj ) /2 RL5 . Da es somit unendlich viele paarweise nicht
äquivalente Wörter gibt, hat RL5 unendlichen Index, d.h. L5 ist nicht
regulär.
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Rechtslineare Sprachen

Minimalautomat

Es gibt bekanntlich sehr verschiedene endliche Beschreibungen einer
regulären Sprache (DFA, NFA, rechtslineare Grammatiken, reguläre
Ausdrücke). Diese können ineinander übersetzt werden. Aber eine einzelne
Sprache kann auch durch verschiedene DFAs dargestellt werden.

Wir stellen uns die Frage nach dem „besten DFA“ für eine gegebene
reguläre Sprache, d.h. nach einem DFA mit möglichst wenigen Zuständen.

Definition
Ein DFA M = (Z ,⌃, ◆, �,E ) heißt reduziert, wenn es für jeden Zustand
z 2 Z ein Wort xz 2 ⌃⇤ gibt mit b�(◆, xz) = z .
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel

Betrachte die
Zustände 4 und 5 im
reduzierten DFA M:

1

2

3

4

5

6

b

a
a

b

a

b

b

a

b

a

a, b

Feststellung:
• Mit einem Wort, das ein a enthält, landet man von dort aus immer im

Zustand 6 (Endzustand).
• Mit einem Wort, das kein a enthält, landet man von dort aus immer

im Zustand 5 bzw. 4 (kein Endzustand).
Der DFA M mit Startzustand 4 und der mit Startzustand 5 akzeptieren
also dieselbe Sprache. Wir nennen die Zustände 4 und 5 daher
„erkennungsäquivalent“ und werden sie „verschmelzen“ (analog für 2 und 3).
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Entstehender DFA M 0 (nach der Verschmelzung):

1 2/3 4/5 6
a, b

a

b a

b a, b

Jetzt sind keine Zustände mehr erkennungsäquivalent, und es können daher
keine weiteren verschmolzen werden.

Es gilt:
• M und M 0 akzeptieren dieselbe Sprache: L(M) = L(M 0).
• Jeder DFA N mit vier Zuständen, der L(M) akzeptiert, sieht so aus

wie M 0 (bis auf die Benennung der Zustände).
• Es gibt keinen DFA N mit < 4 Zuständen, der L(M) akzeptiert.
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Definition
Sei M = (Z ,⌃, z0, �,E ) ein DFA.
Zwei Zustände z , z 0 2 Z heißen erkennungsäquivalent (in Zeichen: z ⌘ z 0),
wenn für jedes Wort w 2 ⌃⇤ gilt:

b�(z ,w) 2 E () b�(z 0,w) 2 E

Lemma
Sei M = (Z ,⌃, ◆, �,E ) ein DFA, z , z 0 2 Z und a 2 ⌃.

1 ⌘ ist eine Äquivalenzrelation auf Z .
2 z ⌘ z 0 impliziert (z 2 E () z 0 2 E ).
3 z ⌘ z 0 impliziert �(z , a) ⌘ �(z 0, a).
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Beweis:
1 ähnlich zum Beweis von Aussage 1 des Lemmas auf Folie 6.24.

2 E 3 z = b�(z , ") z⌘z
0

(=) E 3 b�(z 0, ") = z 0

3 Sei w 2 ⌃⇤ beliebig.
E 3 b�

�
�(z , a),w

�
= b�(z , aw)

z⌘z
0

(=) E 3 b�(z 0, aw) = b�
�
�(z 0, a),w

�
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Rechtslineare Sprachen

Definition
Sei M = (Z ,⌃, z0, �,E ) ein DFA. Dann ist M 0 =

�
Z/⌘,⌃, [z0], �0,E 0� mit

• �0
�
[z ], a

�
=
⇥
�(z , a)

⇤
für z 2 Z und a 2 ⌃ und

• E 0 =
�
[z ]

�� z 2 E
 

der Quotient von M bzgl. ⌘.

Lemma
Ist M = (Z ,⌃, z0, �,E ) ein DFA und M 0 sein Quotient bzgl. ⌘, so ist M 0

ein DFA mit L(M) = L(M 0).
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Beweis:
Offensichtlich ist Z/⌘ eine endliche, nichtleere Menge mit [z0] 2 Z/⌘ und
E 0 ✓ Z/⌘.
Es bleibt z.z., daß �0 wohldefiniert ist: Seien z , z 0 2 Z mit [z ] = [z 0].
=) z ⌘ z 0

=) �(z , a) ⌘ �(z 0, a) (nach Lemma auf Folie 7.10)
=)

⇥
�(z , a)

⇤
=
⇥
�(z 0, a)

⇤

Also ist M 0 tatsächlich ein DFA.

Für w 2 ⌃⇤ gilt

w 2 L(M) () b�(z0,w) 2 E

() E 0 3
⇥b�(z0,w)

⇤
= b�0

�
[z0],w

�

() w 2 L(M 0) .

Also gilt L(M) = L(M 0).
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Rechtslineare Sprachen

Definition
Seien Mi = (Zi ,⌃, ◆i , �i ,Ei ) DFAs (für i 2 {1, 2}) und f : Z1 ! Z2 eine
Funktion. Dann ist f ein Homomorphismus von M1 auf M2, falls gilt

• f (◆1) = ◆2,
• f

�
�1(z , a)

�
= �2

�
f (z), a

�
für alle z 2 Z1 und a 2 ⌃ und

• z 2 E1 () f (z) 2 E2 für alle z 2 Z1.

Satz
Seien Mi = (Zi ,⌃, ◆i , �i ,Ei ) reduzierte DFAs mit L(M1) = L(M2). Sei
weiter M 0

2 der Quotient von M2 bzgl. ⌘. Dann existiert ein surjektiver
Homomorphismus von M1 auf M 0

2.
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Beweis: Für jeden Zustand z 2 Z1 wählen wir ein Wort xz 2 ⌃⇤ mit
“�1(◆1, xz) = z (ein solches Wort existiert, da M1 reduziert ist). Wir setzen
f (z) =

⇥“�2(◆2, xz)
⇤
. Damit haben wir eine Abbildung f : Z1 ! Z2/⌘

definiert. Nach der folgenden Hilfsaussage (H) werden wir zeigen, daß f ein
surjektiver Homomorphismus von M1 auf M2 ist.
(H) Für alle x 2 ⌃⇤ gilt f

�“�1(◆1, x)
�
=
⇥“�2(◆2, x)

⇤
:

Setze z = “�1(◆1, x). Dann gilt “�1(◆1, x) = z = “�1(◆1, xz)
=) 8w 2 ⌃⇤ :

�
xw 2 L(M1) () xzw 2 L(M1)

�

=) 8w 2 ⌃⇤ :
�
xw 2 L(M2) () xzw 2 L(M2)

�

(denn L(M1) = L(M2))
=) 8w 2 ⌃⇤ :

�“�2(◆2, xw) 2 E2 () “�2(◆2, xzw) 2 E2
�

=) 8w 2 ⌃⇤ :
⇣
“�2
�“�2(◆2, x),w

�
2 E2 () “�2(“�2

�
◆2, xz),w

�
2 E2

⌘

=) “�2(◆2, x) ⌘ “�2(◆2, xz)
=)

⇥“�2(◆2, x)
⇤
=
⇥“�2(◆2, xz)

⇤
= f (z) = f

�“�1(◆1, x)
�
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• Die Abbildung f ist surjektiv: Sei z2 2 Z2. Da M2 reduziert ist, existiert
x 2 ⌃⇤ mit “�2(◆2, x) = z2. Also gilt f

�“�1(◆1, x)
�
= [z2] nach (H).

• Die Abbildung f ist ein Homomorphismus:
• f (◆1) = f

�“�1(◆1, ")
� (H)
=

⇥“�2(◆2, ")
⇤
= [◆2]

• Seien z 2 Z1 und a 2 ⌃.
Es ergibt sich f

�
�1(z , a)

�
= f

�“�1(◆1, xza)
� (H)
=

⇥“�2(◆2, xza)
⇤
=

⇥“�2(“�2(◆2, xz), a)
⇤
= �0

⇣⇥“�2(◆2, xz)
⇤
, a
⌘
= �0

�
f (z), a

�
.

• Sei z 2 Z1. Dann gilt E1 3 z = “�1(◆1, xz) () xz 2 L(M1) = L(M2)

() “�2(◆2, xz) 2 E2 () E 0 3
⇥“�2(◆2, xz)

⇤
= f (z)
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Satz
Seien M und N reduzierte DFAs mit L(M) = L(N). Sei M 0 der Quotient
von M bzgl. ⌘.

1 N hat wenigstens so viele Zustände wie M 0.
2 Hat N genauso viele Zustände wie M 0, so sind N und M 0 bis auf

Umbennenung der Zustände identisch (sie sind „isomorph“).

Folgerung
Seien M und N reduzierte DFAs mit L(M) = L(N). Seien M 0 und N 0 die
Quotienten bzgl. ⌘. Dann sind M 0 und N 0 isomorph, d.h. für jede reguläre
Sprache gibt es (bis auf Umbenennung der Zustände) genau einen
minimalen DFA (und dies ist der auf Folie 7.3 konstruierte).
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Beweis des Satzes:
Wegen L(M) = L(N) existiert ein surjektiver Homomorphismus f von N
auf M 0.

1 Da f surjektiv ist, hat M 0 höchstens so viele Zustände wie N.
2 Haben M 0 und N gleichviele Zustände, so ist f also bijektiv und damit

ein Isomorphismus.
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