
Rechtslineare Sprachen

Problemstellung: Konstruiere den minimalen Automaten aus einem nicht

unbedingt minimalen reduzierten DFA M = (Z ,⌃, z0, �,E ) mit L(M) = L.

Um herauszufinden, welche Zustände erkennungsäquivalent sind, markieren

wir alle Zustandspaare {z , z 0}, die nicht erkennungsäquivalent sind.

Zunächst gilt z 6⌘ z
0
für alle z 2 E und z

0 62 E (Lemma auf Folie 7.10),

diese Paare markieren wir zu Beginn.

Angenommen für ein Paar {z , z 0} existiert ein a 2 ⌃, so daß

�(z , a) 6⌘ �(z 0, a).

Dann gilt auch z 6⌘ z
0
nach dem Lemma auf Folie 7.10.

Diese Beobachtung erlaubt es uns, weitere Paare als nicht

erkennungsäquivalent zu markieren.
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Rechtslineare Sprachen

Algorithmus Minimalautomat
Eingabe: reduzierter DFA M

Ausgabe: Menge der Paare erkennungsäquivalenter Zustände

1 Stelle eine Tabelle aller ungeordneten Zustandspaare {z , z 0} mit

z 6= z
0
auf.

2 Markiere alle Paare {z , z 0} mit z 2 E und z
0 62 E .

3 Markiere ein beliebiges unmarkiertes Paar {z , z 0}, für das es ein a 2 ⌃
gibt, so daß

�
�(z , a), �(z 0, a)

 
bereits markiert ist (falls dies möglich

ist).

4 Wiederhole den vorherigen Schritt, bis sich keine Änderung in der

Tabelle mehr ergibt.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:
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Bereite eine Tabelle aller ungeordneten Zustandspaare vor.

Die

verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr markiert

werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:
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(1) Markiere Paare von Endzuständen und Nicht-Endzuständen.

Die

verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr markiert

werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.

WS 20/21 Automaten, Sprachen, Komplexität 8.3(2)



Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:
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(2) Markiere {2, 4} da {�(2, a), �(4, a)} = {1, 6} markiert ist.

Die

verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr markiert

werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:
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(3) Markiere {3, 5} da {�(3, a), �(5, a)} = {1, 6} markiert ist.

Die

verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr markiert

werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:
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(4) Markiere {2, 5} da {�(2, a), �(5, a)} = {1, 6} markiert ist.

Die

verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr markiert

werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:

1

2

3

4

5

6

b

a

a

b

a

b

b

a

b

a

a, b

2

9b

3

8b

4

7a

2a 5a

5

6a

4a 3a

6 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5

(5) Markiere {3, 4} da {�(3, a), �(4, a)} = {1, 6} markiert ist.

Die

verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr markiert

werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:
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(6) Markiere {1, 5} da {�(1, a), �(5, a)} = {3, 6} markiert ist.

Die

verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr markiert

werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:
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(7) Markiere {1, 4} da {�(1, a), �(4, a)} = {3, 6} markiert ist.

Die

verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr markiert

werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:
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(8) Markiere {1, 3} da {�(1, b), �(3, b)} = {2, 5} markiert ist.

Die

verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr markiert

werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:
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(9) Markiere {1, 2} da {�(1, b), �(2, b)} = {2, 4} markiert ist.

Die

verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr markiert

werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.
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Rechtslineare Sprachen

Beispiel für Durchführung des Minimierungsalgorithmus:
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Die verbleibenden Zustandspaare {2, 3} und {4, 5} können nicht mehr

markiert werden. ; Sie sind erkennungsäquivalent.
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Rechtslineare Sprachen

Satz
Für einen reduzierten DFA M = (Z ,⌃, z0, �,E ) wird ein Paar {z , z 0} ✓ Z

mit z 6= z
0
genau dann durch den Markierungsalgo. markiert, wenn z 6⌘ z

0
.

Beweis:

„=)“ z.z.: Falls {z , z 0} markiert wird, so gilt z 6⌘ z
0
.

Beweis durch Induktion über den Zeitpunkt, zu dem {z , z 0} markiert wird.

IA: {z , z 0} wird zu Beginn markiert, weil z 2 E und z
0 62 E .

=) z 6⌘ z
0
(nach Lemma auf Folie 7.10).

IS: {z , z 0} wird irgendwann markiert, weil ein a 2 ⌃ existiert, so daß�
�(z , a), �(z 0, a)

 
zu einem früheren Zeitpunkt markiert wurde.

IV
==) �(z , a) 6⌘ �(z 0, a)

=) z 6⌘ z
0
(Lemma auf Folie 7.10).

Damit ist die Implikation „=)“ gezeigt.
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Rechtslineare Sprachen

„(=“ z.z.: Wenn z 6⌘ z
0
gilt, dann wird {z , z 0} irgendwann markiert.

Gelte z 6⌘ z
0
.

Sei �(z , z 0) die minimale Länge eines Wortes w mit b�(z ,w) 2 E ,

b�(z 0,w) 62 E (oder umgekehrt).

Wir zeigen durch Induktion über �(z , z 0), daß {z , z 0} markiert wird.

IA: �(z , z 0) = 0

=) z 2 E und z
0 62 E (oder umgekehrt)

=) {z , z 0} wird zu Beginn markiert.
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Rechtslineare Sprachen

IS: Sei �(z , z 0) > 0.

=) Es gibt ein Wort au (a 2 ⌃ und u 2 ⌃⇤
) mit |au| = �(z , z 0),

so daß

• E 3 b�(z , au) = b�(�(z , a), u) und

• E 63 b�(z 0, au) = b�(�(z 0, a), u) (oder umgekehrt).

=) �(z , a) 6⌘ �(z 0, a) und �(�(z , a), �(z 0, a))  |u| < �(z , z 0)

IV
==) {�(z , a), �(z 0, a)} wird irgendwann markiert.

=) {z , z 0} wird markiert.

Damit ist auch die Implikation „(=“ gezeigt.
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Rechtslineare Sprachen

Hinweise für die Durchführung des Minimierungsalgorithmus:

• Die Tabelle möglichst so aufstellen, daß jedes Paar nur genau einmal

vorkommt! Also bei Zustandsmenge {1, . . . , n} Zeilen 2, . . . , n und

Spalten 1, . . . , n � 1

• Bitte angeben, welche Zustände in welcher Reihenfolge und warum

markiert wurden!
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Rechtslineare Sprachen

Für nicht-deterministische Automaten kann man folgende Aussagen treffen:

• Es gibt nicht den minimalen NFA, sondern es kann mehrere geben.

Folgende zwei minimale NFAs akzeptieren die Sprache

L = L
�
(a+ b)⇤a

�
und haben zwei Zustände (mit nur einem Zustand

kann L nicht akzeptiert werden).

1 2 3 4

a, b

a

b

a

a

b

• Gegeben ein DFA M. Dann hat ein minimaler NFA, der L(M) erkennt,

immer höchstens so viel Zustände wie M, denn M selbst ist schon ein

NFA.

Außerdem kann ein minimaler NFA exponentiell kleiner sein als der

minimale DFA.

Beispiel hierfür Lk = {0, 1}⇤ {0} {0, 1}k�1
.
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Rechtslineare Sprachen

Entscheidbarkeit

Wir diskutieren Verfahren, die die folgenden Fragestellungen bzw. Probleme

für reguläre Sprachen entscheiden. Dabei nehmen wir an, daß reguläre

Sprachen als DFAs, NFAs, rechtslineare Grammatiken oder reguläre

Ausdrücke gegeben sind.

Probleme
• Wortproblem: Gilt w 2 L für eine gegebene reguläre Sprache L und

w 2 ⌃⇤
?

• Leerheitsproblem: Gilt L = ; für eine gegebene reguläre Sprache L?

• Endlichkeitsproblem: Ist eine gegebene reguläre Sprache L endlich?

• Schnittproblem: Gilt L1 \ L2 = ; für gegebene reguläre L1, L2?

• Inklusionsproblem: Gilt L1 ✓ L2 für gegebene reguläre L1, L2?

• Äquivalenzproblem: Gilt L1 = L2 für gegebene reguläre L1, L2?
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Rechtslineare Sprachen

Das Wortproblem

Eingabe: DFA M = (Z ,⌃, z0, �,E ) und w 2 ⌃⇤

Frage: w 2 L(M)?

Verfahren:

Sei w = a1a2 · · · an mit ai 2 ⌃.

Verfolge die Zustandsübergänge von M, die durch die Symbole a1, . . . , an
vorgegeben sind:

z := z0
for i := 1 to n do

z := �(z , ai )
endfor
if z 2 E then return(JA) else return(NEIN)
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Rechtslineare Sprachen

Das Leerheitsproblem:

Eingabe: NFA M = (Z ,⌃, S , �,E ).

Frage: L(M) = ;?

Verfahren:

Sei G = (Z ,!) der gerichtete Graph mit

z ! z
0 () 9a 2 ⌃ : z 0 2 �(z , a) .

Dann gilt: L(M) 6= ; genau dann, wenn es in dem Graphen G einen (evtl.

leeren) Pfad von einem Knoten aus S zu einem Knoten aus E gibt.

Dies kann z.B. mit dem Algorithmus von Dijkstra entschieden werden.
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Rechtslineare Sprachen

Das Endlichkeitsproblem:

Eingabe: NFA M = (Z ,⌃, S , �,E ).

Frage: Ist L(M) endlich?

Verfahren:

Sei G = (Z ,!) wieder der gerichtete Graph mit

z ! z
0 () 9a 2 ⌃ : z 0 2 �(z , a) .

Dann gilt: L(M) ist genau dann unendlich, wenn es z 2 Z , z0 2 S und

z1 2 E gibt mit z0 !⇤
z !+

z !⇤
z1, d.h. z liegt auf einem Zyklus, ist

von einem Startzustand aus erreichbar und von z kann ein Endzustand

erreicht werden.

Dies kann wieder mit dem Algorithmus von Dijkstra entschieden werden.
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Rechtslineare Sprachen

Das Schnittproblem:

Eingabe: NFAs M1 und M2

Frage: Gilt L(M1) \ L(M2) = ;?

Verfahren:

Konstruiere aus M1 und M2 einen NFA M mit L(M) = L(M1) \ L(M2),
siehe Folie 4.9.

Teste, ob L(M) = ; gilt.
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Rechtslineare Sprachen

Das Inklusionsproblem:

Eingabe: NFAs M1 und M2.

Frage: Gilt L(M1) ✓ L(M2).

Verfahren: Aus M1 und M2 können wir einen NFA M mit

L(M) = L(M2) \ L(M1) konstruieren (siehe Folien 4.5 und 4.9).

Es gilt L(M1) ✓ L(M2) genau dann, wenn L(M) = ;.
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Rechtslineare Sprachen

Das Äquivalenzproblem:

Eingabe: NFAs M1 und M2.

Frage: Gilt L(M1) = L(M2)?

Verfahren 1:

Es gilt: L(M1) = L(M2) genau dann, wenn L(M1) ✓ L(M2) und

L(M2) ✓ L(M1).

Verfahren 2:

Bestimme zu Mi (i 2 {1, 2}) den äquivalenten minimalen DFA Ni .

Dann gilt L(M1) = L(M2) genau dann, wenn N1 und N2 isomorph sind

(d.h. sie können durch Umbenennung der Zustände ineinander überführt

werden).
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Rechtslineare Sprachen

Effizienzbetrachtungen:

Je nachdem, in welcher Darstellung eine reguläre Sprache L gegeben ist,

kann die Komplexität der oben beschriebenen Verfahren sehr

unterschiedlich ausfallen.

Beispiel: Äquivalenzproblem L1 = L2:

• L1 und L2 gegeben als DFAs

; Zeitaufwand O(n2)

• L1 und L2 gegeben als Grammatiken, reguläre Ausdrücke oder NFAs

; exponentieller Zeitaufwand,

genauer: „PSPACE-vollständig“

Das bedeutet unter anderem: Es ist kein polynomieller Algorithmus

bekannt, und es ist „sehr unwahrscheinlich“, daß einer existiert.

Mehr zur Komplexitätsklasse PSPACE und verwandten

Fragestellungen im Kapitel „Komplexitätstheorie“.
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Rechtslineare Sprachen

Übersicht
Bei Eingabe der regulären Sprache als NFA bzw. DFA ergeben sich die

folgenden Zeitschranken:

-problem NFA DFA

Wort⇠ polynomiell linear

Leerheits⇠ polynomiell polynomiell

Endlichkeits⇠ polynomiell polynomiell

Schnitt⇠ polynomiell polynomiell

Inklusions⇠ exponentiell polynomiell

Äquivalenz⇠ exponentiell polynomiell

Es spricht viel dafür, daß die exponentiellen Zeitschranken nicht durch

polynomielle ersetzt werden können.
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